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Zur Theorie der Charakteristiken. 


Von A. Ciesscu in GéTTINGEN. 


Die Arbeiten von Chasles, Zeuthen, Cayley und Andern in 
der Theorie der Charakteristiken haben erkennen lassen, dass die 
Zahl von Kegelschnitten eines Systems, welche eine gegebene Be- 
dingung erfiillen, im Allgemeinen von den Formen wa- vb wurde, 
wo die ganzen Zahlen a, b nur von der Natur des Kegelschnitt- 
systems, die ganzen Zahlen uw, v nur von der Natur der Bedingung 
abhiingen. Diese merkwiirdige Beobachtung ist von Chasles auf 
Curvensysteme von beliebiger Ordnung ausgedehnt worden, fiir den 
Fall, dass die jene erfiillende Bedingung darin bestehe, dass Curven 
des Systems eine beliebige gegebene Curve beriihren sollen. 

Wenn im letztern Falle das Zustandekommen der einfachen Form 
ua-+ vb eine Folge der Natur der Bedingung ist, so scheint aus der 
grossen Zahl bisher gemachter Beobachtungen hervorzugehen, dass im 
erstern Fall die Natur der Curven zweiter Ordnung selbst es ist, welche 
diese Form hervorruft. Ich werde im Folgenden einen analytischen 
Beweis dafiir geben, welcher einen sehr grossen Kreis von Fallen um- 
fasst. Ich werde niimlich nur voraussetzen, dass die Bedingung, 
welche zu erfiillen ist, nicht mehr diejenigen Elemente enthiilt, welche . 
zur Bestimmung der Kegelschnittschaar benutzt werden*). Ein solcher 
Fall wiirde z. B. eintreten, wenn das Kegelschnittsystem an sich der 
Bedingung unterworfen wiire, eine gegebene Curve zn beriihren, und 
wenn die neue Bedingung dahin ginge. dass diese Curve von den ge- 
suchten Kegelschnitten der Schaar noch an einer zweiten Stelle be- 
riihrt werden sollte. 

Der Beweis selbst, welchen ich geben werde, ist eine Anwendung 
der Principien, welche ich im 17'*" Bande der Abh. der Kgl. Ges. der 
Wiss. zu Gottingen, p. 1. folgg. und im 5'" Bande dieser Annalen, 
p. 423, gegeben habe. Es scheint keinem Zweifel unterworfen, dass 


*) Entgegengesetzte Fiille sind nicht immer ausgeschlossen, aber es ist doch 
besonders zu untersuchen, ob sie dem Beweise unterliegen. Vgl. § 3. 
Mathematische Annalen. VI. 1 
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man diesen Beweis auf quadratische Formen mit beliebig vielen Ver- 
iinderlichen ausdehnen kann, und dass man daher in dem zu erweisenden 
Satze eine allgemeine Eigenschaft quadratischer Formen vor sich hat. 
Aber es ist wohl aus der Fassung des Beweises ebenso zu ersehen, dass 
ein éhnlicher Satz fiir Gebilde hiéherer Ordnung bei allgemeiner Form 
der zu erfiillenden Bedingung nicht mehr zu erwarten ist. 


1. 


Sn 


Allgemeinste Form eines algebraischen Kegelschnittsystems. 


Jede einfach unendliche algebraische Kegelschnittschaar lisst sich 
unter folgender Form darstellen*). Die Coefficienten des beweglichen 
Kegelschnitts der Schaar (f=) sind algebraische Functionen eines 
Parameters 4. Aber dann kann man sie bekanntlich immer als ratio- 
nale Functionen zweier Parameter 4, uw darstellen, zwischen denen 
eine algebraische Gleichung besteht. ' Fiihren wir noch einen Homoge- 
nitiatsfactor x ein, so kénnen wir'demnach die Coefficienten des be- 
weglichen Kegelschnitts als ganze homogene Functionen o' Ordnung 
von x, 4, w auffassen, wiihrend zwischen x, 4, w eine homogene 
Gleichung o' Ordnung 
(1) F (x, 4, p) =0 
besteht. 

Wir kénnen x, 4, w als die Coordinaten eines Punktes betrachten ; 
dann ist / —0 eine Curve, und zwar entspricht jedem Kegelschnitt 
der Schaar ein Punkt der Curve, die Schaar der Kegelschnitte ist auf 
dieser Curve abgebildet. Aber hier entsteht sofort die Frage, ob es 
immer moglich sei, die Kegelschnittschaar bei passender Wahl der 
Parameter eindeutig auf einer Curve abzubilden, d. h. so, dass jedem 
Kegelschnitte nur ein einziges Werthsystem x, 4, w zugehdrt; dass 
umgekehrt zu jedem Werthsystem x, 4, uw im Allgemeinen nur em 
Kegelschnitt gehért, folgt aus der obigen Darstellung von selbst. 

Dass in der That eine solche eindeutige Beziehung stets erreicht 
werden kann, will ich beweisen, indem ich einen einfachen Weg an- 
gebe, welcher stets zu einer solchen fiihrt. 

Verstehen wir niimlich fiir den Augenblick unter x, A, uw die 
Coordinaten des Poles, welchen eine feste Gerade G in Bezug auf den 
beweglichen Kegelschnitt besitzt. Die Curve F' =O ist der Ort dieser 
Pole. Dass jeder Kegelschnitt des Systems im Allgemeinen nur auf 


*) Die Méglichkeit, dass die Coefficienten auch irrationale Functionen des 
Parameters sein kénnen, gab Cayley an (Phil. Tr. 1868, On the Curves, which 
satisfy given conditions, Annex Nr. 1.). 
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einen Pol x, A, w fiihrt, ist hier ohne Weiteres ersichtlich. Aber die 
Gerade G lisst sich, wie man zeigen kann, immer so wiihlen, dass 
jedem Punkte der Polcurve auch nur ein einziger Kegelschnitt zu- 
gehért, dass also im Allgemeinen nicht jeder Punkt der Poleurve ge- 
meinsamer Pol zweier Kegelschnitte des Systems in Bezug auf die 
Gerade G ist. 

Nehmen wir an, es sei nicht so. Es miisste dann zu jedem Kegel- 
schnitte A der Schaar einen zweiten B geben, so dass G Seite des 
gemeinsamen Polardreiecks beider Kegelschnitte wiirde. Ebendies aber 
miisste fiir jede Gerade G eintreten; zu jedem Kegelschnitt A miisste, 
wie auch G gewihlt sei, ein derartiger Kegelschnitt B sich finden 
lassen. 

Nun ist die Zabl aller Geraden G eine doppelt unendliche, da- 
gegen giebt es zu jedem Kegelschnitt A nur einfach unendlich viele 
Kegelschnitte 2B, wiihrend doch die Zahl der Seiten gemeinsamer Polar- 
dreiecke von A mit dem B der Zahl der Geraden G wenigstens gleich, 
also doppelt unendlich sein muss. Demnach miisste entweder jeder 
Verbindung des Kegelschnitts A mit einem B unendlich viele Geraden 
G als Seiten gemeinsamer Polardreiecke zugehéren; oder es miisste zu 
jedem A eine endliche Zahl von B zugehéren, welche mit A alle Ge- 
raden der Ebene zu Seiten gemeinsamer Polardreiecke besiissen. 

Der letzte Fall ist aber sofort auszuschliessen. Denn Kegel- 
schnitte, welche alle Geraden der Ebene zu Seiten gemeinsamer Polar- 
dreiecke haben, sind iiberhaupt identisch. Es bleibt also nur der erste 
Fall als einzig denkbarer Ausnahmefall iibrig: Je zwei Kegelschnitte 
des Systems haben einfach unendlich viele Gerade zu Seiten gemein- 
samer Polardreiecke, und beriihren sich daher doppelt. 

Aber ein einfach unendliches System von Kegelschnitten, von 
denen je zwei einander doppelt beriihren, ist nur méglich, wenn alle 
zwei feste Beriihrungspunkte gemein haben. Man sieht dies leicht ein, 
indem man einen der Kegelschnitte, A, als Umriss der Projection 
einer Fliche zweiter Ordnung ansieht. Die andern B, C.. werden 
dann Projectionen ebener Schnitte B’, C’... Da nun zwei ebene 
Schnitte einer Fliche zweiter Ordnung einander nicht doppelt be- 
riihren kénnen, so kann die doppelte Beriihrung zweier andrer Kegel- 
schnitte B, C nur davon herriihren, dass die Schnittlinie der Ebenen 
der entsprechenden Kegelschnitte B’, C’ im Raum in die Ebene des 
zu A gehérigen Kegelschnitts A’ fallt. Mithin gehen die Ebenen aller 
Kegelschnitte im Raume, welche durch Projection die Kegelschnitte 
der Schaar liefern, durch den Schnitt von A’ mit B’, und alle haben 
also bei der Projection feste Beriihrungspunkte, die Projectionen der 
Punkte, in denen A’ und JB’ sich treffen. 

Ks bleibt also nur noch das Kegelschnittsystem zu untersuchen, 
1* 
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welches aus allen Kegelschnitten besteht, die emen gegebenen in zwei 
festen Punkten beriihren. Aber die Seiten gemeinsamer Polardreiecke 
zweier Kegelschnitte dieses Systems bestehen aus der Beriihrungssehne 
und aus der Geraden, welche durch den fiir alle Kegelschnitte gemein- 
samen Pol derselben gehen. Es giebt daher noch unendlich viele 
Lagen einer Geraden G, fiir welche wiederum jedem Pole nur ein 
einziger Kegelschnitt zugehért. 

Man kann also den Satz aussprechen: 

Jede einfach unendliche algebraische Kegelschnittschaar kann ein- 
deutig abgebildet gedacht werden auf der Curve der Pole, welche die 
Kegelschnitte des Systems in Bezug auf eine passend gewdhlte Gerade 
besitzen. 

Wir kénnen nach dem Vorhergehenden voraussetzen, dass im All- 
gemeinen jedem Kegelschnitte der Schaar nur eim Punkt der Curve 
F = 0 entspricht und umgekehrt. Hinzelne Punkte von /' = 0 koénnen 
sich dabei scheinbar anders verhalten. Mehrere Kegelschnitte ent- 
sprechen demselben Punkte von / =O, wenn man diesen in mehr 
als einer Richtung auf der Curve fortschreitend verlassen kann, wenn 
er also ein vielfacher Punkt von f/=O ist; aber dies hért auf eine 
Ausnahme zu sein, wenn man einen vielfachen Punkt als Ueberlagerung 
so vieler Punkte auffasst, als Zweige durch ihn gehen. In gleicher 
Weise kénnen Kegelschnitte existiren, welche bei stetigem Durch- 
laufen der Schaar mehrfach erreicht werden, und demnach ebensovielen 
Punkten der Curve entsprechen kénnen. 


§ 2. 
Eine andere Interpretation der Gleichung des Kegelschnittsystems. 


Fiir das Folgende ist eine zweite Auffassung dieser Verhiiltnisse 
von besonderer Wichtigkeit. Die Gleichung f= 0 wurde als die 
Gleichung eines veriinderlichen Kegelschnitts betrachtet, x, 4, w als 
dessen Parameter, welche durch die Gleichung F' = 0 verbunden 
waren, die Ortscurve des Punktes x, 4, uw selbst. Aber wir kénnen 
nunmehr auch in {=O die Gréssen x, A, uw als die Coordinaten eines 
beweglichen Punktes auffassen. Dann ist f—=0 die Gleichung eines 
doppelt unendlichen Systems von Curven o'" Ordnung, in welchem 
die Verhiltnisse der z,, 7, 2, die Stelle von Parametern versehen. 
Jede dieser Curven g'* Ordnung hat mit / =O einé Anzahl von 
Punkten (9.6) gemein. Aber im Allgemeinen wird es vorkommen, 
dass nur einige derselben beweglich, d. h. von den Parametern ab- 
hiingig sind, wahrend andere fest bleiben, wie man die Parameter 
auch wihlen mag. Nur fiir erstere ist dann f=0O mit FL’ = (0 so er- 
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fiillt, dass die Werthsysteme x, 4, w von den « abhingig sind. Nur 
diese also entsprechen in der andern Interpretation denjenigen Kegel- 
schnitten der Schaar, welche durch einen gegebenen Punkt z gehen, 
d. h. ihre Zahl ist die erste Charakteristik a der Schaar. Dagegen 
ist fiir die a6 —a festen Schnittpunkte der Curven o9'* Ordnung mit 
F =0 die Gleichung f= 0 unabhingig von den =z erfiillt, alle Coef- 
ficienten von f verschwinden fiir solche Werthe von x, 4, uw. In diese 
Punkte fallen also fiir alle Curven o' Ordnung eine gewisse Zahl 
Schnittpunkte mit /’= 0, und ein soleher Punkt mag dann ein Aus- 
nahmepunkt erster Art genannt werden, und zwar von der rv‘ Ordnung, 
wenn + Schnittpunkte von ihm absorbirt werden. 

In iihnlicher Weise kénnen wir nun verfahren, wenn wir, statt 
die Kegelschnittschaar f = in Punktcoordinaten zu untersuchen, die 
Gleichung derselben in Liniencoordipaten betrachten. Diese Gleichung 
gy = 0, in der gewohnlichen Weise gebildet, ist in x, 4, w von der 
Ordnung 20, indem @ die Coefficienten von f/ quadratisch enthilt. 
Ks ist dabei die Mdéglichkeit nicht ausgeschlossen, dass hierbei ein 
nur von x, 4, uw abhiingiger Factor sich absondere; doch wollen wir 
diesen Fall nicht besonders unterscheiden. 

Die Gleichung g =) kénnen wir in Bezug auf x, A, w als die 
Gleichung eines doppelt unendlichen Curvensystems betrachten, in 
welchem die Liniencoordinaten die Stelle von Parametern versehen. 
Den Kegeischnitten, welche eine gegebene Gerade beriihren, ent- 
sprechen dann die beweglichen Schnittpunkte einer Curve g =( mit 
F’=0, und ihre Anzahl ist die zweite Charakteristik b der Kegel- 
schnittschaar. Was die 2e6 — b festen Schnittpunkte des Systems 
y =0 mit / = 0 angeht, so ist erstlich jeder Ausnahmepunkt erster 
Art, fiir welchen alle Coefficienten von f in emer gewissen Art ver- 
schwinden, hier offenbar ebenfalls ein Ausnahmepunkt, und zwar ab- 
sorbirt ein solcher hier, da die Coefficienten von g in denen von f 
quadratisch sind, zuniichst doppelt so viele Schnittpunkte als im vorigen 
Falle. Aber es kénnen neue feste Schnittpunkte hinzutreten, welche 
der Function » eigenthiimlich sind, und fiir welche alle Coefficienten 
von » ‘verschwinden. Sie mégen Ausnahmepunkte zweiter Art heissen, 
und zwar heisse ein Punkt von der s‘** Ordnung, wenn s feste Schnitt- 
punkte in ihn fallen. Ausnahmspunkte beider Arten kénnen iibrigens 
vereinigt liegen. Wenn ein Ausnahmepunkt r' Ordnung der ersten 
und einer s'* Ordnung der zweiten Art vereinigt liegen, so absorbirt 
ein soleher Punkt 2r + s Schnittpunkte von /’= 0 mit jeder der 
Curven (20) Ordnung » = 0. 
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§ 3. 


Ueber die Natur der Bedingungsgleichung, welche die gesuchten 
Kegelschnitte der Schaar zu erfiillen haben. 


Die Bedingung dafiir, dass ein Kegelschnitt der Schaar einer vor- 
geschriebenen Forderung geniigen solle, kann man im Allgemeinen 
auf das Verschwinden einer Invariante zuriickfiihren. Es ist hierzu 
nur nothig, dass man die etwa in der Natur der Aufgabe liegenden 
metrischen Elemente in der bekannten Weise auf projectivische zu- 
riickfiihrt. 

Wenn die Elemente der zu erfiillenden Bedingung von der Natur 
des Kegelschnittsystems unabhiingig sind, so wird diese Invariante 
die Coefficienten des Kegelschnitts einerseits, andererseits aber Coef- 
ficienten andrer gegebener Curven, Coordinaten gegebener Punkte etc. 
enthalten, wie die Natur der Bedingung sie erfordert. 

Dagegen sind jedesmal diejenigen Fille besonders zu betrachten, 
in welchen die Bedingung selbst wieder von denjenigen Elementen 
abhingt, durch welche die Natur der Kegelschnittschaar bestimmt 
wird. Hierbei kann es geschehen, dass die Invariante, welche die 
fragliche Bedingung ausdriickt, zuniichst identisch verschwindet, und 
dass man durch einen Grenziibergang zum Verschwinden sammtlicher 
Coefficienten einer Covariante etc. iibergehen muss, um die Natur der 
Bedingung ausdriicken zu kénnen. Dies ist z. B. der Fall, wenn das 
Kegelschnittsystem eine Curve nochmals beriihren soll, welche jede 
Curve des Systems ohnedies schon beriihrt. Fille solcher Art, bei 
welchen die Bedingung nicht mehr durch das Verschwinden einer In- 
variante ausgedriickt wird, schliesse ich hier aus. Doch trifft dies 
keineswegs alle Fiille, in welchen die Elemente der Bedingung von den 
bedingenden Elementen der Kegelschnittschaar selbst abhingen. 

Ist, wie ich annehme, die Bedingung durch das Verschwinden 
einer Invariante ausgedriickt, welche einerseits die Coefficienten des 
Kegelschnitts, andrerseits die Bestimmungselemente anderer gegebener 
Gebilde enthalt, so will ich zunichst noch die weitere Forderung 
hinzufiigen, dass diese Gebilde durch eine Anzahl beliebig zu wihlender 
Punkte rational bestimmbar sein mégen, und werde erst weiterhin zeigen, 
dass man von dieser Bedingung absehen kann. 

Diese Vorstellungen iiber die Natur der Bedingung lassen die 
zu erfiillende Gleichung 


T= 0 


als das Verschwinden einer Invariante erscheinen, welche ausser den 
Coelficienten des beweglichen Kegelschnitts nur noch Coordinaten 
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verschiedener willkiirlicher Punkte enthilt; so dass TT, wenn man will, 
eine Covariante mit mehreren cogredienten Reihen ist. 

Es sei a der Grad von TT in den Coefficienten von /. Dann kann 
man TT = 0 in Bezug auf x, 4, w als Curve 2 Q'* Ordnung betrachten, 
und die gesuchten Werthsysteme x, 4, wu entspringen aus den Durch- 
schnittspunkten von TT = mit 70. Demnach ist ihre Zahl zu- 
niichst gleich zoo. 

Aber von dieser Zahl ist wieder eine Anzahl fester Werthsysteme 
in Abzug zu bringen, welche von den Elementen der Bedingung unab- 
hingig sind. Ordnen wir TT nach den Coordinaten der willkiirlichen 
Punkte, so miissen fiir soleche Ausnahmewerthe die simmtlichen Coef- 
ficienten von TT verschwinden, Dass zu solechen Ausnahmewerthen 
die oben als Ausnahmspunkte erster und zweiter Art bezeichneten 
Punkte fiihren werden, sieht man sogleich. Aber es ist als ein 
wichtiges und den Kern der Sache enthaltendes Moment zu betrachten, 
dass keine andere Ausnahmswerthe existiren kinnen. Hierzu fihren 
Untersuchungen aus der Theorie der terniiren quadratischen Formen, 
welche ich im Folgenden gebe. 


§ 4. 
Das Formensystem einer ternaren quadratischen Form. 


Wie ich im 17. Bande der Abhandlungen der Giottinger Societiit 
entwickelt habe (vgl. diese Annalen Bd. 5. p. 423.), besitzt jede ter- 
uiire Form mit mehreren Reihen von Verinderlichen ein zugehériges 
cigentlich“reducirtes Formensystem. Dies ist ein System von Formen, 
welche héchstens je eine Reihe von Punkt- und Liniencoordinaten 
(w, wu) enthalten, und in Bezug auf diese simmtlich der Gleichung 

Oy 4 ey e i Sa 
OX, OU CQO Ug CX3 OUs 

geniigen. Die Coefficienten dieser Formen, soweit sich nicht mit 
Hiilfe dieser Gleichung einige als lineare Functionen der andern aus- 
driicken, sind den Coefficienten der gegebenen Form an Zahl gleich, und 
lineare Functionen derselben mit nicht verschwindender Determinante, 
so dass diese umgekehrt aus jenen in gleicher Weise linear zusammen- 
gesetzt werden kénnen. 

Ich will nun untersuchen, wie die Formen des reducirten Systems 
beschaffen sind, wenn die gegebene Form eine Form J] ist, welche 
ausser den Coefficienten einer quadratischen Form nur noch Coordinaten 
beliebiger Punkte enthiilt. 

Aus der erwiihnten Theorie folgt, dass die Formen des zu JJ 
gehdrigen reducirten Systems siimmtlich wieder vom Grade a in den 
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Coefficienten von f sind. Es entsteht also die Frage, welche aus / 
entspringenden Bildungen es geben kénne, welche hochstens je eine 
Reihe u, x enthalten und von gegebenem Grade in den Coeffi- 
cienten sind. 

Bezeichnen wir f symbolisch durch 


f=ma,*=b,’..., 


so ist jede solche Bildung ein Aggregat symbolischer Produkte, deren 
symbolische bez. wirkliche Factoren nur einen der folgenden vier Typen 
haben kénnen: 

Uz, Gz, (abu), (abe). 


Nur der erste dieser Typen giebt. einen wirklichen Factor; wie die 
andern ebenso auf solche fiihren, und also eine einfache Zerlegung 
jeder reducirten Form im wirkliche Factoren sich ergiebt, soll nun 
gezeigt werden. 

Fiihren wir ausser f die adjungirte Form 

gp = (abu) 
und die Invariante 
A = (abc)? 


des Kegelschnitts ein, so kénnen wir folgende Siitze aufstellen: 

1. Jedes symbolische Produkt, welches den symbolischen Factor 
(abe) hat, enthdlt den wirklichen Factor A. 

Jedes solche Produkt nimlich enthilt die Symbole a, ), ¢ nur in 
den Verbindungen (abc) a;b,c,; diese aber sind die Coefficienten des 
Ausdrucks 

wv = (abc) azbyc,. 


Enthalt also dieser Ausdruck den Factor A, so ist der obige Satz be- 
wiesen. Nur iindert der Ausdruck w héchstens sein Vorzeichen, wenn 
man a, b, c auf alle Weise vertauscht; daher ist, wenn man die 
Summe der 6 entstehenden Darstellungen durch 6 dividirt: 


~~ Ay a: 
w=1 (abe) |b, b, bz 


& & & 


= { (abe)? (xye) =< (xyz), 


w. z. b. w. 

2. Jedes symbolische Produkt, welches einen symbolischen Factor 
(abu), aber keinen symbolischen Factor des Typus (abc) mehr enthiilt, 
serfallt in Glieder, welche theils den wirklichen Factor o, theils den 
wirklichen Factor A.u, haben. 

Da (abu) a,b, identisch Null ist, so kénnen Produkte dieser Art 
die Symbole a, } nur in einer der Verbindungen 
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(abu) (acu) (bdu) 
(abu) (acu) bz 


enthalten. Vertauscht man aber a mit b und nimmt die -halbe Summe 
des alten und neuen Ausdrucks, so hat man: 


(abu) (acu) (bdu) = 4 (abu) {(acu) (bdu) — (adu) (beu)} 
; = 4 (abu) (edu) = 2 (edu); 


" (abu) (acu) bz = 4 (abu) {(acu) h, — (beu) az} 
= 4 (abu) {(abu) ce — (abe) uz} 
be =}{p.ce — (abu) (abe) uz} - 


g Man sieht, dass hier alle Glieder den Factor gm haben, bis auf 
n das letzte; dieses aber hat einen symbolischen Factor (abc), also 
nach Satz 1. einen wirklichen Factor A, womit der Satz bewiesen ist. 
Hieraus folgt nun sofort weiter: 
3. Jede Invariante etc. einer quadratischen terniren Form mit 
hichstens einer Reihe von x und u ist eine ganze Function der Formen 


Ur, [, 9, A. 


Betrachten wir nimlich ein symbolisches Produkt, welches nur 
z, u und Symbole a, b, c... enthilt, so kénnen wir, solange noch 
symbolische Factoren (abc) oder (abw) vorhanden sind, den Ausdruck 
in Theile mit den Factoren A, m oder A. uw, zerlegen. Sind aber 
endlich solche Factoren nicht mehr vorhanden, so kénnen nur noch 


1e 
c. 


vy 


symbolische Produkte der Form a,’.b,?...u% vorhanden sein, also 
Produkte einer Potenz von wu, mit einer Potenz von f. Die Zuriick- 
fiihrung auf die im Satze ausgesprochene Gestalt ist hiermit geleistet. 


e § 5. 
Die Bedingungsgleichung TT = 0 und ihr reducirtes System. 


Betrachten wir nun die Formen des reducirten Systems genauer. 
Factoren u, kénnen wir iibergehen; die Formen des Systems haben 
also die Gestalt: 

f?.®. A’. F(f, p, 4, uz), 
wo F keinen Factor f, p, A, uz mehr enthalten mag. Diese Function 
r aber muss durchaus homogen sein in Bezug auf die x, ebenso in 
t, Bezug auf die «, und endlich in Bezug auf die Coefficienten des 
n Kegelschnitts. Wegen des ersten Umstandes ist sie eine homogene 
Function von f und u,?; wegen des zweiten Umstandes aber fiihrt 
t jedes f einen Factor g mit sich, und endlich muss wegen des dritten, 
da f. vom dritten Grade in den Coefficienten ist, jedes w,? 
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wit A multiplicirt sein. Ks ist also /’ eine homogene Function von 
f.g und von A.w,?, und der Typus der Formen des reducirten 
Systems ist also: 

f° .g° .A’. F(f.9, A.uz?). 
Ks ist hinzuzufiigen, dass der Voraussetzung nach der erste und letzte 
Coefficient in J’ von Null verschieden ist. 

Nennen wir 6 die Ordnung der homogenen Function /’, und be- 
merken wir, dass A als bilineare Combination der Coefficienten a;;, 
«;, von f und » aufgefasst werden kann: 

A= LAK, 
so sehen wir, dass die Form 
[f° .g?. AY. F (f.g, A.u;’) 

als homogene Function von der Ordnung « + y + 0 der Coefficienten 
von f, und zugleich als homogene Function von der Ordnung 6 + y + 0 
der Coefficienten von g aufgefasst werden kann. Da die Coefficienten 
« quadratisch in den a sind, so ist der Gesammtgrad der obigen Form 
in den Coefficienten von f 


a+2B+3(y+ 90). 
Diese Zahl ist fiir alle Formen des reducirten Systems dieselbe, namlich 
gleich dem Grade a der Form Tl. Dagegen kénnen die Zahlen 
B+y7-+0 und 
c+ptd—x—26+7408) 


fiir verschiedene reducirte Formen verschieden sein. Die Zahl B + y + 0 
giebt an, wie oft in der betreffenden orm Paare von UCoefficienten- 
reihen a in Coefficientenreihen « zusammengezogen werden kénnen, 
und zwar giebt sie das Maximum an, welches erreichbar ist. Denn 
auch in F’ ist eine weitere Zusammenziehung nicht méglich; sie miisste 
auch fiir u, = 0 eintreten, und dann verwandelt sich F in (f. 9)’, 
was offenbar eine weitere Zusammenziehung nicht gestattet. 

Fassen wir nun die Gesammtheit der Formen des reducirten 
Systems ins Auge, so sehen wir erstlich, dass mindestens in einer 
derselben y gleich Null sein muss. Denn sonst hiitten alle Formen des re- 
ducirten Systems den Factor A, also auch IT, und er wire bei TT = 0 
auszulassen gewesen. 

Ferner sehen wir, dass in homogener Weise Paare von Coeffi- 
cientenreihen a,, in TT die Zusammenziehung zu Coefficienten « nur 
so oft gestatten, als diejenige reducirte Form, fiir welche dies am 
wenigsten oft méglich ist. Denn wire es bei TT ofters méglich, so 
trite dies bei allen Coefficienten von TT ein, also auch bei allen redu- 
cirten Formen, deren Coefficienten sich aus jenen linear zusammen- 
setzen. 
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Charakteristisch fiir TT ist also der kleinste vorkommende Werth 
von 6+ y+ 0. Dieser werde durch v bezeichnet, der zugehdrige 
(grésste) Werth von « + »+ 0 durch 


ea — zy. 


Man sieht dann, dass die Form TI als homogene Function zu- 
gleich w'* Ordnung in den Coefficienten von f und v' Ordnung in den 
Coefficienten von g dargestellt werden kann, dass aber eine weitere 
Erniedrigung von « nicht mehr méglich ist. 

Die Zahlen uw, v sind es, welche die Charakteristiken der Bedingung 
genannt werden miissen. . 


§ 6. 
Beweis des Hauptsatzes. 


Die Bedingung TT =O mit den Charakteristiken w, v kann als 
Gleichung einer Curve in x, 4, w angesehen werden, oder vielmehr 
als Gleichung eines vielfach unendlichen Systems- von Curven, bei 
welchem die Coordinaten der in JT auftretenden willkiirlichen Punkte 
die Stelle der Parameter versehen. Die Ordnung dieser Curven ist 
xe@=o(u-+2yv). Die Lésungen der vorgelegten Aufgaben sind ge- 
geben durch die beweglichen Schnittpunkte, welche eine Curve dieses 
Systems mit JZ’ 0 hat. Man erhiilt sie, wenn man von eo (u + 2) 
die Anzahl der festen Schnittpunkte abzieht. 

Fiir die festen Schnittpunkte verschwinden alle Coefficienten von 
TT; die Zah] von Schnittpunkten, welche von einem solchen festen 
‘Schnittpunkt absorbirt werden, ist durch die kleinste der Zahlen ge- 
geben, welche die absorbirten Schnittpunkte von F' = 0 mit den durch 
Nullsetzen der Coefficienten von TT erhaltenen Curven angiebt. Die 
Curven, welche durch Nullsetzen der reducirten Formen entstehen, 
sind von einander unabhingige lineare Verbindungen der letztern; 
diese Minimalzah! kann also auch aus dem Curvensystem der reducirten 
Formen gefunden werden. 

Aber aus den Entwickelungen des vorigen § folgt dann sofort: 

1. Diese Ausnahmspunkte von TI kinnen nur Ausnahmspunkte von 
f oder @ sein. 

2. Die Ausnahmspunkte erster Art absorbiren genau uw + 2v mal 
soviel Schnittpunkte als bei f=, die Ausnahmspunkte zweiter Art 
genau vmal so viel Schnittpunkte als bei po = 0. 

Sind also a, B die Zahlen, welche angeben, wie viel Schnittpunkte 
von f=0, F =O durch Ausnahmspunkte erster Art, und bei g = 0, 
F =0 durch Ausnahmspunkte zweiter Art absorbirt werden, so ist 
die Zahl der beweglichen Schnittpunkte von TT = 0, I’ = 0: 
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06 (u + 2v) — a (w+ 2v) — pv 
=u (oo — a) + v (296 — 2a—f). 
Aber es ist 96 — @ die Zahl der Schnittpunkte von f= 0 mit F = 0, 
vermindert um die Zahl der festen, es ist also 


oo —a=a 


die erste Charakteristik der Kegelschnittschaar. Ebenso ist 296 — 2« 
— B die Zahl der Schnittpunkte von g = mit =O, vermindert 
um die Zahl der festen, es ist also auch 
2o6—2a—p=—bd 

die zweite Charakteristik der Kegelschnittschaar. Demnach wird die 
Zahl der beweglichen Schnittpunkte von TT =0 mit F’ =O gleich 

ua+vb, 
und man hat den zu beweisenden Satz vor sich: 

Man erhilt die Zahl der Kegelschnitte einer Schaar , welche 
cine gegebene Bedingung erfiillen, die von den Bedingungen des 
Systems unabhingig und durch eine Anzahl willkiirlicher Punkte 
rational ausdriickbar ist, wenn man die Charakteristiken der 
Schaar entsprechend mit denen der Bedingung multiplicirt und 
die Summeder Produkte bildet. 


§ 7. 
Ausfihrung eines Beispiels. 


Es wird nicht iiberfliissig sein, diese Betrachtungen an einem 
einfachen Beispiele zu erliiutern. Es sei die Aufgabe gestellt, die- 
jenigen Kegelschnitte einer Schaar zu finden, welche die Entfernung 
zweier gegebener Punkte x, y nach gegebenem Doppelverhiiltnisse theilen. 

Der Werth des Doppelverhiltnisses sei @. Soll ein Punkt der 
Geraden x, y mit den Coordinaten «;-+ Ay; auf dem Kegelschnitte 
f= 0 liegen, so muss man haben: 


O=f («+ dy) 
= P+214Q9+2R. 


Die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung seien 4, u 
alsdann ist die Forderung der Aufgabe durch die Gleichung 


= — a) *—a)=0 


ausgedriickt, oder durch 
wa (a+ 1yP—a(u+arp=—0d. 
pA: —(u+Aa:1—P:2Q:R, 


Da nun 
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so verwandelt sich diese Gleichung in: 

(1) PR («+ 1)?—4@a=—0. 

) Dieses ist die Gleichung TT 0, welche hier zur Verwendung 

kommt. Nur wenn « =— 1, hat man dieselbe zu ersetzen durch 

(2) Q=0. 

Um die Werthe von w und y zu bestimmen, muss man fiir die linken 

a Theile von (1) bez. (2) das reducirte System suchen. Unter den 

rt Formen des reducirten Systems wird aber eine erhalten, wenn man 

die y den «x gleich setzt. Ist symbolisch f= a,?, so hat man 
P=a,’, 9=a,a,, R=a,'; 

ses alle werden gleich f, wenn man die y den x gleichsetzt. Aus (2) er- 

halt man dann sofort f selbst, und da Q eine Polare von / ist, so um- 

fasst f das ganze reducirte System fiir diesen Fall. Eine Zusammen- 

ziehung von Coefficienten von f zu Coefficienten von 

he 


" y = (abu)? 

te kann nicht eintreten, und man hat also w—1, v =O, und den be- 

or kannten Satz: 

ul In einem System mit den Charakteristiken a, b giebt es a Kegel- 
schnitte, welche die Entfernung zweier Punkte harmonisch theilen. 

Ebenso wird aus der linken Seite von (1), wenn man y =~ setzt, 

f?. (a — 1)’. 

Schliessen wir also den Fall a = 1 aus, so wird f? eine Form des re- 
m ducirten Systems, eine Zusammenziehung der Coefficienten zu Coeffi- 
e- cienten von @ ist nicht méglich, und man hat also p—2, v =O; 
ug demnach folgt das bekannte Resultat: 
n. In einem System mit den Charakteristiken a, b giebt es 2a Kegel- 
er schnitte, welche die Entfernung zweier Punkte nach einem gegebenen, 
te von 1 und —1 verschiedenen Doppelverhdltnisse theilen. 

Kiir « = 1 kommt man auf die Beriihrung der Geraden x, y mit 
einem Kegelschnitte des Systems zuriick, und man muss also } Lésungen 
erhalten. Dies zeigt sich nun hier folgendermassen: Ist «1, so 
geht (1) iiber in 

a PR—-Q=0. 
Nun ist symbolisch 
P= a,? = b,’ 
Q@ = a,a, = b,b, 
R=a,? =},’. 


Daher hat man 
2 (PR — Q*) = a,7b7 — 2az,a,.b,b, + b,?a,? 
= (a,b, — b,a,)* = (abu)’, 
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wenn die « die aus den «, y gebildeten Unterdeterminanten bedeuten, 
also die Coordinaten der Geraden «, y. Mithin ist die Bedingungs- 
gleichung hier wirklich 

eo 0, 


daher « = 0, vy = 1 und die Anzahl der Lésungen gleich 6, wie es 
sein sollte. 


g 8, 


Ausdehnung des Satzes auf den Fall, wo die Bedingung nicht durch 
unabhingige Punkte rational gegeben ist. 


Ich werde nun zeigen, dass der Satz des § 6. auch noch erfiillt 
ist, wenn die gegebene Bedingung nicht durch eine Anzahl willkiirlich 
zu wihlender Punkte rational ausdriickbar ist. In diesem Falle mégen etwa 
y Punkte zum Ausdrucke der Bedingung nothwendig sein, zwischen 
den Coordinaten derselben aber s < 2r algebraische Gleichungen ein- 
treten. Um diese zu erfiillen legen wir s der Punkte auf beliebig 
durch je zwei willkiirliche Punkte bestimmte Gerade. Wir haben dann 
im Ganzen r +s willkiirlicher Punkte eingefiihrt, und in den s al- 
gebraischen Gleichungen treten ebensoviel Parameter auf, welche die 
Lage der s beseitigten Punkte auf den s Geraden ausdriicken. Die 
Bestimmung dieser Parameter fiihrt auf eine algebraische Gleichung, 
welche entweder irreducibel ist oder in solche Factoren zerfallt; im 
letztern Falle geniigt die Betrachtung eines Factors. Er sei vom 
Grade ». Multipliciren wir die » Werthe mit einander, welche die 
linke Seite der Bedingung TT = © fiir die » Lésungen dieses Factors 
annimmt, so erhalten wir ein Produkt Q=0, dessen Coefficienten 
jetzt durch die Coordinaten der eingefiihrten ++ s Punkte rational 
ausdriickbar ist. Die Gleichung 2 =O kann also behandelt werden 
wie TT =O in § 6; sie hat Charakteristiken u, v, und die Anzahl 
der beweglichen Lisungen von Q =O und F' = 0 ist dann 


watvh. 


Diese Lésungen aber miissen sich, da die oben erwihnte Gleichung 
nes Grades irreducibel war, zu gleichen Theilen auf die Factoren von 
Q vertheilen; die Zahl der Lésungen, welche der urspriinglichen Glei- 
chung TT = 0 entsprechen, ist also 

ne + vb 


n 
Nun ist » ausschliesslich von der Bedingung abhingig, nicht von 


der Natur der Kegelschnittschaar. Die Coefficienten f : ~. miissen also 


die Kigenschaft haben, mit jedem Paar von Charakteristiken multiplicirt 
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eine ganze Zahl als Summe zu liefern. Es folgt hieraus leicht, dass 
die Gréssen 


selbst ganze Zahlen sein miissen, und dass also auch hier die Zahl 
der Lésungen von der Form wa + vb ist, wie zu beweisen war. 
Bedienen wir uns niimlich zuniichst der elementaren Schaaren, 
welche durch feste Punkte, bez. Tangenten bestimmt sind. Deren Cha- 
rakteristiken sind bekanntlich 1, 2; 2, 4; 4, 4; 4, 2; 2, 1. Wegen 
der ersten und der letzten Schaar miissen die Gleichungen stattfinden 


u+2r =a, 2w+r=B8, 
wo «, 6 ganze Zahlen sind; daher wird 
» — 
uw =F —* _gp_ +8 
” o 
y= == a 


» 
oa 


2« — B «e+ B 

3 

Wegen der mittlern Schaar hat man ausserdem 
, ; 4 

4w+v)=,¢+hA)=—r7, 
»” 
: r é o a+fp . 
wo y abermals eine ganze Zahl ist; also ist auch y eine ganze 


Zahl, daher auch w’ und 1’. 
Die verlangte Ausdehnung des Satzes ist hiermit geleistet. 


Gottingen, den 31. Mai 1872. 





Erweiterte Fassung eines von Clebsch aufgestellten Ueber- 
tragungsprincips und deren Anwendung. 


Von S. GunDELFINGER in TiBINGEN. 


In seiner grundlegenden Abhandlung ,,Ueber symbolische Dar- 
stellung algebraischer Formen “ (Borchardt’s Journal Bd. 59, 8. 1 ff.), 
hat Clebsch unter andern fundamentalen Satzen auch ein wichtiges 
Uebertragungsprincip aufgestellt, welches die Invarianten eines simul- 
tanen Systems von 7 + s, durch s lineare homogene Gleichungen ver- 
kniipften Verinderlichen unmittelbar aus den Invarianten eines Formen- 
systems von ry Variabeln finden lehrt (cfr. 1. c. pag. 26 sqq.). Bei 
genauerer Betrachtung der von Clebsch gegebenen Beweisfiihrung 
sieht man ohne Miihe, dass dieses Uebertragungsprincip in folgender 
verallgemeinerter Form ausgesprochen werden kann: 

Es seien in symbolischer Darstellung 


f= (a, X, + «, X, +--+ a, X,)" = (6, X, + BX, + ++ BX)" =--- 


und 
f = (4,2, + yh, ++ + O45 &45)"= a =U =--- 


zwei Formen gleichen Grades von r und x + s Verdnderlichen. Bestehen 
zwischen den Variabeln von f die s linearen Bedingungen 


KO a, RP ty kOe = 0, Lari, r+ 2...7+5, 


so lésst sich aus jeder in symbolischer Darstellung gegebenen Relation 
zwischen den Covarianten und Invarianten der Form f’ eine entsprechende 
fiir f ableiten, indem man die symbolischen Determinanten x" Grades, 
wie (X + a, B,y,..v,r)..., durch symbolische Determinanten (r + s)'*" 
Grades, wie (Z + a, by. .m, Ke TD Reece eens , und die 
linearen Factoren a, X,+-a, X,-+-:+«a, X,, B, X, +6, X,+ +--+, X, ete. 


durch Ausdriicke az, b, etc. ersetet*). 





*) Selbstverstiindlich gilt die abgeleitete Relation nur fiir diejenigen «;, welche 
die s vorgelegten Bedingungen erfiillen. 
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Der Beweis ist ganz analog demjenigen, den Clebsch fiir das 
Theorem VII seiner angefiihrten Abhandlung (Seite 28) gegeben. 
Man fiihre niimlich in f an Stelle der 2; neue Veriinderliche X; durch 
die linearen Substitutionen ein: 


(1) Xi = h,Ox, + kx, +-- +H, orgs, i= 1, 2,3.... 7458. 
Vermége dieser Substitutionen ergeben sich, die Determinante 
T+kORO... hig mit K und den Coefficienten von k‘” in K mit 
K bezeichnet, die Gleichungen : 
yy He hyp $= A Oy 4 sheen = OX + OX, ff rg Xr ps 
(2) by a 4 Dy + + + + br 4% 45 = BX, + BX, +--+ 45X45 


worin ; 
Ka; a ay K, Lt a, KO a ° ee + dy 6K 
(3) KB; ies b, K, @ + b, K, Mp.--+5, +K, 


Wenn saeiile die Veriinderlichen x, Per ek ... X,4, simmt- 
lich verschwinden, wird die Form / identisch mit der Form 


f(y X, fey Xp fee, X)"—(B, Xi FB, Xp +B-X—e., 
deren symbolische Coefficienten «@;, B;.. durch das System (3) definirt 
sind. Liegt nun irgend eine Relation zwischen den Covarianten und 
Invarianten von f/ in symbolischer Form vor, so ist jeder Term der- 
selben ein Produkt aus linearen Factoren 

a, X, + a, X,+--a,X,, BX, + BX, +--+ B,X,,... 
und symbolischen Determinanten (2 + a, B,y,..¥,).....-. 

Die ersteren (die linearen Factoren) kann man dem System (2) 
gemiiss durch a,, b, . . . ersetzen, wiihrend fiir jede der letzteren nach 
bekannten Determinantensiitzen wegen (3) eine Gleichung von der Form 
besteht: 

K+ 4,B,7,..% = S+ a,b,c... 0, ee... é is %. 
Da in einer Beziehung zwischen Covarianten und Invarianten von /’ 
jedes Glied dieselbe Anzahl symbolischer Determinanten als Factoren 
enthiilt, so heben sich die hier auftretenden Potenzen von K_ villig 
heraus. Damit ist aber das fragliche Theorem erwiesen**), 


*) Zur Erweisung dieser Formel kommen der Reihe nach die Siitze zur An- 
wendung, die in Baltzer’s Determinantentheorie (dritte Ausgabe) § 5, 1, § 6, 2 
und § 4, 4 entwickelt sind. 

**) Um das im Texte gegebene Raisonnement sich villig klar zu machen, 
wird man am besten die a,;, b;... zuniichst nicht als symbolische, sondern als 
wirkliche, véllig willkiirliche Gréssen betrachten. Auf diese lisst sich alsdann 

Mathematische Annalen. VI. 2 
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Dasselbe gilt natiirlich auch noch, wenn an Stelle der Formen 
{ und f’ beliebige simultane Systeme f, mp, x... und /’, g’, x’. . treten. 
Man hat nur in dem oben gegebenen Beweise die };, ¢;... als sym- 
bolische Coefficienten von irgend welchen anderen Formen anzusehen. 
Wofern insbesondere zu f die lineare Function 


PS Uy Hy Uy My P+ Ure sTr+s 
hinzutritt, so werden die simultanen Invarianten und Covarianten von 
f und @ beziehungsweise Contravarianten und Zwischenformen von /, 
und es lisst sich also das Theorem iiberhaupt auf jede Relation zwischen 
abgeleiteten Formen von f ausdehnen. . 


Anwendungen. 

Das Uebertragungsprincip Clebsch’s, in der so erweiterten Fassung 
ausgesprochen, fiihrt alle Probleme, in denen r + s, durch s lineare 
homogene Beziehungen verkniipfte Veranderliche vorkommen, in symme- 
trischer Weise auf entsprechende Aufgaben mit bloss r Variabeln zuriick. 

Von den vielen hierher gehérigen Beispielen will ich hier nur 
einige niiher behandeln, und zwar die symmetrische Auflésung eines 
Systems von » — 1 homogenen Gleichungen, von welchen x — 2 linear 
in den » Variabeln sind, wihrend die letzte beziehungsweise vom 
zweiten, dritten und vierten Grade sein kann. 


1. 
Aufgaben dritten Grades. 
Man habe eine beliebige Form dritten Grades 


f= (4,2, + G,% + +++ Gn%,)® = a,? = F,5 =...., 
zwischen deren » Variabeln die » — 2 Beziehungen bestehen sollen 
ka, + hyt, +--+ +h, =O 
ha + ss 12, = 0 


(4) a a as 
Fi amd ce iid! Apigdacmad. 
Setzen wir 
A =(2+ a, bykgl,.. . dn)? arbz = (abkl .. Gg)? arbz 
= (abkl..q)? (ebkl.. . q) are,’ 
R= (abkl..q)? (edkl..q)* (ackl..q) (bdkl..q),; 


das obige Beweisverfahren in aller Strenge anwenden. Wenn aber eine Gleichung 
fiir alle Werthe der a;, b;... giltig ist, so muss sie auch noch bestehen, wenu 


man in derselben an Stelle der Potenzen und Producte der a;, der b;.. willkiir- 
liche Gréssen setzt, d. h. wenn man die a;, b; . . als symbolische Coefticienten be- 


trachtet. Eine ihnliche Bemerkung findet tiberhaupt bei allen symbolischen Rech- 
nungen ihre Anwendung. 
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Ueber ein algebraisches Uebertragungsprincip. 19 


so besteht dem Uebertragungsprincipe gemiiss fiir alle dem Systeme (4) 
geniigenden 2; die Relation (vgl. Clebsch, Biniire Formen § 35) 


‘ P ° R 
a'——2(¢+4% 7%). 
An dieselbe lassen sich iihnliche Folgerungen kniipfen, wie sie 


bereits in der Theorie der biniiren cubischen Formen gezogen worden 


sind (cfr. Clebsch, B. F. § 38). Nennen wir die vollstindigen 


Cuben Dae ia 
r(e+V— Fr) ma 4 (e—p/—* 72) 


beziehungsweise §* und »*, setzen also 


e—V's(e+ 2A) und 0=V 1 (¢—y—=N), 


so hat man: 


(6) V—*f=—6- &—e &-&y », 
A = — 2&4. 
Die Bedingung, dass in diesen Gleichungen die 2; dem Systeme 
(4) geniigen miissen, lisst sich vollstiindig eliminiren, indem man die 
x; durch die » Determinanten (x — 1)" Grades ersetzt, die sich aus 
den Verticalreihen der Matrix 
k, ke, ky > s+ hy 
*& &-+-+ G& 


me! Fee, 
- %, Wy Uy * + * My 
bilden lassen und in denen die «; vollig willkiirlich bleiben. Es gehen 
dadurech f, A und Q beziehungsweise iiber in 
f= (akl.. qu) ° 
(7) A = (abkl..q)? (akl.. qu) (bk1.. qu) 
Q = (abkl..q) (ebkl.. q) (akl.. qu) (chl. . qu)?, 
und die Gleichung (6) liefert alsdann die Zerlegung von (akl.. qu)* 
in seine drei linearen Factoren, d. h. die Bestimmung der drei Werth- 
systeme 2;, welche die Gleichungen (4) und f = 0 befriedigen. 
Damit zwei dieser Werthsysteme zusammenfallen oder mit andern 
Worten, damit ein Doppelsystem existire, ist offenbar nothwendig und 
hinreichend, dass R= 0. Der Kiirze wegen 


| 
| 
| 


*) « hat die bekannte Bedeutung: 


=14 23, 


&=— 
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(8) (abkl..q)? (akl.. qu) (bkl.. qv) =€ und (kl. . quv) = 
gesetzt, ergiebt sich in diesem Falle die Zerlegung von (akl. . qv)’ 
mit Einfiihrung willkiirlicher Parameter «; aus der Gleichung (eft. 
Clebsch, B. F. § 88, Glehg. 8) 
A’ (akl. . qv) = & (ff — 3) *). 
Fallen endlich die drei Werthsysteme zusammen, so ist 
(abkl..q)? (akl. . qu) (kL. . qu) =0 ™) 
fiir alle Werthe der u;, wihrend der dreifache Factor von (akl..qv)* 
durch die Relation gegeben ist: 


f? (akl. . qv = &. 


I. 
Aufgaben vierten Grades. 
Nach ahnlicher Methode lisst sich das Problem lésen, die Werthe 
der x; zu berechnen, welche dem Systeme (4) und der Gleichung 
(a,x, + a,a, +--+ a,2,)' = a,' = b,'=---=0 
geniigen. Es kommt dasselbe darauf hinaus, den Ausdruck (akl.. qu)! 
in vier Factoren aufzulésen, die linear in Bezig auf die u; sind. Die 
Cayley’sche Zerlegung ciner biniiren Form vierten Grades giebt un- 
mittelbar folgendes Resultat. 
Man setze 
‘== (akl..qu)' 
H = (abkl..q)? (akl.. qu)? (bl... quy’ 
(9) | T= (abkl..q)* (ebkl.. q) (akl.. qu)? (DAL. . qu) (ekl.. . qu)® 
i = (abkl..q)' 
j=(abkl.. q). (ackl..q) (bekl.. q). 
Bedeuten ferner m, m’ und m”: die Wurzeln der cubischen Glei- 





chung 
ee 
m 2 m _= 0 
*) Fiir 2 = 3 hat man also den Satz: Wenn cine Gerade k, = 0 die Curve 


dritter Ordnung a,' = b,5 =-- 0 beriihrt, so ist fiir beliebige Werthe der u,; die 
Gleichung des Beriihrungspunktes in laufenden Coordinaten ;: (abk)? (aku) (bkv)=0 
und die Gleichung des einfachen Schnittpunktes: 
(cku)? . (abk)? (aku) (bkv) — 3 (abk? (ack) (bku) (chu) . (kuv) = 0. 
**) Fiir Curven dritter Ordnung folgt hieraus: Die 9 Wendetangenten der 
Curve dritter Ordnung a,* = b,3 = - - = 0 beriihren ein ganzes System von Curven 


vierter Classe, deren Gleichungen aus (abv)* (avw) (bew) = 0, indem man den 
willkiirlichen Parametern wv; andere und andere Werthe zuertheilt. 
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Ueber ein algebraisches Uebertragungsprincip. 


so sind 


(10) o= "fda a oe he * m f ysl | gm H+ mf 


9 
= 


quadratische Formen der «;, deren Irrationalitit nur an den Coef- 
ficienten haftet und welche durch die Beziehung verkniipft sind: 


(11) T=—2pyy. 


Nach Festsetzung dieser Bezeichnungen bestimmen sich die Factoren 
von f aus der Gleichung: 


VI—6j. f= V(m' — m’) p + (m’— m) vb + (m — m) 7x 
>< V(m' — m”) p + (m’— m) vy — (m — m+) 7 
>< V(m — m”) p — (m"— m) & + (m— mm’) 7 
> Vt w= ww) (= WY. 


(12) 





Auch die Entscheidung iiber die Realitit der Werthsysteme sowie 
die Erledigung der speciellen Fiille lassen sich unmittelbar aus den 
biniren Formen ablesen. Beispielsweise hat man den Satz: 

Wird f in Bezug auf die u; ein vollstindiges Quadrat, d. h. 
existiren zwei Doppelsysteme, so ist fiir beliecbige Werthe der u;: 

iH —jf=0. 
Das Product aus den beiden ungleichen Factoren von f ergiebt sich mit 
Finfiihrung willkiirlicher Parameter v; aus der Gleichung*): 
6i(akl..qu)' (akl.. qv)! 
= {6(abkl..¢) (akl.. qu)? (bkl.. qv)? — i(kl. . que)??? 


_ 


Ill. 


Zweite, zur praktischen Berechnung geeignetere Lisung der Aufgaben 
zweiten, dritten und vierten Grades. 


Die Zerlegungen von (akl..qu)> und (akl.. qu), die dureh die 
Gleichungen (6) und (12) gegeben sind, lassen zwar nichts an Eleganz 
zu wiinschen iibrig, sind aber wie die entsprechenden Zerlegungen 
der biniiren cubischen und biquadratischen Formen zur wirklichen 
Berechnung nicht sonderlich brauchbar. Besser geniigen diesem Zwecke 


*) Ist néimlich eine bindre biquadratische Form 
U (X1Xy) = (ety Xy + yy)! = a! = By! = - - 
threr Hesse’schen Determinante A = (a6)? «,?B,? proportional, so geniigt sie fiir 


beliebige x, und y; der Gleichung 


ed ea PA. . 
24 (ex B)! (a Hq) + (Yi Ye) = a y+ 2 dx, 2 a, vet jag y.? + 2 («B)* (xy 
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die Auflésungen der Gleichungen vom zweiten bis vierten Grade, die 
aus der typischen Darstellung der binéren Formen sich ableiten lassen *). 

Aus denselben ergiebt sich z. B. zur Zerlegung von (akl. . qv)? 
bei volliger Willkiirlichkeit der «;: 
Ie Seer: yay q)?#} **) 

.{(akl..qu)(akl..qv)—l—fabkl..q)*F}, 

und zur Bestimmung der linearen Factoren von (akl... qv): 
(14) (2(akl..qoy'—={E— (E+) OF {E—(eS +e?) OF LEP E FEN) OF, 
worin — und 9, € und @, sowie f durch die Gleichungen (5), (8) und 
(7) definirt sind. 

Haben endlich f und 7’, sowie g, x und y& dieselbe Bedeutung 
wie in (9) und (10), und setzen wir 

(akl.. qu)’ (akl.. qv) =t, 
so hat man zur Auflésung von (akl.. qv)!: 
{* (akl.. qv)! = {¢ —(p+ 0+ 4) 9} {r—(9p+¥—2) 9} 
ae 0+ ey it — a — > — 209) 
in welcher Gleichung die zusammengehérigen Quadratwurzeln durch 
die Beziehung bestimmt werden: 
29749 = — 7. 

Andere Anwendungen des Uebertragungsprincips gedenke ich 

spiter zu geben. 


Tiibingen, April 1872. 


*) Vgl. Clebsch, B. F. § 87 und meine Abhandlung in Borchardt’s Journal 
Bd. 74, S. 91. 
**) Man erinnere sich an die in (8) gegebene Definition von @: 


@=IF+hk,l,...9, 9% v 


n—1"n- 
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Ueber die Auflésung linearer Gleichungen mit reellen 
Coefficienten. 


Von P. Gorpan in GiEssen. 


Die Gleichungen: 
X, =a, % + ay,%,---+ 1,2, =0 
X, = Gy, Ly + Ay, Hy +++ + 2, -X, =O 
(|X, = ay1 2, + ayy + +++ As, pp =O 
bei denen die a; siimmtlich reell sein sollen, mégen ein System S 
genannt werden. 

Ich will hier untersuchen, unter welchen Umstiinden ein solches 
System durch positive Werthe der x, von denen einige aber nicht 
alle 0 sein diirfen, befriedigt werden kénnen; in solchem Falle soll 
das System auflisbar heissen, im entgegengesetzten unauflisbar. Das 
System S ist jedenfalls unauflisbar, wenn aus den Gleichungen des 
Systems eine Gleichung: 

F = A,2%, + A,2%,....A,-%, = 0 
ableitbar ist, in welcher stimmtliche Coefficienten grésser als 0 sind. 

Ich stelle die Behauptung auf, dass sich dieser Satz umkehren 
lasse, dass also der folgende gelte: 

Ist das System S unauflisbar, giebt es also ausser- dem selbstver- 
stiindlichen Werthsysteme: 


(1) 


%,=0; ~%=—0... 2 =0 
kein aus positiven Zahlen, die 0 inbegriffen, bestehendes Werthsystem 
der x, welches die Formeln (1) befriedigt, dann kann man aus denselben 
eine Gleichung: 


(11) F= A,2, + A,a,.... Art, = 0 
ableiten, worin alle A grésser als O sind. 


Beweis. 


Besteht das System S nur aus einer Gleichung, ist also s = 1, 
dann ist unser Satz selbstverstindlich; man kann ihn der Reihe nach 
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tiir Systeme beweisen, welche aus 2, 3, 4... Gleichungen bestehen. 
Bei dem Beweise fiir-s Gleichungen will ich die Annahme machen, 
er gelte fiir Systeme von weniger Gleichungen; beweist man den Satz 
unter dieser Voraussetzung fiir ein System von s Gleichungen, so hat 
er allgemeine Geltung. 

Zuniichst soll nun gezeigt werden, dass, wenn iiberhaupt eine 
Gleichung mit positiven Coefficienten abgeleitet werden kann, in welcher 
einige x vorkommen, etwa die Gleichung: 


(iT) G = ty pity 4a+ Myetye..fa,2,=0, 
dass man dann auch eine Gleichung F = 0 (II) herstellen kann, in 


welcher alle x auftreten. 
Setzt man nimlich in den s — 1 ersten Gleichungen 


a on ae 


fiir die Gréssen #41, 242, -..2, den Werth Null, dann erhilt man 
ein System U, welches nur noch die Variabeln z, . . x, enthilt. Dasselbe 
ist nicht auflésbar, weil sonst auch das System S auflésbar wiire. Da 
U nur aus s — 1 Gleichungen besteht, so liisst sich der Voraussetzung 
nach aus seinen Gleichungen eine Formel 


B, x, + B, 2... By % =O 
herstellen, in welcher alle 6 grésser als 0 sind. Durch dieselben Ope- 
rationen, wie diese Gleichung aus dem Systeme U, kann man aus den 
s — 1 ersten Formeln des Systems S eine Formel: 

H = By 2, + By, -.- Byty + Borty 41.» - Brae =0 
ableiten, worin die v ersten Coefficienten grésser als 0 sind. Die Glei- 
chung 

H+p. G=0 

wird aber, wenn man fiir p eine hinreichend grosse positive Grosse 
wahlt, eine Gleichung F/ = 0, wie sie oben gefordert wurde. 

Hiernach geniigt es zu zeigen, dass man aus den Gleichungen 
X = O eine Gleichung G = 0 (III) ableiten kénne. Zu diesem Zwecke 
unterscheide ich zuniichst 3 Fille: 

1. Fall. Kine Gleichung, etwa X, = 0, ist eine Folge der iibrigen. 

2. Fall. Die X sind von einander unabhiingig und s > r. 

3. Fall. Die X sind von einander unabhiingig und r — s = k > 0. 

Im 1. Falle ist das System F, welches aus den Formeln: 

X,=0...X,-1=0 

besteht, unauflisbar; es existirt also, da es nur s— 1 Gleichungen 
besitzt, nach obiger Voraussetzung eine Gleichung F' = 0. 

Im 2. Falle kann man aus den r ersten Formeln eine Gleichung: 


G=+a2,. T+a,4,....4,=—0 
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Ueber gewisse Systeme linearer Gleichungen. Y5 


ableiten, bei welcher der einzige Coefficient, welchen sie enthalt, po- 
sitiv gewahlt werden kann. 

Es ist also nur noch der 3. Fall zu behandeln. In demselben 
verschwinden, da keine Gleichung Folge der iibrigen sein soll, die 
s reihigen Determinanten des Systems: 


ay 1 ay, 2 . . . . . . . . . . . . . . . ay - 
Oy, Ao . . . . . . . . . . . . . . . a2 r 
as 1 sg . . . . . . . . . . . . . . . as r 


nicht siimmtlich. Eine solche nicht verschwindende Determinante sei 
die Determinante: 


841 Gaede... i°--. tf Gir 
Gg;nt+2 G,r42 * °° °° Gar 
Ge, b+ 8 Be, BOP Oot) ow Be | 


Man kann dann die Gleichungen X@= 0 in Bezug auf die Grossen 


. Uer+1 » Uk4+2 » + + + Bry 
welche ich durch: 


Yi» Yo y see Ys 


bezeichnen will, auflésen. Hierdurch erhilt man ein dem System S 
aquivalenles System 2 der Form: 


Y,=% +4, 2 + Oy. x, 
(IV) VY, = Yy + dy, X, + dye X 


Dy. cYy= 0 
Ds, ll O 
Y, = Ys + si @ + Ds2 Ly Ds, ee = 0. 
Um unsern Satz fiir die Systeme X nachzuweisen, theile ich dieselben 
in Classen ein, je nach der Anzahl derjenigen in der Gleichung Y, = 0 
auftretenden Coefficienten b,;, welche nicht verschwinden. 

Zur O'" Classe nehme ich die Systeme Z, bei welcher alle Coef- 
ficienten : 
(V) Db, ’ Dy» . eee by k 


verschwinden; zur 1'e" diejenigen, bei denen uur einer dieser Coefticienten 
nicht verschwindet, zur 2'" die, bei welchen 2 nicht verschwinden u. s. w. 

Ist S ein System O'' Classe, dann ist y, = 0 und das System der 
s — 1 Gleichungen, -welche aus 

Y,=0...Y¥,=0 

hervorgehen, indem man y, == 0 setzt, ist nothwendig mit S zusammen 
unauflésbar, demnach existirt eine Gleichung G =O (III), was zu 
beweisen. 
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Man kann nun den Beweis unseres Satzes der Reihe nach fiir die 
Systeme 1'", 2'r... Classe u. s. w. fiihren. Betrachten wir ein System 
z der g' Classe; bei dem Beweise will ich die Annahme machen, der 
Satz gelte bereits fiir Systeme niederer Classe. Hierbei sind folgende 
3 Fille zu unterscheiden: 

1. Fall. Die (nicht verschwindenden) Coefficienten },; sind simmt- 

lich positiv. 

2. Fall. Diese Coefficienten sind simmtlich negativ. 

3. Fall. Sie haben verschiedene Vorzeichen, es ist etwa b,, > 0 

und b,, < 0. 
Im 1. Falle ist Y, = 0 eine Gleichung G. 
Im 2. Falle sind die Gleichungen: 
Y¥,=0... Y, = 0 
nicht auflésbar; denn wiirden diese Gleichungen durch positive (bez. 
theilweise verschwindende) Werthe von y,, y,..., 2, %,... erfiillt, 
so erhielte man aus Y, = 0 auch fiir y, einen positiven Werth, also 
ware auch S auflésbar. Aus dem Umstande aber, dass das kleinere 
System nicht auflésbar ist, folgt wieder, dass nach unserer Voraus- 
setzung eine Gleichung F = 0 besteht. Es ist also nur noch der 
3. Fall: 
b,=a>0 b,=——b<0 

zu untersuchen. 

In demselben setze ich zuerst: 


ax,—ba,=—€& also x, = +’ : 


ich erhalte dann ein System 2,, welches die Variabeln: 
A eee 
enthilt. Dasselbe ist nicht auflésbar; denn wiirde es durch positive 
Werthe von y,..¥%, §, %, %.. erfiillt, so wiirde auch x, positiv, 
und auch S miisste auflésbar sein. Das neue System ist ausserdem 
von niederer Classe als 2; mithin besteht nach unserer Voraussetzung 
eine Formel: 
K = HY, + Gy Yo... Us Ys + O41 & + G4 2k, + Os 49%3... x, = 0 
in welcher alle « grésser als 0 sind. 
Setzt man ferner 
n+ ax 


—§&=—b«,—azx,=—y also 2,=— oa ae 


dann entsteht abermals ein unauflésbares System 2, mit den Variabeln : 
Yo - - Yo By YBa. Mee 
Da dasselbé von niederer Classe als 2 ist, so besteht eine Gleichung: 


L = Byy + Botte - - « Bete + Br4121 + Bins 9+ Betis » - - Britt, = 0 


in welcher alle 6 grésser als 0 sind. 
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Ueber gewisse Systeme linearer Gleichungen. 


Die Gleichung 
Bs+2 K+ Os+1 L=0 
ist dann eine Gleichung F = 0, wie man sie sucht. 
Die Herstellbarkeit einer Gleichung /’ = 0 ist hiermit in allen 
Fillen bewiesen. 


Ganzzahlige Lésungen. Reducibilitat. 


Sind die Formeln (1) auflésbar und in ihnen die Coefficienten a, 
ganzzahlig, dann kann man ihre Auflésung in folgender bekannter 
Weise bewerkstelligen. 

Unter Lésung versteht man hier ein System positiver ganzer 
Zahlen, welche die Formeln befriedigen. Die Summe zweier Lésungen 
ist wieder eine Liésung. Solche Lésungen, welche durch Addition 
anderer entstehen, heissen reducibel, die iibrigen irreducibel. Jede 
Lésung, deren siimmtliche Zahlenwerthe nicht kleiner als die einer 
anderen sind, ist reducibel, da die Differenz beider eine Liésung ist. 

Sind die irreducibeln Lésungen: 


9 Diz te tr 


Jur Jue " 7 4 Jur 
dann bildex die Ausdriicke: 
Li = iy + Jiyo +++ Jui Yu 


wenn die y beliebige positive ganze Zahlen sind, die allgemeinste 
Lésung. Es handelt sich um die Aufsuchung der irreducibeln Losungen, 
welche ich in der Folge auch Particularlésungen nennen will. 


Auflésung einer Gleichung X = 0. 


Ist X = 0 eine in diesem Sinne auflésbare Gleichung, dann hat 
es die Form: 


A,X, - Ag hy 20 os AX, = Dn 41 + b, 0142 o° b, —-Atr- 

Die a und b sind hier positive ganze Zahlen, die grésste derselben sei p. 

Die Lésungen zerfallen in 3 Classen, je nachdem entweder alle 
Zablen «,.. 2, nicht grésser als p sind, oder alle Zahlen 241. . x, 
nicht grésser als p sind, oder endlich aus jeder dieser beiden Zahlen- 
reihen mindestens eine etwa x, und x4, grésser als p ist. Die Lé- 
sungen der ersten Classe findet man, wenn man fiir die Gréssen 
X%,... % alle Zahlensysteme &, . . &, setzt, welche kleiner als p sind 
und die Zahlen «4,1... 2, sodann aus den Formeln: 


a, §, ow « ane, = Dy Hn 41 ee by — 42r 
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berechnet. In derselben Weise ergeben sich die Lésungen der zweiten 
Classe. Die der dritten Classe sind reducibel, da sie grésser als die 
Lésung: 
2, =b,3 m41—a, die iibrigen c = 0 
ist. Sind: 
ee 


a ee OT 


die Particularlésungen von X = 0, dann hat die allgemeinste Losung 
die Form: 
Y= Mii. ---- Juiti, 


worin die y beliebige positive Zahlen bedeuten. 


Auflésung von 2 simultanen Gleichungen. 


Sind 2 Gleichungen gegeben, dann trage man die allgemeinste 
Lésung der ersten in die zweite ein. Es entsteht dann eine Gleichung 
in den y, deren allgemeinste Lésung die y als lineare Functionen 
neuer Grossen 2, ... 2, ausdriickt. 

Durch Eintragung dieser Ausdriicke in die 2 erhalten wir die 
allgemeinsten Loésungen der beiden Gleichungen. Die Coefficienten 
der zg in denselben ergeben ein Lésungssystem, welches simmtliche 
irreducibeln Lésungen enthilt. 

In derselben Weise findet man die irreducibeln Lésungen, wenn 
mehr als 2 Formeln gegeben sind, ihre Anzahl ist stets endlich. 


Giessen, April 1872. 
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Ueber eine Aufgabe aus der Geometria situs. 


Von Cir. Wiener in CARLSRUHE. 


Die Aufgabe, welche im Folgenden gelést werden soll, und welche, 
wie ich glaube, bisher nicht behandelt ist, besteht darin, ein Ver- 
fahren anzugeben, wie man sich aus einem Labyrinthe herausfindet. 

Kin Labyrinth ist ein zusammenhiingender verschlungener Weg 
mit uniibersteiglichen Riindern, der in einem geschlossenen Raume 
verliuft, aus dem er mit nur einer oder mit wenigen Miindungen heraus- 
fiihrt. Da der Weg immer eine gewisse Breite behauptet, so kann 
ein Wegrand keinen Doppelpunkt besitzen, auch da nicht, wo sich 
zwei Wege kreuzen. Ein Wegrand kann daher, abgesehen vom Sinne, 
nur in einer bestimmten Weise durchlaufen werden; in keinem seiner 
Punkte findet eine mehrfache Méglichkeit des Weiterschreitens statt. 

Ein Wegrand kann nun, wenn man ihn durechliiuft, entweder zu 
einem schon eingenommenen Punkte zuriickfiihren; dann muss er in 
die friihere Bahn iibergehen, da stets nur eine Méglichkeit des Weiter- 
schreitens-vorhanden ist; er bildet in diesem Falle eine geschlossene 
Linie. Oder er fiihrt nicht in sich selbst zuriick und kann dann wegen 
seiner endlichen Liinge nicht im Innern der Umgebung eingeschlossen 
sein, muss vielmehr nach aussen leiten. Dies wird bei jedem der 
beiden Sinne, in welehem man ihn durchlaufen kann, geschehen, so 
dass der Rand mit zwei Endigungen nach aussen trifft. Hat das 
Labyrinth nur einen Ausgang, so bilden die beiden Seiten desselben 
jene beiden Endigungen, und alle Randlinien ausser jener einen sind 
geschlossene. Daher die Regel: Man wéhle beim Lintritt in das 
Labyrinth eine jener beiden nach aussen fiihrenden Randlinien des 
Weges und verfolge sie nach innen; dieselbe muss auch wieder nach 
aussen fiihren. 

In dem Falle, dass man sich im Innern des Labyrinthes befindet, 
ehne eine Randlinie von aussen verfolgt zu haben, kann man sich eben- 
falls wieder herausfinden unter der Voraussetzung, dass man den Wey, 
den man zuriicklegt nebst dem Sinne, in welchem man ihn beschreibt, 
im Gedichtniss zu behalten oder mit Marken zu bezeichnen vermag. 
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Man verfolgt dabei zweckmiissig die Axe des Weges statt seiner Rand- 
linie. Jene Méglichkeit beruht auf der Wahrheit, dass so lange man 
den Ausgang noch nicht erreicht hat, ein bereits durchlaufenes Stiick 
der Wegeaxe nothwendig von noch nicht beschriebenen Theilen der- 
selben getroffen werden muss, weil sonst jenes Stiick in sich abge- 
schlossen wiire und mit dem Eingangswege nicht zusammenbinge. Man 
markire sich daher den Weg, den man zuriicklegt nebst dem Sinne, 
in welchem es geschieht. Sobald man auf einen schon markirten Weg 
stésst, kehre man um und durchschreite den schon beschriebenen Weg 
in umgekehrtem Siune. Da man, wenn man nicht ablenkte, denselben 
hierbei in seiner ganzen Ausdehnung nochmals zuriicklegen wiirde, so 
muss man nothwendig hierbei auf einen noch nicht markirten ein- 
miindenden Weg treffen, den man dann verfolge, bis man wieder auf 
einen markirten trifft. Hier kehre man wieder um und verfahre wie 
vorher. Es werden dadurch stets neue Wegtheile zu den beschriebenen 
zugefiigt, so dass man nach einer endlichen Zeit das ganze Labyrinth 
durchwandern wiirde und so jedenfalls den Ausgang finde, wenn er 
nicht schon vorher erreicht worden wiire. 


Carlsruhe, December 1871. 


Ueber die Moéglichkeit, einen Linienzug ohne Wiederholung 
und ohne Unterbrechung zu umfahren. 


Von Cart Hiernouzer. 
Mitgetheilt von Cur. Wiener*). 


In einem beliebig verschlungenen Linienzuge mégen Zweige eines 
Punktes diejenigen verschiedenen Theile des Zuges heissen, auf welchen 
man den fraglichen Punkt verlassen kann. Ein'Punkt mit mehreren 
Zweigen heisse ein Knotenpunkt, der so vielfach genannt werde, als 





*) Die folgende Untersuchung trug der leider so friih dem Dienste der Wissen- 
schaft durch den Tod entrissene Privatdocent Dr. Hierholzer dahier (gest. 
13. Sept. 1871) einem Kreise befreundeter Mathematiker vor. Um sie vor Ver- 
gessenheit zu bewahren, musste sie bei dem Mangel jeder schriftlichen Aufzeich- 
nung aus dem Gediichtniss wieder hergestellt werden, was ich unter Beihilfe 
meines verehrten Collegen Liiroth durch das Folgende mdglichst getreu auszu- 
fiihren suchte. 
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die Anzahl der Zweige angiebt, und je nach dieser Anzahl als gerad 
oder ungerad genannt sein soll. Ein gewdhnlicher Doppelpunkt wiire 
hiernach ein vierfacher Knotenpunkt, ein gewdhnlicher Punkt kann 
als ein zweifacher und eine freie Endigung als ein einfacher Knoten- 
punkt bezeichnet werden. 

Wenn ein Linienzug in einem Zuge umfahren werden kann, ohne 
dass irgend ein Linienstiick mehrfach durchlaufen wird, so hat er ent- 
weder keinen oder zwei ungerade Knotenpunkte. Wenn man beim Dureh- 
laufen irgend einen Punkt iiberschreitet, so sind dadurch zwei Zweige 
eines Knotenpunktes beschrieben, und da keine Strecke zweimal durch- 
laufen werden soll, muss ein Punkt, den man im Ganzen nmal iiber- 
schreitet, ein 2nfacher Knotenpunkt sein. Ein Punkt kann daher 
nur dann ein ungerader Knotenpunkt sein, wenn er beim Durchlaufen 
einmal nicht iiberschritten wird, d. h. wenn er Anfangs- oder End- 
punkt ist. Wenn man daher beim Durchlaufen zu dem Ausgangspunkte 
bei dem Schlusse zuriickkehrt, so kénnen nur gerade Knotenpunkte 
vorhanden sein; wenn nicht, so sind Ausgangs- und Endpunkt un- 
gerade Knotenpunkte. 

Umgekehrt: Wenn ein zusammenhingender Linienzug keinen oder 
zwei ungerade Knotenpunkte enthilt, so kann er in einem Zuge wm- 
fahren werden. 

Denn a) hat man irgend einen Theil des Linienzuges umfahren, 
so ist jeder Knotenpunkt im noch nicht durchfahrenen Theile gerad 
oder ungerad, wie er es im ganzen Zuge war; nur der Anfangs- und 
Endpunkt des durchlaufenen Stiicks kehren ihren Charakter um, ausser 
wenn sie zusammenfallen. Denn durch das Durchlaufen eines Punktes 
werden zwei Zweige, durch den Anfang und das Ende des Durch- 
laufens je ein Zweig ausgeschlossen. 

b) Hat man einen Linienzug in einem ungeraden Knotenpunkt zu 
umfahren angefangen, so kann man nur in einem andern ungeraden 
Knotenpunkte stecken bleiben. Denn in einem geraden Knotenpunkte 
hat man bei jedesmaligem Durchlaufen zwei Zweige ausgeschlossen, 
so dass bei erneutem Ankommen in demselben wenigstens noch ein 
Zweig zum Verlassen iibrig bleibt. Der Anfangspunkt ist aber durch 
den Beginn zu einem geraden Knotenpunkte verwandelt worden, so 
dass auch in ihm ein Steckenbleiben nicht méglich ist. Fingt man 
dagegen einen Linienzug in einem geraden Knotenpunkte zu umfahren 
an, so kann man auch in diesem stecken bleiben, indem er durch den 
Beginn zu einem ungeraden verwandelt wurde. 

c) Hat nun ein Linienzug zwei ungerade Knotenpunkte, so beginne 
man das Umfahren in einem derselben; man wird dann nothwendig 
in dem andern stecken bleiben. Der zuriickgelegte Linienzug ist in 
diesem Falle ein offener. Hat der gegebene Linienzug dagegen keine 
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ungeraden Knotenpunkte, so beginne man das Umfahren in einem 


beliebigen Punkte, der also ein gerader Knotenpunkt ist; man wird 
dann nothwendig im Ausgangspunkte stecken bleiben. Der zuriick- 
gelegte Linienzug ist in diesem Falle ein geschlossener. 

d) Bleibt dabei ein Theil ) undurchlaufen, so kann derselbe nur 
gerade Knotenpunkte enthalten, weil die zwei etwa vorhandenen un- 
geraden Knotenpunkte durch das erste Umfahren ausgeschlossen wurder, 
und die itibrigen Knotenpunkte ihren Charakter behielten. Zugleich 
muss 6 mit dem schon beschriebenen Zuge a durch wenigstens einen 
gemeinsamen Punkt zusammenhiingen, weil sonst der Zug in mehrere 
nicht zusammenhiingende zerfallen wiirde. Geht man beim Umfahren 
des a in einem solchen Punkte P des Zusammenhangs auf b iiber, 
so muss man nothwendig auf } in P stecken bleiben, und kann von 
da das Umfahren des a so fortsetzen, wie es friiher geschehen war. 
Auf dieselbe Weise hiingt man jedes noch nicht umfahrene Stiick an 
die schon umfahrenen an und beschreibt so die ganze Linie in einem Zuge. 

Es ergiebt sich noch folgender Satz: Kin Linienzug kann nur 
eine gerade Anzahl ungerader Knotenpunkte besitzen. Denn schaltet 
man durch Umfahren ein Linienstiick aus, indem man in einem un- 
geraden Knotenpunkte beginnt und so lange weiter geht, bis man 
stecken bleibt, was wieder in einem ungeraden Knotenpunkte geschehen 
muss, und entfernt dadurch zwei ungerade Knotenpunkte; so kann man 
durch Wiederholung die Anzahl der ungeraden Knotenpunkte auf 
weniger als zwei vermindern. Dieser Rest kann aber nicht Eins, 
sondern muss Null sein; denn wenn ein Zug nur einen ungeraden 
Knotenpunkt besiisse und man wiirde in ihm anfangen den Zug zu 
umfahren, so kénnte man nie zu Ende kommen, da dies nur in einem 
andern ungeraden Knotenpunkte modglich ist. Die Zahl der ungeraden 
Knotenpunkte des urspriinglichen Linienzuges ist daher eine gerade. 


Carlsruhe, im December 1871. 


Aum. der Red. Der wesentliche Inhalt des Vorstehenden, nur in kiirzerer 
Darstellung, zum Theil ohne niihere Ausfiihrung der Beweise, findet sich in der 
leider wenig bekannten Abhandlung von Listing, Vorstudien zur Topologie, 
welche in den Gittinger Studien (Erster Bd., Gdttingen 1847) erschienen ist. 
Vielleicht kann der vorstehende Aufsatz dazu dienen, die Aufmerksamkeit der 
Geometer auf diese auch in vielen andern Beziehungen inhaltreiche Arbeit wieder 
hinzulenken. 
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Ueber Entsprechen von Punktsystemen auf einer Curve. 


Von A. Britt in Darmsvapr. 


Das von Herrn Chasles in die Geometrie eingefiihrte Princip der 
Correspondenz von Punkten, welche sich auf einer geraden Linie oder 
Curve vom Geschlecht Null (unicursalen Curve) wechselweise ent- 


- sprechen, hat seitdem die mannigfachste Anwendung in allen Zweigen 


der Geometrie erfahren, so dass der Versuch, dasselbe auf Curven von 
allgemeinem Geschlecht auszudehnen, keiner weiteren Erklirung be- 
darf. Herr Cayley*) hat durch Induction diejenige Modification, 
welche an der Correspondenzformel angebracht werden muss, damit 
sie auf Punktepaare einer beliebigen algebraischen Curve (ohne Riick- 
kehrpunkte) anwendbar ist, gefunden und durch Verwerthung dieser 
und einer daraus abgeleiteten Formel in der Theorie der Curven, welche 
gegebenen Bedingungen geniigen**), die Fruchtbarkeit der erwihnten 
Ausdehnung genugsam dargethan. Ein allgemeiner Beweis derselben ist 
indess von Hrn. Cayley meinesWissens bis jetzt nicht gegeben worden***) 
und wohl auch sonst nicht bekannt. Ein solcher ist im nachfolgenden 
Aufsatz enthalten. 

Der erste Theil}) beschiiftigt sich zuniichst (§§. 1.—8.) mit der 
Ausdehnung des folgenden Satzes tiber Punktsysteme einer geraden Linie 
auf Curven von allgemeinem Geschlecht: 

Wenn zwischen zwei Punkten x und y einer Geraden (x und y 
kann man etwa als Abstiinde von einem festen Punkt auffassen) eine 
Relation p(x, y) = 0 besteht, vermége deren irgend einem Punkt y 


x Punkte x, einem Punkt 2 4 Punkte y entsprechen (Correspondenz 
(x, 4)); wenn ferner vermdge einer zweiten Beziehung g(x, y) = 0 
dem y x Punkte z, dem x 4’ Punkte y entsprechen (Correspondenz 


*) Comptes rendus, T. 62, p. 586. 
**) Transactions of the R. Soc, Lond. Vol. 158, p. 145. 
***) Der in den Proceed. of the Math. Soc. London 1866 enthaltene Beweis be- 
zieht sich, nach der Angabe des Herrn Verf., auf einen besonderen Fall (Transact. |. c.). 
+) Der erste Theil ist aus der Bearbeitung einer in den Gitt. Nachrichten 
vom 4, Oct. 1871 verdéffentlichten Note des Verf. entstanden. 
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(x’, 4’)), so ist im Allgemeinen die Zahl der jenen beiden Beziehungen 
geniigenden Punktepaare, nach einem bekannten Satz der Algebra: 
(py) = 44 + ax. 

Es wird nun gezeigt, dass fiir allgemeine algebraische Curven an Stelle 
dieser Formel die F. (18) des § 8.*) tritt. Gelegentlich des Beweises 
derselben ergiebt sich derjenige des Correspondenzsatzes fiir Curven 
von allgemeinem Geschlecht (§ 9., Formel (19)) gewissermassen von 
selbst. Sodann wird (§ 11.) eine von Cayley angegebene Erweiterung 
dieses Satzes bewiesen. 

Das Entsprechen der Punkte x und y wird in allen diesen Fillen 
vermittelt durch eine Relation zwischen den Coordinaten derselben, 
welche einer doppelten Auffasung fihig ist; welche nimlich: 1) als 
Gleichung fiir die Coordinaten des Punktes x eine zu dem Punkt y 
gehorige Curve darstellt, die haufig in y mehrfach die gegebene Curve 
schneidet, und deren iibrige Schnittpunkte die dem y entsprechenden 
Punkte x repriisentiren. 2) als Gleichung fiir die Coordinaten von y 
eine zu x gehérige Curve darstellt, deren nicht in x fallende Schnitt- 
punkte die dem x entsprechenden Punkte y repriisentiren. Die Anzahl 
jener in y (bez. der in x) vereinigten Schnittpunkte spielt eine wichtige 
Rolle, weshalb auf deren Bestimmung auch fiir Relationen, welche 
nicht unmittelbar gegeben vorliegen, sondern das Resultat der Elimi- 
nation aus zwei anderen sind, naher eingegangen wird (§ 12.). In 
dem Anhang zum ersten Theil werden die gewonnenen Resultate auf 
zwei Probleme aus der Theorie der Curven, welche gegebenen Be- 
dingungen geniigen, sowie auf die Ableitung der bekannten Anzahl 
der vierfach schneidenden Sehnen einer Raumcurve angewendet. 

Wihrend es sich im ersten Theil wesentlich um Punktepaare einer 
Curve handelt, welche zweien Relationen zugleich geniigen, beschiftigt 
sich der zweite Theil mit der Aufstellung der Zahl derjenigen Punkte- 
tripel bez. -quadrupel einer algebraischen Curve, welche drei, bez. vier 
Relationen zwischen ihren Coordinaten zugleich befriedigen, wobei der 
Fall, dass jene Relationen zum Theil oder alle durch Zusammenfallen 
je zweier der variabeln Punkte identisch erfiillt werden, dass also die 
Resultante verschwindet, nicht ausgeschlossen wird. Mit Hilfe der 
aufgestellten Formeln wird alsdann im Anhang zum zweiten Theil die 
Zahl derjenigen dreifach unendlichen Curvenschaaren eines sechsfach 
unendlichen Curvenbiischels ermittelt, deren Curven alle auf einer ge- 
gebenen Curve dieselben vier Schnittpunkte (vier Basispunkte) be- 


*) Eine minder elegante Formel (§ 5, F. 5), welche jene vertreten kann, 
habe ich bereits friiher (diese Annalen Bd. IV, S. 521) auf anderem Wege und 
unter weniger allgemeinen Voraussetzungen abgeleitet. 
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sitzen*). Zum Schluss wird fiir den Fall p = 8 der algebraische Beweis 
fiir die von Riemann**) auf analytische Untersuchungen gegriindete 
Behauptung geliefert, dass es méglich sein miisse, eine rationale Function 


von zwei Variabeln x und y zu finden, welche fiir nur 2 + 1 


(bez. 22) Punkte einer allgemeinen Curve vom Geschlecht » unend- 


lich wird, und wird gezeigt, wie jene Function zu bestimmen ist***). 


° Erste Abtheilung. 
Zwei Beziehungen zwischen Punktepaaren auf einer gegebenen Curve. 


1. Gegeben sei eine algebraische Curve f vom Geschlecht p, deren 
Gleichung in homogenen?) Coordinaten: 
f(4,%_%3) =O oder kurz: f(x) =0 
sein mége. Ist ferner eine rationale, ganze Beziehung zwischen den 
Coordinaten zweier Punkte # und y gegeben: 


P (1 X_X3y Yi Yo¥s) = 9, 
welche wir der Kiirze wegen durch: 
p (zy) = 0 
bezeichnen wollen, und liegen beide Punkte auf der Curve f, so dass 


also: 
f(z) =0 und f(y) =0 


ist, so entsprechen einem beliebig auf f angenommenen Punkte y eine 
Anzahl (k) von Schnittpunkten x von g(xy) =0 mit f(x) =0, und 
einem Punkte x eine Anzahl (/) von Schnittpunkten von g(zy) = 0 
mit /(y) =0. Besteht nun ebenso eine zweite Beziehung: 


y (xy) = 0 
zwischen den Punkten x und y, fiir welche die Zahl der Schnittpunkte 
mit f beziiglich durch k’ und U bezeichnet werden mag, und nimmt 
man zuniichst noch an, dass die Beziehungen g = 0 und g’ = 0 durch 
Zusammenfallen der Punkte x und y nicht identisch erfiillt werden, 
so erhilt man die Anzahl derjenigen Punktepaare x, y auf f, welche 
gleichzeitig die beiden Bedingungen 9 und gq’ erfiillen, indem man mit 


*) Dieses Problem ist den Abel’schen Functionen von Clebsch und Gordan 
§ 61., S. 214 entnommen. 
**) Theorie der A bel’schen Functionen, §§ 5. 13., Journal Crelle-Borchardt, 
Bd. 54. 
***) Den entsprechenden Satz fiir Werthe von p< 8 hat der Verf. in diesen 
Annalen Bd. I, 8. 401, Bd. II, 8. 471.bewiesen. 
+) Wir werden in der Folge immer homogene Coordinaten voraussetzen. 


3* 
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Hilfe von f(x) = 0 und f(y) = 0 etwa die Coordinaten 2, und y, aus 
y(xy) =0 und g (ay) = 0 eliminirt, aus den so entstehenden Glei- 


. » &. 
chungen, welche in Bezug auf - 
2 


"1 
Ye 


; = bez. von den Graden & und l, 
2 


kK’ und [ sind, noch ** eliminirt, und den Grad der Eliminationsglei- 


: x . . 
chung in Bezug auf — bestimmt. Derselbe ist nach einem bekannten 
"2 


Satz der Algebra = kl’+ lk’. Dies ist die Zahl der gesuchten Paare. 

2. Wir nehmen nun an, dass eine der obigen Relationen, etwa 
g (xy) = 0, durch Zusammenfallen der Punkte # und y identisch 
erfiillt werde. Wenn alsdann y’(ay) = 0, als Function der Coordinaten 
des Punktes x betrachtet, eine Curve repriisentirt, fiir welche y’ Schnitt- 
punkte mit f in den Punkt y fallen*), so fallen ebensoviele Schnitt- 
punkte in den Punkt x, wenn man (xy) = 0 als Curve in den Coor- 
dinaten des Punktes y auffasst. Denn eliminirt man mit Hilfe von 
{(z) = 0, f(y) =0 etwa die Coordinaten z,, y,, so enthilt die so 

vy 41 


entstehende Gleichung den Factor = ae y’ mal. 
“2 > 


Hat man nun wieder die beiden Relationen g (xy) = 0, g (xy) = 0 
wie in § 1. gegeben, nur mit dem Unterschiede, dass g’(xy) = 0 
Schnittpunkte mit f in « = y besitzt, so verfahre man bei Bildung 
der Gleichung fiir die Verhiltnisse der Coordinaten x wie dort. Soll 
indess die Lésung x = y vermieden werden, verlangt man also bloss 
die Zahl derjenigen Paare von Punkten 2, y zu wissen, welche ge- 

. . wx Y . 
trennt liegen, so scheide man den Factor 7* — a welcher in der 
; = 2 
Gleichung, die durch Elimination von x, und y, aus g(ay) = 0 ent- 
steht, y’mal auftritt, vor Bildung der Schlussgleichung aus; man erhiilt 
: x 

alsdann als Grad derselben in = 
2 


kU — y') + lk — y’). 

Man schliesst hieraus, dass der Factor = _ - in der Schlussgleichung 
¢ 2 
y(k + J) mal auftreten wiirde, wenn er nicht vorher ausgeschieden 
worden wire. 

3. Ich wende mich nun zu dem Fall, dass die beiden Bezichungen: 
(1) p(zy)=9 =y(xy) = 0 
identisch erfiillt werden, wenn die Punkte x und y zusammenfallen. 
Ich substituire fiir eine derselben, etwa fiir p(xy) = 0, die folgende: 


x (xy) = p(xy) + €. d(xy) =0, 


*) Dies kann auf mannigfache Weise: durch Beriihrung oder einen vielfachen 
Punkt an der betr. Stelle oder Beides zugleich u. s. w. geschehen- 
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wo € eine gegen Null convergirende Grosse ist, dq(axy) irgend ein 
Ausdruck, weleher in der Coordinaten von x und y von demselben 
Grad wie (xy) ist, aber durch Zusammenfallen von x mit y nicht 
identisch befriedigt wird. Wenn nun einmal fiir irgend einen Punkt 
y auf f die Curve g, als Function von x betrachtet, mit gy’ auf f einen 
weiteren Schnittpunkt ausser y gemeinsam hat, so kann man auf f 
immer einen dem y unendlich nahe gelegenen Punkt y + &.dy mit 
den Coordinaten y; + ¢. dy;(i = 1, 2, 3) finden, so beschaffen, dass 
auch f, g’ und die (der Curve selbst sehr nahe liegende) variirte 
Curve z, in den Coordinaten dieses Punktes geschrieben, einen dem 
Punkt x sehr nahe gelegenen Punkt mit den Coordinaten x; + ¢&”. dz; 
gemeinsam haben. Denn: Die Verhiltnisse 


dx,:dz,:dz, und dy,:dy,: dy, 


der Zunahmen der Coordinaten sind durch den Lauf der Curve f vor- 
gezeichnet. Man kann nun aber immer die sehr kleinen Grossen &, ¢” 
(fiir ein gegebenes «) so bestimmen, dass gleichzeitig: 


. a(x + edz, y+ edy) =—0 
©) tote 4 eae, y + &dy) =90 
wie man unter Vernachlissigung der mit héheren Potenzen von é und é” 
behafteten Glieder und unter Beriicksichtigung der Gleichungen (1) 
sofort erkennt. Nur darf nicht « = y sein (d. h. die Punkte x und y 
diirfen nicht zusammenfallen). Jedem Paar von getrennten Punkten 
x, y auf der Curve f, welches den Relationen (1) geniigt, ordnet sich 
also ein Paar von getrennten Punkten, welche den vorigen benachbart 
liegen, zu, das die Relationen (2) befriedigt. Da man auch von den 
Relationen (2) hiitte ausgehen kénnen, so gilt auch das Umgekehrte. 

4. Unter der Zahl der den Relationen (2) § 3. geniigenden Paare 
befinden sich aber ausser denjenigen, welche getrennt fallen, und 
somit den Relationen (1) § 3. geniigen, 

a). noch Paare, fiir welche x in y fiillt. 

b) noch Paare, fiir welche x dem y unendlich benachbart ist. 
Beide bilden vollstindige Schnittpunktsysteme auf f. 

5. Die Zahlen k, 1, k’, U mégen wieder dieselbe Bedeutung wie 
in § 1. haben. Ferner mégen y Schnittpunkte von m(xy) = 0 mit f; 
y’ Schnittpunkte von m(xy) = 0 mit f in x = y vereinigt sein. 

a) Alsdann erhilt man die Zahl der Paare a) unter Anwendung 
der Bemerkung von § 2. (am Ende) auf die Gleichungen 7 = 0 und 


Qo = 0: 
=y(k +0; 


und zwar bestimmen sich die einzelnen (y’fach zu rechnenden) Punkte 
aus: 
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dg (xx) = 0 
in Verbindung mit f(x) = 0. 
b) Setzt man in den Gleichungen: 


(4) p(xy) + &. dp(zy) =9 
(4") y (xy) = 0 
Yi = 1+ &. dx; i=l, 2, 3, 

wo dz,,... der Fortgangsrichtung auf / entspricht, und entwickelt 
in (4*) den Ausdruck links nach ¢’, so erhilt man, nachdem man den 
Factor « weggehoben, eine Gleichung, um die Lage des Punktes x 
zu bestimmen, was auf P’ (eine Zahl, die wir weiter unten (§ 7.) be- 
stimmen werden) verschiedene Arten mdge geschehen kénnen. Setzt 
man nun die Coordinaten irgend eines dieser Punkte in (4) ein, nachdem 
man y-durch seinen Werth ersetzt hat, so erhilt man eine Gleichung 
fiir «’. Dieselbe muss vom Grad y sein; denn wenn y Schnittpunkte 
von m mit f in y = & fallen, so fallen auch y Schnittpunkte der 
variirten Curve x mit f in die Nahe von x, weil z als in » continuirlich 
iiberfiihrbar vorausgesetzt wird. 

Es kommen somit noch y.P’ Paare in Abzug, und es bleiben 
also von allen &I’+ Uk’ Schnittpunktpaaren von a mit gy’ noch: 

(5) (py) =k + WW — yk +1) —yP 

Paare von Punkten x, y iibrig, welche getrennt fallen. Ebenso viele 
diesen Paaren unendlich benachbarte Punktepaare besitzen (§ 4.) auch 
gy und @g’ auf f. 

Anmerkung. In dieser Zahl mit inbegriffen sind iibrigens auch 
diejenigen Paare, fiir welche x oder y oder beide in singuliire Punkte 
der Curve f fallen. Die Bestimmung der Zahl dieser Paare erfordert 
in jedem Fall eine besondere Untersuchung*). Vgl. § 10. 

6. Wir betrachten nun den Fall, dass die beiden Relationen von 
der Form: 


6) p(xyz)=0 gaye) =0 


*) Beispiel zu § 5. f sei vom Grad m und vom Geschlecht p. Ferner sei: 
(xy) = p(x) - a(y) — a(x) p(y) = 0 vom Grade s je in den Coordinaten von x 
und y; entsprechend sei g'(xy), je vom Grade s’, gebildet. Alsdann ist y = y’= 1; 
k=l=wms; k=lU= ms’; ferner ist, wie wir unten (§ 7.) sehen werden, 

P’=2ms'+ 2p—2+42d+2r, — 
wenn fd Doppel- und r Riickkehrpunkte besitzt. Daher ist die Zahl der auf ¢ 
vereinigten Paare der beiden Biischel: 


(9), y= 2 (ms — 1) (m’s’ —- 1) — 2p — 2d — 2r. 


Eine weitere Reduction wegen der Doppel- oder Riickkehrpunkte tritt in diesem 
Fall nicht ein, wie anderweitige Betrachtungen lehren. 
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sind, d. h. ausser den Coordinaten der Punkte x und y noch diejenigen 
eines auf f festliegenden Punktes z enthalten. Der Allgemeinheit 
wegen nehmen wir an, dass ausser durch Zusammenfallen von x mit 
y die Relationen (7) auch durch Vereinigung von 2 mit z sowie von 
y mit z identisch befriedigt werden kénnen. In y =z seien bez. « 
und @’, in «=z bez. B und f, in x = y bez. y und »’ Schnittpunkte 
($ 2.) vereinigt*). k, k’ bedeutet wieder die Zahl der Schnittpunkte 
von bez. m und g’ mit f(z) = 0; 1, U’ mit f(y) = 0. 
An Stelle der Relation m = 0 setze man: 


m (xyz) = p(xyz) + &.d9(vyz)=0, 


wo ¢ gegen Null convergirt, dg (iibrigens von denselben Graden wie 
@, so dass also i, / die Zahl der Schnittpunkte von dg = 0 bez. mit 
f(x) = 0, f(y) = 0 angiebt), weder fiir « = y (durch Zusammenfallen 
der Punkte # und y) noch fiir « = z oder y = 2 identisch gleich Null 
wird. Dasselbe gilt alsdann von x. Unter der Zahl kI+ lk’ simmt- 
licher Schnittpunktpaare x, y, welche die Gleichungen x = 0 und 
gy = 0 befriedigen, befinden sich alsdann noch Paare, fiir welche « 
in y selbst oder dem y benachbart fallt, sowie solche, fiir welche ent- 
weder x oder y in den Punkt z selbst oder ihm unendlich benachbart 
fillt**). Wir wollen deren Zahl aufstellen und von il'-+ 1k abziehen. 


a) Die Paare von Punkten 2, y, fiir welche x = y ist, bestimmen 
sich wie in § 4. aus: 


(7) dp(xxz) =0. 
Die nasa Fall entsprechende Zahl betriigt (§ 2. a. Ende): 
rk +)). 


b) Die Paare, fiir welche « und y unendlich benachbart sind, 
ergeben sich aus: 


(8) g(x, «+ edz, 2) =0, 
nachdem man nach ¢ entwickelt, Sei P’ die Gesammtzahl der dieser 
Gleichung geniigenden Punkte x. Wir werden dieselbe spiiter (§ 7.) 


*) Bei dieser Definition der Zahlen a, B, ... steht es frei, den Punkt z auch 
in einen Doppel- oder Riickkehrpunkt von f zu verlegen. 

**) Durch « = y =z werden im Allgemeinen die Gleichungen 7 = 0, g’=0 
nicht befriedigt, Ebensowenig durch den Punkt z benachbarte Punktepaare 

a=e+edz, y=2+e"dz; 

denn die ¢’e’, indem sie als Factoren sich aus g’=0 ausscheiden, erhdlt man 
gleich Null, hierdurch wird aber wieder die Gleichung 2 = 0, welche eine end- 
liche Relation zwischen den «'e” ergiebt, im Allgemeinen nicht befriedigt, — Die 
in den Géttinger Nachr. |. c. S. 511 sub 6. a Anschauung ist daher in 
dem Sinn des Obigen zu verbessern. 
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bestimmen. Jedem derselben entsprechen noch y Werthe von «’, welche 
(wie in § 4.) aus: 
(8*) a(t, x+ edz, z)=0 
zu berechnen sind. Nur denjenigen e+ #’ Punkten unter den P,, 
welche mit z zusammenfallen, entspricht kein Werth von «’, weil 
fiir dieselben identisch verschwindet. Daher entsprechen dem vor- 
liegenden Fall im Ganzen: 
(P’— «&— P)y=@.7 

Paare x, y, wenn man unter Q’ die nicht nach ¢ fallenden Schnitt- 
punkte von (8) mit f(2) = 0 versteht. 

c) Die den Paaren, fiir welche y in ¢ fallt, zugehérigen k Punkte 
xz bestimmen sich aus: 


(9) Op(xzz) =O. 

Jedes derselben ist «’fach zu rechnen, weil die Gleichung, die durch 

Elimination von 2, y,, 2, aus gm’ =O entsteht, den Factor . = a 
2 2 


«fach enthilt. Dem vorliegenden Fall entsprechen demnach 


ak 
Paare. 
d) Zu y=2-+ edz bestimmen sich aus: 
(10) y (x, 2+ edz, 2) =0 


k’ Punkte 2, von welchen indess f’+ y’ nach ¢ fallen, denen kein 
Werth von « mehr entspricht. Daher hat man: 


(11) (k’'— BP — ya 
Paare. 

e) Fiir die #’.7 Paare, fiir welche + =z, bestimmt sich y aus: 
(12) dp(syz) = 0. 


f) Fiir die B(U— y’'— a’) Paare, fiir welche = 2+ ¢dz, be- 
stimmen sich die y aus: 


(13) p (2 + edz, y, z)=0. 
Bringt man die in a, ... f, aufgestellten Zahlen von kI’+ Uk’ in Ab- 


zug, so erhilt man: 
(14) PPE —Y EH) — kB 1-7 —y'— Bey 0) 
= (k—B) (U—a’'—y') + (l—«) (K— Bp—y')—7.@, 


als Anzahl der den Relationen (6) geniigenden Paare von Punkten 
x, y, welche weder mit z noch mit einander zusammenfallen. 

7. Wir wenden uns zur Bestimmung der Zahlen P’ und Q des 
* vyorigen §. Man bemerkt, dass die Formel fiir (gg) am Ende der- 
selben sich den Gleichungen gy, gy’ gegeniiber nicht symmetrisch ver- 
hilt. Bedeuten P, @ dieselben Zahlen fiir den Ausdruck , wie P’, 
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Q' fiir gy’, so ergiebt das oben eingehaltene Verfahren nach Vertauschung 
der Rollen von @ und g’ eine Formel fiir (yq’), welche offenbar aus 
(14) durch Vertauschung der accentuirten mit nicht accentuirten Buch- 
staben, und umgekehrt, hervorgeht. Durch Gleichsetzen beider Aus- 
driicke erhiilt man: 

fe £2 o-= n ~ 8-9)  O--9 senna mt 
woraus sich das bemerkenswerthe Resultat ergiebt, dass dieser Quotient 
fiir alle Relationen wie ~ (xyz) =O oder g'(xyz) = 0 denselben con- 
stanten Werth besitet. Derselbe kann somit bloss noch von dem 
Charakter der Curve / abhiingen. Man bestimmt ihn durch irgend 
einen speciellen Fall. Wir wihlen hierzu eine Relation g(xy) = 0, in 
welcher z nicht vorkommt, wo also « = 6 =0, und zwar diejenige, 
welche zwischen den Coordinaten zweier Schnittpunkte x und y einer 
Geraden, die durch einen beliebigen Punkt a geht, mit der Curve 
f = 0 besteht. Dieselbe hat die Form: 


%, Ly Ly 
p(zy)— Yr Ys (=. 
Ry Ss 


Ist m der Grad, p das Geschlecht von f, so entsprechen einem Punkt 
y m Schnittpunkte 2, worunter y selbst ist; man hat also k = m, 
y = 1; ebenso umgekehrt, also 1 =m. Die Zahl @ der vereinigten 
Paare x, y ist gleich der Anzahl der Tangenten, welche sich von a 
aus an die Curve legen lassen. Dieselbe ist bekanntlich: 


Q = 2m + 2p — 2 *). 
Man hat also: 


@—@—a«—y)—@—8—v). « Poe 3 Diicifgy ics Phils 
(16) . = 2m + 2p —2 —(m—1)—(m—-1) 


= 2p; 
woraus : 
(17) Q= (l—a — y) + (k—B—y) + 2p.7; 
und: P=(l—y) + (k— vy) +.2pr. 


Aus diesen Formeln leitet man durch Vertauschung der nicht accen- 
tuirten Buchstaben mit accentuirten die Werthe fiir Q@ und P’ ab. 
. 


*) Besitzt die Curve f d Doppel- und r Riickkehrpunkte, so hat man eigent- 
lich anstatt obiger Zahl 2m + 2p — 2-4 2d + 2r zu schreiben; von diesen Punkten 
fallen 2d in die Doppel-, 3r in die Riickkehrpunkté und 2m + 2p — 2—r in 
sonst nicht weiter ausgezeichnete Punkte von f. Da indess eine derartige Beriick- 
sichtigung von Gliedern, welche d oder r als Factor besitzen, die weiteren Betrach- 
tungen, welche anzustellen sind, um siimmtliche Glieder zu erhalten, die jene 
Eigenschaft haben, nicht ersparen, so werden wir in der Folge alle Zahlen bis 
auf die mit d und r behafteten Glieder angeben. Vg). iibrigens § 10. 
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8. Substituirt man den Werth von @ in die Formel (14), so er- 
halt man: 


(18) (¢g’) = “1+ An’'— 2pyy’; 
wo: 
Sa a Pe yee ee 
(18) x B—y . B v 
A= l—y—a V=T—y—e’. 


In dieser wichtigen Forme] ist die Ausdehnung des im Eingang er- 
wahnten Satzes auf allgemeine Curven enthalten. Man kann das Re- 
sultat folgendermassen in Worte fassen: 

Hat man auf einer Curve f vom Geschlecht p einen festen Punkt 
2 gegeben; bestehen ferner zwischen den Coordinaten desselben und 
denen von zwei auf der Curve beweglichen Punkten # und y zwei 


Relationen: 
g(x,y, 2)=O0 p(x, y, 2)=0, 


und stellen dieselben, als Gleichungen in den Coordinaten von x auf- 
gefasst, Curven dar, welche bez. k und k’ Schnittpunkte mit f(z) = 0 
haben, von denen in den Punkt z bez. 6 und f’, in y bez. y und 7’ 
Punkte fallen; als Functionen der Coordinaten von y aufgefasst , Curven, 
welche bez. J und / Schnittpunkte mit f(y) =O haben, von denen 
bez. y und y’ in 2, bez. « und a’ in 2 fallen, so giebt die oben auf- 
gestellte Zahl (pq’) die Anzahl derjenigen Paare von getrennt liegenden 
und nicht in z fallenden Punkten « und y an, welche gleichzeitig den 
beiden Relationen » = 0 und go’ = 0 geniigen. 

Sind ausser dem Punkt 2 auf f noch andere feste Punkte wu, v... 
vorhanden, so hat man wegen eines jeden derselben die nimlichen 
Betrachtungen , wie fiir ¢ anzustellen (da eine gegenseitig stérende 
Wirkung nicht vorbanden ist), d. h. entsprechend gebildete Glieder, 
wie fiir z, in Abzug zu bringen. Die Gleichung (18) besteht alsdann 
noch immer, nachdem man x; A, x, 4 um die von wu, v, ... her- 
stammenden Terme vermindert hat. Mit Riicksicht auf diese Bemerkung 
kann man dem oben ausgesprochenen Satz folgende rein geometrische 
Fassung geben*): 

Wenn vermige einer Beziehung zwischen den Coordinaten zweier 
auf einer Cusve f vom Geschlecht p beweglichen Punkte jedem Punkt y 
eine Curve entspricht, von deren Schnittpunkten mit f y in y fallen, eine 





*) Beispiel. Ist f von der m‘" Ordnung, Geschlecht p, und sind zwei Curven- 
biischel: se" Ordnung und s'** Ordnung (mit je einem Parameter) gegeben, welche 
6 einfache und t Doppelpunkte von f als gemeinsame Basispunkte besitzen mégen, 
so ist die Anzahl derjenigen Punktepaare x, y, durch welche noch je eine Curve 
beider Biischel hindurchgeht: 


(pq) = 2(ms — 6 — 2t) (ms’'— o — 2t) — 2p. 








m 
mi 
en 
ay 


di 
sy 
ick 


git 





pr- 


er- 
te- 


kt 
nd 


vel 


uf- 
= () 


en, 
len 
uf- 
len 
len 


en 
ide 
ler, 
nh 
er- 
ng 


che 


er 
ty 
ine 


7en- 
iche 
zen, 
Irve 











Punktsysteme auf einer Curve. 43 


Anzahl in feste Punkte von f, und x in Punkte x (ausserhalb y), welche 
mit y beweglich sind, wiihrend umgekehrt einem Punkte x eine Curve 
mit 4 (mit x beweglichen und ausserhalb x fallenden) Schnittpunkten y 
entspricht; wenn ferner zwischen den Coordinaten der Punkte x und y 
eine zweite ebensolche Beziehung besteht, fiir welche die entsprechenden 
Zahlen y', x’, 4 sind, so ist die Zahl der jenen beiden Beziehungen 
gentigenden Punktepaare = (pq’) (18). 

9. Auch die Formel (17) schliesst einen sehr bemerkenswerthen 
Satz ein. Unter Einfiihrung der Bezeichnung des § 8. (18*) hat man: 


(19) Q=x+A+2p.y. 
Diese Zahl repriisentirt die Anzahl derjenigen Punkte einer Curve f, 
in welchen zwei Punkte x, y zusammenfallen, die sich vermige der Be- 
ziehung : 

p(ryz...)=0, 


ONO Bis cawias auf { festliegende Punkte sind) derart entsprechen, dass 
zu jedem Punkt y auf f ausser y in y und einer Anzahl in z... 
fallenden Punkten noch x im Allgemeinen weder in y noch in Zz... 
fallende Punkte x, zw jedem Punkt x noch 4 nicht in x und z... 
fallende Punkte y gehoren. 

Die Form von Q iindert sich nicht, wenn in g, ’ ausser z noch 


_ andere auf / festliegende Punkte vorhanden sind; nur sind die Zahlen 


x, 4 um dic in jene Punkte fallenden zu vermindern. 

10. Die Modification, welche die F. (19) im Allgemeinen durch 
Doppelpunkte von f erfihrt, fallt ganz weg, wenn, wie in den An- 
wendungen_(s. unten) in der Regel, m Invariante einer linearen Form 
«9, + ao, -+--- ist, wo die g; Functionen der Coordinaten eines 
Punktes auf f sind (Beisp.: § 5. Note, sowie d. Ann. III, p. 459). 
Alsdann haingt @ von einer projectivischen Eigenschaft eines mittelst 
1, P.,--. durch eindeutige Substitution aus f darstellbaren Gebildes 
F ab, und (19) kann somit bloss M, yp und die Anzahl @ der Riick- 
kehrelemente von F' enthalten, nicht aber d, die Anzahl der Doppel- 
punkte von /, welche fiir F' keine projectivische Bedeutung hat. Die 
F, (19) fiir @ schliesst alsdann bereits die in die Doppelpunkte fallenden 
Paare x, y aus und hat allgemeine Bedeutung, wenn f keine Riickhehr- 
punkte besitzt (weil dann im Allg. auch g@ =O ist). Eine thnliche 
Bemerkung gilt von (gq’). Vgl. d. Ann. IV. p. 545. 

11. Der in den beiden vorstehenden § ausgesprochene Satz enthiilt 
die Ausdehnung des Chasles’schen Correspondenzsatzes auf Punkt- 
systeme von Curven von allgemeinem Geschlecht. Hr. Cayley, der, wie 
ich mich nach Auffindung desselben iiberzeugt habe, den Satz des 
§ 9. an der eingangs angefiihrten Stelle bereits ausgesprochen hat, 
giebt daselbst eine Verallgemeinerung desselben an, welche ich nicht 
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unterlassen will hier gleichfalls zu beweisen, da sich die Betrachtungen 
einfach gestalten und ein Beweis nicht bekannt zu sein scheint. 

12. Gegeben sei eine Curve in den Coordinaten &, §,&, von hoéherem 
oder gleichem Grad wie /(§) = 0: 


p(ys) = 90, 
welche einem Punkte y von f entspricht, und mit f einen K fachen 
Schnittpunkt in § = y besitzen mége. Wenn diese Curve mit f(&) = 0 
x ifache Schnittpunkte 2 besitzt (z. B. an x Stellen i — 1 punktig 
beriihrt), durch welche sich eine Curve C = 0 legen lisst, welche f 
nur noch in y schneidet, und zwar y fach; wenn ausserdem x’ 7 fache 
Schnittpunkte x mit f vorhanden sind, durch welche eine Curve C’= 0 
sich legen lisst, welche f ebenfalls nur noch in y, und zwar y’ fach 
schneidet, u. s. w., so besitzt m mit f ausser y dieselben Schnittpunkte 
wie das Produkt uw der Curven C: 
u—Ci.C*....-. = (0. 

Wenn nun aber 2 Schnittpunktsysteme auf derselben Curve in allen 
Punkten iibereinstimmen bis auf einen, so miissen sie auch in diesem 
iibereinstimmen. Denn besiisse etwa u = 0 eine gréssere Anzahl von 
Schnittpunkten mit f in y, als gy, so miisste « unter Adjunction von f 
zerfallbar sein in g und eine Curve, welche f bloss in y schneidet*). 
Eine solche giebt es aber im Allgemeinen nicht**). Daher miissen u 
und @ dieselbe Anzahl von Schnittpunkten mit f besitzen, oder es ist: 


*) Cremona, ebene Curven, tibers. von Kurtze, N. 44. 

**) Ist auf f ein Doppelpunkt vorhanden, welcher eine Anzahl (etwa D) Schnitt- 
punkte von g mit f, und eine Anzahl (etwa D’) von uw mit f absorbirt, so ge- 
staltet sich der Beweis dafiir, dass D = D' und zugleich K=iy+i¢y+-.-=K’ 
ist, etwas anders. Wire zugleich D > D’ und K > K’, so miisste man eine Curve 
finden kénnen (s. oben), welche f bloss in 2 Punkten, im einen (K — K’), im 
anderen (D — D’)fach schneidet, was im Allgemeinen unméglich. Ebenso wenig 
kann D’> D und K’> K sein. Es kénnte aber noch D'< D und K’ > K sein. 
Dann lege man durch y eine K’— Kfache Gerade G. Diese zusammen mit u 
besitzt alsdann alle Schnittpunkte von m mit f. Das Produkt beider miisste daher 
zerfallbar sein in gm und eine Curve, welche alle K’— K fachen Schnittpunkte von 
G mit f besitzt, ausser y, und dann noch in dem singuliren Punkt einen D’— D 
fachen Punkt, Eine solche Curve existirt aber im Allgemeinen nicht. Daher 
muss D'= D, K’= K sein. Ebenso beweist man, dass nicht D’ > D, K’< K 
sein kann. Sind mehrere Doppelpunkte von f vorhanden, so schliesst man, dass, 
wenn & und @ in einem Doppelpunkt gleichviel Schnittpunkte besitzen, dies auch 
in den anderen der Fall sein wird, 

Endlich kénnen ausser y noch andere gemeinsame Punkte z, wu, auftreten; 
wenn sich dieselben nicht anders als y verhalten, so gestaltet sich der Beweis 
nicht anders, vorausgesetzt, dass sie beliebig auf f angenommen sind (also nicht 
etwa ein vollstiindiges Schnittpunktsystem bilden); nur ist in der Aufstellung der 
Werthe Q, x, 14, ... auf diese Punkte Bedacht zu nehmen, die Differenzen 
Q@ —x —A, etc. iindern sich indess durch das Vorhandensein solcher Punkte nicht. 
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(20) K=iy+iy+-:--- 
Wenn sich nun zu einem Punkt & von fA ausserhalb & befindliche 
Punkte y finden lassen, fiir welche die zugehérige Curve in & einen 
Punkt x, wie er oben definirt wurde, besitzt, d.h. wenn zu einem 
Punkt x 4 Punkte y gehéren, wenn ferner zu einem Punkt 2’ 4’ Punkte 
y gehdren u. s. w., so ist die Zahl der vereinigten Paare von Punkten 
x, y nach § 9.: 

Q=x+4+ 2py, 
die Zahl der vereinigten Punktepaare a’, y: 

Uv + + 2py, 
u. s. Ww. Hieraus folgt aber in Verbindung mit (20) die erwihnte 
Formel, fiir welche die Bemerkungen des § 10. noch immer gelten: 
(21) (Q—x—A)i+t(Y—w#—d)+.--.-=—2pK *). 

13. Aus dem Vorstehenden geht die Wichtigkeit der Bestimmung 
der Vielfachheit der Schnittpunkte von Beziehungen wie m = 0 hervor. 
Dieselbe hat allemal dann keine Schwierigkeit, wenn diese Beziehungen 
gegeben vorliegen. Sind diese aber selbst erst das Resultat einer 
Elimination aus zwei Gleichungen, z. B. der Elimination der Coor- 
dinaten der Punkte x oder y aus: 

p(zyz) =O = p(xyz) = 0, 
so ist es nothwendig, eine Methode zur indirecten Bestimmung der 
Vielfachheit des Schnittpunktes, der in ¢ fallt, aufzustellen. 

Dies geschieht durch nihere Betrachtung der in § 6. aufgestellten 
Schnittpunktsysteme. Man denke sich durch Elimination der Coor- 
dinaten des Punktes y aus den obigen beiden Gleichungen, oder vielmehr 
aus x = und g’= 0 in Verbindung mit f(y) = 0 die Gleichung einer 
Curve in den Coordinaten des Punktes x gebildet. Die Zahl der nach 
g fallenden Schnittpunkte wird gesucht. Die Zahl siimmtlicher Schnitt- 
punkte ist kl’+ 1k. Von diesen befinden sich: 

a) k+ 1 (je y’ fach zu rechnende) Punkte auf der Curve: 

Ogp(xxz) = 0. 
b) P’— «& — BP = ¥Y (je y fach zu rechnende) auf: 
g(x, «+ &dz, z)=0, 
auf welcher Curve ausserdem noch «’+ #’ in z fallende Punkte liegen. 
c) Die & (e’ fach zu rechnenden) Schnittpunkte auf: 
Og(azz) = 0. 

d) k — B’— y’, je efach zu rechnende Schnittpunkte, die auf: 

gy (x, 2+ &dz, 2) =0 


*) Beziiglich eines Beispiels verweisen wir auf ,, Anwendungen |“ unten. 
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liegen, auf welcher Curve ausserdem noch f’+ y’ in z fallende Punkte 
sich befinden. 

Die unter e) und f) in § 6. aufgefiihrten Punkte x fallen in 2*). 
Sondert man aus dem ganzen Schnittpunktsystem nur die sub a) bis 
d) aufgefiihrten Systeme ab, so bleibt ein System von Punktepaaren, 
fiir welche weder x mit y noch y mit z, wohl aber theilweise x mit z 
zusammenfallt. Um die Zahl der Letzteren zu finden, zihle man die 
Zahl (pq’) (§ 6.) von jener Gesammtzahl ab, so bleiben: 

faz] = kU + lh’ — y(k+)2 —y~P— ek —ek— (97) = 
(22) = Bl + BI— {By + By + ¥a+ ay + «cB + af} 
= BA + AB — (ay + ay’) 
Paare, fiir welche « nach z fiallt. Daher besitet die Curve O(az) = 0, 
welche durch Elimination der Coordinaten des Punktes y aus den Glei- 
chungen x =0, p =0, f(y) =O entsteht, in dem festen Punkt 2 einen 
[x2] fachen Schnittpwnkt. Man beweist ebenso, dass in den Punkt z 
der Curve ©’ (yz) = 0, welche durch Elimination der Coordinaten von 
x entsteht: 
[ye] =k + ak — {y+ By + ay + ye’ Bat aps, 
= ax + ax'— (yf + 76) 
Schnittpunkte mit f fallen. 


Anwendungen. 
I. Beriihrungscurven zu einer gegebenen Curve. 


Hat man ein Biischel von Curven  gegeben, welche alle eine 
gegebene Curve f in einer Anzahl von Punkten x i punktig, in einer 
Anzahl von Punkten 2’ 7 punktig, u. s. w. beriihren, und ausserdem 
eine Anzahl beliebiger fester Punkte y, z,... auf f gemeinsam haben, 
so kann man durch die Punkte « eine Curve legen, welche noch durch 
die singuliren Punkte von f und die festen Punkte y (einfach oder 
mehrfach) hindurchgeht, sonst aber keine Schnittpunkte mit f gemeinsam 


*) Wenn die Zahl dieser nach z fallenden Schnittpunkte nicht ausreichend 
gross ist, kann man die sub a) bis d) aufgefiihrten Schnittpunktsysteme nicht 
aussondern. So kommt es, dass dann [x2] einen negativeu Werth erhiilt. Beispiel: 
Die zwei gegebenen Curvengleichungen seien: g(yz)=0, p(y) =0. Alsdann 
wiire aus der Resultante auszuscheiden: 


[p(ws)}” und [9(we)}* 
(unter Beibehaltung der friiheren Bezeichnungen). Beides auszusondern ist aber 
unmdglich. 
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hat, ebenso kann man durch die Punkte x’ eine Curve legen u. s. w. 
Denn denkt man sich das Problem, diese Punktsysteme 7, w’,.... zu 
finden, analytisch aufgestellt, so erhilt man fiir jedes derselben eine 
Gleichung, welche im Allgemeinen durch die anderen Punktsysteme 
nicht befriedigt wird, sondern bloss noch durch diejenigen Punkte, in 
welchen 2 Punkte verschiedener Systeme vereinigt liegen*). Diese 
Letzteren sind nun freilich nur dann auszuscheiden, wenn sie wieder 
ein vollstiindiges Schnittpunktsystem bilden. Da sie aber Curven zu- 
gehéren, die an einer Stelle weniger beriihren, als diejenigen, fiir 
welche der Beweis gefiihrt werden soll, so hat man, indem man so 
fortfihrt, den Beweis, dass je die gleichartigen Beriihrungspunkte 
auf einer Curve liegen, bloss noch fiir solche Biischel zu liefern, deren 
Curven an einer Stelle ¢ punktig beriihren. Fiir diese habe ich aber an 
einer anderen Stelle gezeigt, dass sie auf einer Curve von der Ordnung: 


s+ 1) + $i + 1) (m — 3) 

liegen (wenn m der Grad der gegebenen Curve, s der Grad der Curven 
des Biischels), welche f nur noch in den singuliren Punkten und den 
auf f festen Basispunkten des Biischels, falls soleche vorhanden sind, 
schneidet. 

Wir sind hiernach berechtigt, die Formel des § 12. anzuwenden. 

Jonquiéres hat die Anzahl derCurven eines Biischels angegeben**), 
welche eine gegebene Curve f (ohne Riickkehrpunkte) an verschiedenen 
Stellen mehrpunktig beriihren; einen exacten Beweis dieser Formeln 
indess nur fiir den Fall, dass das Geschlecht p von f gleich Null ist, 
beigefiigt, indem er gewisse Recursionsformeln aufstellte, mit deren 
Hilfe er einen Beweis von der Richtigkeit der Zahl [i — 1, 7’, 7’, . . i@] 
auf [i, 7’, 7’, ... ¢@] und von [#, 7’, 7”,...7@] auf [1, 7, 7, 7’,.... 1@] 
fiihrte, wenn man unter [7, 7’, 7’, ...7®] die Anzahl derjenigen Curven 
eines Biischels (s‘** Ordnung mit o Basispunkten in einfachen, t in 


. Doppelpunkten von f) versteht, welche mit f an einer Stelle eine 


i punktige Beriihrung (¢ + 1 auf einander folgende Schnittpunkte), an 
einer anderen Stelle eine 7 punktige Beriihrung ete. gemeinsam haben. 

Ich will im Folgenden die entsprechenden Recursionsformeln fiir 
den allgemeinen Fall, wo p von Null verschieden ist, aufstellen. Der 
leichtern Uebersicht wegen sei es gestattet, die Betrachtung jedesmal 
an einem besonderen Fall anzustellen, da sie fiir den allgemeinen Fall 
im Wesentlichen nicht geiindert werden. 

Die Zahl der beweglichen Schnittpunkte einer Curve des Biischels 
ist: 

M=ms —6—2t. 


*) Vgl. diese Annalen Bd. IV, ,,Ueber zwei Beriihrungsprobleme“ II, § 1. 2. 
**) Journal Crelle-Borchardt, Bd. 66. 








\1 ? i} ar —2., [é}ar— 1- (M— 2— )+(¢+1). {{i+1 la —[¢]a—1 <a (M— 1— i)} =2 ptr 


(I) 
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Wir denken uns das Biischel immer nur mit so vielen bestimm- 
baren Parametern begabt, als dasselbe Bedingungen zu erfiillen hat. 

A) Aus der Anzahl |¢] der an einer Stelle ¢ punktig beriihrenden 
Curven eines Biischels: 

() = [le = (6 + 1) (M— 1) +i + 1)p 
die Anzahl [1, ¢] der an einer Stelle einfach, an der anderen ¢ punktig 
beriihrenden Curven eines Biischels mit einem Parameter mehr zu 
finden. Unter den Curven eines Biischels mit 7 + 1 Parametern , welche 
durch einen gegebenen Punkt y von f (welcher also zu den bereits 
angenommenen 6 -+- 2 festen Punkten noch hinzutritt), giebt es nach 
obiger Formel: 
[iva = (6+ 1) (M—1— i) +i +p 

Curven C, welche / noch an einer anderen Stelle x i punktig beriihren. 
Der Inbegriff dieser Curven C sei die Curve p(y&) = 0 des § 12. 

Dem Punkt y entsprechen dann [i], Punkte 2, die im Allge- 
meinen nicht in y fallen; einem Punkt 2 entsprechen M — 1 —i 
Punkte y, von denen im Allgemeinen keiner nach z fallt: niimlich die 
einfachen Schnittpunkte einer in x i punktig beriihrenden Curve; wir 
kénnen demnach sagen: zwischen a und y besteht die Correspondenz: 

({¢]a—1, M—1—%). 
Die Anzahl der vereinigten Paare x, y ist gleich der Zahl der (¢ + 1) 
punktig beriihrenden Curven des Biischels: 
= [i+ 1]y. 
Andererseits besteht zwischen y und einem anderen einfachen Schnitt- 
punkt 2 von o(y&) = 0 mit f die Correspondenz: 
([iJv—1 . (M— 2 — 4), [iJv—1.(M— 2-9). 

Die Zahl |1, ¢] der zusammenfallenden Paare xz’ wird gesucht. 

Die Vielfachheit des Punktes y ist = [1, ¢|,—1; setzt man diese 
Werthe in Forme! (21) ein, so erhilt man die Relation: 


woraus sich durch Substitution der definitive Werth ergiebt: 
(M — i— 1) (M—i — 2) 
(1, v= 26 +1) + (M—i—2%)(i+1)p 
+ ip(p — 1). 


Durch ganz analoge Betrachtungen erhiilt man die (erste) allgemeine 
Recursionsformel : 


[Lae +e eT t@)| 9 = 2 [ae e ela . (mM — P Lae 2) + 2plir. * ill 
Z(G 1a... Jar — HCE 1) ME Di—o-1)fi@’. Jari —G (E41) 0. 


(ll) 
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weg wo die Punkte andeuten, dass bis zu i@ gegangen werden soll, wo 

- ferner die  zeichen sich iiber alle Ausdriicke erstrecken, welche aus 

a den unter dem 2 zeichen angeschriebenen durch Vertauschung der 
Indices 7, 7’, ...¢@ abgeleitet werden kénnen. 

Um nun weiter von der Zahl [1i7. . .] zu der Zahl [2i7’. . .] u.s. w. 
iktig iibergehen zu kénnen, bedarf es noch einer zweiten Recursionsformel. 
r zu Wir nehmen an, als Curve m(y&) =O sei gegeben der Inbegriff der- 
siche jenigen Curven C eines Biischels, welche in einem gegebenen Punkt 
reits y von f k —1punktig und sonst noch in einem weiteren Punkt x 
nach i punktig die Curve f beriihren. Durch den Punkt y gehen [i]y_, 


Zweige; weil aber jeder Zweig in k Punkten schneidet, so fallen in y 
k . [t|a,—x Schnittpunkte von m mit f zusammen. Einem Punkt 2 ent- 
sy sprechen ferner [k],—;—1 Punkte y, die Zahl der vereinigten Paare 
xv, y ist = [i+ k]y. Auf jeder Curve C giebt es ferner M—k—i—1 
einfache Schnittpunkte w’, welche nicht nach y oder « fallen; zwischen 


lige- . 
x und y' besteht die Correspondenz: 


—t 


nh die ((M — i—k—1) [i]u_x, [i, (6 —1)Ju_.). 
; wir Die Zahl der vereinigten Paare y, 2” ist == [¢, k],,; man hat also zufolge 
denz : Formel (21): 


[t, Rl — [é, (& — 1)Ju—1 — (A — i —k —1) [te + 

+4 + (+ 1) [6+ Blae— (6+ 1) [2 — @ + DL) [kK 1] ia = 2 ph i]s 
Aus dieser Gleichung bestimmt sich mit Hilfe des Ausdrucks fiir [7], 
und fiir [¢, # — 1] der Ausdruck fiir: 


hnitt- al —i—k)(M—i—k—1)+ 
i, w=C4+D E41. + (M—i—k—1) G+ p+ 
| + ikp(p — 1). 


Man erhilt durch analoge Betrachtungen die zweite allgemeine 
diese Recursionsformel: 


[iv. eee 1) y= [(¢— 1) ? ¥ oe «|ar—1 + (M—si— o)[¢2". -la—i+2p. z [ie". elit ; 
HE[- CHENG A), 5 eda LOH 10. Je HCH D[E—-1, ”, -J—e—1]3 


—2 t|; = 
Pll wo die Punkte und die X zeichen die friihere Bedeutung haben. 


II. Curvenbiischel mit drei Parametern. 


Die Betrachtungen des 1. Theils lassen sich auf das Studium des 
Verhaltens eines Biischels von Curven (set Ordnung) mit 3 nicht homo- 
ememe genen Parametern gegeniiber einer Curve f m'* Ordnung vom 
Geschlecht p, auf welcher irgend welche Basispunkte des Biischels: 
) | 6 in einfachen, t in Doppelpunkten von f, liegen mégen, anwenden. 
+ be Kin solches Biischel ist darum von Interesse, weil, wie man (d. Annalen, 
+1)i. IV, p. 541) zeigen kann, mit den Eigenschaften desselben die 


Mathematische Annalen. VI. 4 
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projectivischen Kigenschaften einer gewissen Rauwmcurve von demselben 
Geschlecht wie f und vom Grad M= ms — 6 — 2r in engem Zusammen- 
hang stehen. Jene Raumcurve besitzt keine wirklichen Doppel- noch 
Riickkehrpunkte, wenn, was wir in der Folge der Einfachheit wegen 
annehmen wollen, die Zahl t siimmtliche Doppel- und Riickkehrpunkte 
von { umfasst. 

Jedem Satz, der sich auf Schnittpunkte von Curven des Biischels 
mit f bezieht, entspricht ein solcher iiber Schnittpunkte von Ebenen 
mit der Raumeurve. Man konnte, auf diese Kigenschaft gestiitzt, die 
Theorie der Raumeurven, soweit dieselbe sich mit Schnittpunktab- 
zihlungen befasst, vollstiindig aus der Theorie der ebenen Curvenbiischel 
entwickeln. Ich will als Beispiel im Nachfolgenden die Zahl der drei- 
fach schneidenden Sehnen einer Raumcurve, welche man von einem 
gegebenen Punkt derselben ziehen kann, sowie die Zahl der vierfach 
schneidenden Sehnen bestimmen. Wegen der Ableitung anderer Zahlen 
aus denselben Grundsiitzen sehe man diese Annalen Bd. LV, pag. 522 
und Gott. Nachr. 1871, pag. 513. 

Einer dreifach schneidenden Sehne durch einen gegebenen Punkt 
z der Raumeurve entspricht die einfach unendliche Schaar von solchen 
Curven des ebenen Biischels, welche alle durch den dem Punkt ¢ ent- 
sprechenden Punkt von f und noch zwei andere Punkte von f gehen*),. 
Wir wollen beweisen, dass es: 


= 4(M — 2) (M— 3) — p 


solcher einfach unendlichen Schaaren giebt. 

Man nehme in der Ebene einen beliebigen Punkt a, ausserdem 
auf f einen Punkt ¢ an, so geht durch a, y, ¢ eine Curve des Biischels, 
welche ausser in z und y noch in M — 2 Punkten z f schneidet. Die 
Pankte = y, x =z, y=<z sind je einfache Schnittpunkte. 

Nimmt man statt a einen Punkt } an, so bleiben die Zahlen die 
niimlichen. Variirt man y auf f, so wandert x; die Paare zx, y, welche 
Curven zugehdren, die sowohl durch a wie durch b gehen, findet man 


aus § 8., Formel (18)**): 
= (M — 2)?— p. 


Unter diesen befinden sich soleche, welche der durch z, a und b 
gehenden Curve angehéren; es sind: 


}(M— 1) (M— 2) 


*) Eine iihnliche Beziehung ist in den ,, Abel’schen Fuuctionen“ yon Clebsch 
und Gordan § 61. niher betrachtet worden. 

**) Man hat nur die Hiilfte der der Formel (18) entsprechenden Zahl (pq’) 
zu nehmen, weil die Punkte « und y symmetrisch vorkommen. 
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Paare; somit bleiben solcher Paare*von Punkten x, y, durch welche 
zwei, und somit unendlich viele Curven des Biischels gehen: 

(M — 2)? — p—4(M— 1) (M— 2)=n 
iibrig. Diese Punkte liegen auf einer Curve A, welche in dem Punkt 


é einen: 


2(M—2)—2—(M—2)={M—4 


fachen Punkt besitet. Die (M — 2) Schnittpunkte, welche wir von den 
aus § 13., (22) sich ergebenden 2M — 6 abgezogen haben, riihren von 
der durch z einfach hindurchgehenden aber (M — 2) fach zu 2ihlenden 
Curve her, welche durch a, b, z geht. 

Fiir besondere Lagen von z kann es sich ereignen, dass ausser 
den Schnittpunkten zzy noch ein vierter gemeinsamer Schnittpunkt 
« des Biischels auf f zu liegen,kommt. Die Zahl dieser Punktequa- 
drupel zu ermitteln. 

Man denke sich zu einem Punkt z von f die zugehérigen v Paare 
von Punkten x, y gefunden und lege durch jeden dieser Punkte x, y 
die ihm wiederum entsprechende Curve A. Das System dieser Curven wol- 
len wir als Curve g (y&) = 0 im Sinne des § 12. betrachten, und die 
Correspondenzen aufstellen. Durch z geht die Curve vy mal. Durch 
jeden der Punkte y, x je M—4-+-1 mal. Ausserdem werden noch 
einfache Punkte 2’, an Zahl v (vy — 2), ausgeschnitten. Durch z und 
die Punkte x, y legen wir nun die Curve A M — 3 mal (als Curve C 
im Sinn des § 12.) und ziehen das Schnittpunktsystem desselben von 
dem von gp (y§) = 0 ab. Es bleibt dann das einer Curve, welche in 
den « je einen einfachen Punkt, in 2 einen: 

2v — (M — 3) (M— 4) = 2 (M— 3) — 2p 
fachen Punkt besitzt. Die Zahl der vereinigten Paare 2’, z ist nach 
§ 8. (18): 
Z=2yv (2v — 2) + Qv (2Qv — 2) + 2p {2(M— 3) — 2p} 
= 2 (M— 1) (M —2) (M—3) (M—4) —4p(2 M* — 11 M-+-13) +4p?. 
Das Zusammenfallen von z und 2 tritt nun aber in zwei Fallen ein: 

a. Wenn der dem 2 zugehdrige Punkt y' demjenigen Punkt 
(% oder y), aus welchem beide entstanden sind, unendlich benachbart 
ist. Fillt alsdann noch % dem z unendlich nahe, so sind von den zu 
(x oder y) gehérigen Punktepaaren x’ y’ zwei Paare unendlich benach- 
bart; in Bezug auf die Raumcurve interpretirt sind alsdann zwei von 
den dreifach schneidenden Sehnen, welche durch den dem Punkt (a 
oder y) entsprechenden Punkt der Raumcurve hindurchgehen, unendlich 
benachbart. Wir haben (d. Ann. Bd. IV. p. 525) gezeigt, dass die 
diesem Fall entsprechende Zahl ist: 

Y= 4v (2M + 2p — 2) — 12 (M — 2) (M — 3) — 12p (UM — 6). 
4¢ 
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b. Wenn der dem Punkt «’ zugehérige Punkt y' nicht mit einem 
der anderen Punkte des Schnittpunktsystems zusammenfiallt. In diesem 
Fall gehen alle Curven, welche durch z und einen der Punkte « oder 
y gehen, noch durch x’ und y’. Die diesem Fall entsprechende Zahl 
ist demnach: 


mie 2A ee8 


= — 4 {(Ml—3)(M—4)—p+lf 
Die Division mit 24 ist durch das symmetrische Verhalten der 4 Punkte 
eines Quadrupels bedingt. Diese Zahl reprisentirt die Anzahl des 
Punktequadrupel auf der Curve f, durch welche noch eine einfach un- 
endliche Schaar von Curven aus einem Biischel mit 3 Parametern hin- 
durchgeht, oder in Bezug auf die Raumcurve gedeutet: die Anzahl der 
4fach schneidenden Sehnen. 


Zweite Abtheilung. 


Drei Beziehungen zwischen Punktetripeln auf einer gegebenen Curve; 
vier Beziehungen zwischen Punktquadrupeln. 


Wir haben uns im Vorstehenden mit der Aufstellung der Zahl 
von Punktepaaren, welche durch zwei Beziehungen und die Bedingung, 
dass sie auf einer gegebenen Curve (von allgemeinem Geschlecht) 
liegen sollen, bestimmt sind, beschiiftigt. Die Behandlung der folgenden 
Fiille, welche, wie wir unten sehen werden, fiir gewisse geometrische 
Fragen von Wichtigkeit sind, wird einigermessen erschwert durch die 
Allgemeinheit unserer Voraussetzungen, die wir doch nicht fallen 
lassen kénnen, ohne uns des Vortheils einer iibersichtlichen Dar- 
stellung der Bildungsgesetze der Formeln zu begeben. Ich habe nun 
gefunden, dass man dieser Schwierigkeit dadurch am einfachsten be- 
gegnet, dass man die Variationen der Gleichungen, deren Einfiihrung 
wegen des identischen Verschwindens der Resultante der urspriinglich 
gegebenen 3 bez. 4 Gleichungen nicht umgangen werden kann, mit 
unendlich kleinen Gréssen nicht derselben Ordnung, sondern verschie- 
dener Ordnung, von Null anfangend, wultiplicirt. Durch diese An- 
nahme wird die Zahl der auszuscheidenden speciellen Factoren der 
Resultante der variirten Gleichungen um ein Betriichtliches vermindert. 

14. Gegeben seien die drei Beziehungen zwischen den drei 
Punkten z, y, 2 der Curve /: 


(24) p (x4 2)=0, Pp; (cyz)=0, Pr (xyz) =0, 


welche als Functionen der Coordinaten des Punktes ~ bez. k, k,, k,, 
als Functionen von y bez. J, 1,, 1,, als Functionen von ¢ bez. m, m,, 
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m, Schnittpunkte mit der Curve f besitzen mégen. Der Punkt y = z 
sei bez. ein a, «,, a, facher, der Punkt z = x bez. ein B, B,, f, facher, 
der Punkt « = y bez. ein y, y,, vy. facher Schnittpunkt. Man soll die 
Zahl der Punktetripel auf f finden, welche gleichzeitig den 3 Rela- 
tionen (24) geniigen. Man ersetze dieselben durch die folgenden: 


(25) p(xyz)=0; y, (xyz) +e, OQ, (cyz)=0; (xyz) +e,0Q, (wyz)=0, 


wo die Functionen d9,, dg, von denselben Graden in x, y, z sein 
sollen, wie beziehentlich gm, und g,; &, und &, gegen Null conver- 
girende Gréssen, so indess, dass der Quotient: 


lim fe,?: &,] 


fiir jeden endlichen positiven Werth von q verschwindet. Man kann 
alsdann aus jeder der Gleichungen (25) mit Hilfe von /(7) = 0, f(y) = 0, 
f (2) = 0 die Coordinaten x, y,, 2, eliminiren und erhilt 3 Gleichungen 
7) ed | 

Lg? Ya” By’ 
angegebenen Methode berechnen liisst; ihr Grad ist: 


k (l,m, + m,1,) + 1 {my ky + km} + m {k,l, + 1k} = Dhl, m,, 


wo die abgekiirzte Bezeichnung rechts wegen der Aehnlichkeit des 
Ausdrucks mit der Determinante: 


2+ kl,m, 


gewahlt wurde, aus welcher derselbe durch Verwandlung der negativen 
Glieder in positive entsteht. Wir werden diese Bezeichnung fiir der- 
artige Ausdriicke in der Folge éfters anwenden. 

Unter der obigen Summe, welche die Anzahl aller die Gleichungen 
(25) befriedigenden Werthetripel darstellt, befinden sich indess noch 
solche, fiir welche: 


in deren Resultante sich nach einer an einem anderen Ort*) 


a ¥ = 2; b. =; cC. Z=ny ist, 
ferner solche, fiir welche, wenn « eine gegen Null convergirende 
Grosse bedeutet: 

d. y=«-+ edz ist, d. h. y in die Nihe von z fillt, ohne dass 

jedoch w nach zg oder in die Nihe von 2 fiallt; 

e g=2+ edz; f. «—=y+ edz ist, 
wo mutatis mutandis das Gleiche zuzufiigen ist. Die Paare a. sind 
durch das Zusammenbestehen der Gleichungen: 

Og, (wzz)=0 J, (wzz)=—0 





*) Diese Annalen, Bd. V. 8. 384. 
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bestimmt, wihrend m = 0) fiir y= 2 einen a@ fachen Schnittpunkt mit 
f besitzt; dies giebt: 


a {hy (ly + my) + hy (ly + m,)} 
. Paare, welche dem Fall a. entsprechen. Ganz ebenso bestimmen sich 
die Paare b. und c. 

Die Paare d. bestimmen sich aus 

gy (z%, 2+ edz, 2)=—0 
(26) - YP, (w, 2 + 802, 2) + 8, Oy, (22) =0 
G2 (@, 2+ £08, 2) + 3, (w22)=0. 
Die erste dieser Gleichungen ist von ¢ unabhingig (s. § 4, b.) und 
besitzt, als Function von « betrachtet, 
k—B-—y=x 

Schnittpunkte auf /, welche nicht nach z fallen, als Function von z 
(§ 9.): 

(l— y — @) + (m—a — B) + 2pa—A+ w+ 2pe 
Schnittpunkte, welche nicht nach g fallen. Die zweite und dritte 
Gleichung (26) enthalten «. Wenn diese Grésse von Null verschieden 
ist, so muss eine endliche Potenz von ¢ entweder von der Ordnung 
von é, oder von ¢, sein, wenn nicht die 3 Gleichungen (26) Bestim- 
mungsgleichungen fiir nur die 2 unbekannten Punkte w und ¢ sein 
sollen. 

I. Im ersten Fall verschwindet durch Einsetzen des Werthes von 
é in die 3. Gleichung der erste Term derselben, der zweite aber ist: 

Og, (xzz) =0, 
eine Gleichung, die in Verbinduug mit der ersten Gleichung (26): 
(A+ w+ 2pa) K+ x (l +m’) 

Schnittpunktpaare, jedes «’ fach gerechnet, giebt (den « Werthen von 
é entsprechend, welche man aus der zweiten Gleichung findet). 

Il. Im anderen Fall reducirt sich die zweite Gleichung auf: 

My, (1,2 + edz, 2)=0. 

Diese Gleichung, in Verbindung mit: 


gy (x,2-+ edz, 2) =0 


liefert (§ 8.): 
(Ay + hy + 2pay) + % (A+ w+ 2pa) — 2p (B+ 7) (8, +1) 
Paare, deren Jedes a, fach zu rechnen ist. 
Ganz analog sind die Paare e. und f. zu berechnen. 
Man kénnte noch fragen, ob nicht gleichzeitig y= 2 + edz, 
“2=2-+ 02 sein kiéunte. Dass von den Gréssen ¢ und 9 nicht die 
eine der Null |enachbart sein kann, wiihrend die andere gleich Null 
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ist, tibersieht man sofort. Ebenso wenig kénnen beide zugleich Null 
sein. Sie kénnen aber auch nicht beide der Null benachbart sein. 
Denn die beiden letzten Gleichungen (26), welche in diesem Fall Be- 
stimmungsgleichungen fiir ¢ und y wiirden, wiirden die unvereinbaren 
Forderungen stellen, dass beide von derselben Ordnung wie eine Potenz 
von é,, und zugleich von derselben Ordnung wie eine Potenz von «, 
waren. 
15. Man hat so im Ganzen abzuziehen: 


a {ky (ly + my) + ky (ly + m)} 
B {l, (m, + h,) + ly (m, + h,)} 
v {m, (ki, + ly) + my (hy + l)} 


- & {x (ly + mq) + hy (A + “)f + 2pk,aa, 


B, {2 (m, + hy) + ly (wu + %)} + 2pl,BB, 


M1 Lu (ky +) + m, (% + a} + 2pm, yy, 
d. I. 


» By {A(w, +) +A, (e+ *)} +2p(2B, Bo+ 4, BB.) — 2pB,(y + a)(y, + a); 


oc, { (Ay + ay) + x, (A+ u)} + 2p (wee, x, c,) — 2pey(B +y)(B,+7;) 3 


?2 {u(%,+4,) + oy (% + A} + 2p (UP Ye Y72) — 2p 72(@ +8) (@,+8B;) 5 
Die Anzahl der gesuchten Werthetripel auf der Curve f, fiir welche 
weder x mit y, noch y mit z, noch 2 mit x zusammen oder wnendlich 
benachbart fallen, erhilt man durch Subtraction der obigen Zahlen 
a. bis f. I. von Xkl,m, in tibersichtlicher Anordnung wie folgt: 
(PP; Po) = VHA, My + 2p. Xap, y,—p {Dxer, a, + LAB, B, + Sey, Yofs 
wo x=k—B—y; x =k — p—y; 
A=l—y—a; ete, 
u=m—a— Bp; 
ist; XxA,u, aus der Determinante 2 -+ xd,u, durch Verwandlung 
der 3 negativen Glieder in positive entsteht; ebenso 2xa,a, eine 
einer Determinante analog gebildete Summe von 6 Gliedern ist, desgl. 
LAB; By u. 8. W. 
Man kann der rechten Seite noch die folgende Gestalt geben: 
(PP PP.) = % {4, Wty hy Ag— 2p ey, a} — 2p ee (Hy &y + Oy %y— By Y. — Y By) + 
¢ \ ¢ 
+4 {uy Hy + %; fly — 2p B, Bog —2pB (A, By By Ay — 74 yp —& 2) + 
+u {x A+ 4, x, — 2py Yo} —2py (ty P2+71 M2 — & By — Bye), 
in welcher die geschwungenen sowie die runden Klammern der rechten 
Seite einen einfachen geometrischen Sinn besiizen. Bezeichnet man 
nimlich wie friiher mit (~,@.)c, die Zahl der bei festliegendem z nicht 
mit einander oder mit 2 zusammenfallenden Werthepaare x, y, 
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welche den beiden Gleichungen 9, (xyz) = 0, , (xyz) = 0 geniigen; 
mit [yz],. (§ 13.) die Vielfachheit des Punktes y= in der durch 
Elimination von x (nach Ausscheidung der uneigentlichen Punktsysteme) 
aus 9, = 0, gy, =O entstehenden Gleichung etc., so lisst sich der 
letzte Ausdruck in der Form anschreiben: 


(27°) (Mp P2)=* (P; Po)ysEA (H; Po)2s +H (Y1 P2)xy—2P {a (YZ) io +B [22],.+7 [x Vsahs 


Durch Vertauschung der Indices lassen sich hieraus noch 2 andere 
Formen bilden. 
Sind insbesondere die Formen gp in Bezug auf die einzelnen- 
Variabeln symmetrisch gebildet, so duss also: 
kK=—l=m; x*x«=—=idA=—p; a=fp=y 
k, = 1, = m,; 
kh oe ee etc. 
so wird die Zahl der gemeinsamen Werthetripel : 


$ (PH, Pr) = 4H, Hy — p(*H, @, + H%, Ca,+ x, @0,) + 2paa,a, = 

(28) Ss {x,%, — pay} — P(x, a, + xe, — 20, Gy) = 
= «. + (9,92) — pa |r =y—2),, 

wo wir wegen des symmetrischen Vorkommens von 2, y, 2 mit 
1. 2. 3=6 diyidirt haben. Die Zahl } (g,,) bedeutet dabei die An- 
zahl der verschiedenen Paare von getrennt liegenden Punkten z, y, 
welche den in x und y symmetrischen Gleichungen 9, = 0 o, = 0 
einzeln geniigen; [c —y=],, die Vielfachheit des Punktes 7 = y 
oder x ==, etc. der Eliminationsgleichung aus beiden Gleichungen. 


16. Wir betrachten schliesslich den Fall, dass 4 Gleichungen mit 
den Coordinaten von 4 Punkten 2, y, 2, u: 


(29)  (xyzu) = 0, gy, (xyzu) =0, —, (cyzu) =0, —, (xyzu) =0 


gegeben sind. Die Grade von @ in 2, y, 2, uw seien k, 1, m, n, die 
von 9,: k,, 1, m,, m, u. s. w. Die Vielfachheit der Schnittpunkte sei 
in folgender Weise bezeichnet: 


“2 =y durch 1;; x2 durch 2;; x =u durch 3,; 

y = 2 durch 4;; ¢ =u durch 5;; wy durch 6,, 
wo der Index i = 0, 1, 2, 3, je nachdem es sich um die Gleichungen: 
P, Pir Po Pz handelt, so dass z. B. 1, die Vielfachheit des Schnitt- 


punktes = y der Gleichung g (xyzu) = 0 mit f(x) =O bedeutet. 
Endlich werde noch die Bezeichnung eingefiihrt: 


% =k; — 1; — 2; — 3;; A; = 1, — 4, — 6; — 1; 
Bi = m, — 2; —4,—5;; v5 = n; — 3; — 5; — 6;. 
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Wir substituiren anstatt der obigen Gleichungen die folgenden: 
(30) p= 0; m + 99, = 0; o + 0g, =O 9; + 8409; = 0 
WO &, &, & in der Weise gegen Null convergiren, dass: 

lim (é,2: &) = 0 lim (¢,%: €,) = 0 
fiir jede positive Grosse q. 
Die Zahl aller gemeinsamen Werthequadrupel ist: 
Zk, m, Ns. 
Unter diesen befinden sich indess: 

a. Solche, fiir welche entweder x= y, oder x= 42; oder ete. 
oder 2 = u ist. 

b. Solche, fiir welche « = y + edy, oder ete. oder z = u + edu 
ist, und ¢ eine unendlich kleine Grésse von der Ordnung einer (ganzen 
oder gebrochenen) Potenz von ¢, ist. 

c. Solche, fiir welche ebenfalls eine der unter b. aufgestellten 
Gleichungen gilt, aber « von der Ordnung einer Potenz yon «, ist. 

d. Solche, fiir welche eine der unter b. aufgestellten Gleichungen 
gilt, aber « von der Ordnung einer Potenz von «, ist.- 

Dass keine Paare existiren, fiir welche gleichzeitig mehrere der 
sub a., d. aufgestellten Gleichungen bestehen, beweist man auf aihn- 
liche Weise wie dies fiir Punktetripel in § 13. geschehen. 

Wir wollen fiir je einen der unter a.,...d. aufgestellten 6 Fille die 
entsprechende Zah! von Punktquadrupeln angeben uud daraus je die 
5 iibrigen durch Vertauschung ableiten. 

a. Fiir 7 = y erhilt man die entsprechenden Quadrupel aus: 


Og, (yyzu) =O dy, (yyzu) = 0 Og; (yyzu) = 0 


an der Zahl: 2 [(k, + 1,) m,n,], und zwar, wegen der Vielfachheit 
des Schnittpunktes z = y von mg = 0, 1, fach. 

b. Fir «=y-+ dy, wo « von der Ordnung einer Potenz von 
é, ist, berechnen sich die Coordinaten aus: 


p (y+ Edy, y, 2, u) =0 dg, (yyzu) = 0 Igy; (Yyeu) =O 
an der Zahl (unter Anwendung der Formel (27) in § 14): 


~*+A2pl, wv 
k, + 1, My Ny ¢ , 
k, + l, Ms, Ns J 
durch welches Symbol wir den determinanteniihnlichen Ausdruck be- 
zeichnen, welcher aus der ebenso (nur mit 2 Parallelstrichen) bezeich- 


neten Determinante durch Umkehrung des Vorzeichens der negativen 
Glieder in positive entsteht, Diese Zahl ist 1, fach zu nehmen, 








x+A+2pl,urv 
\, +4,+2p1, wv, (—2p [(s-+-0,)5,5,-+ms (39 +6,) (3,+6,)+-n, Bh) 
ky + l, Ms, N; 


(31) 


einer nicht ganz miihelosen Zusammenziehung, fiir die Zahl der ge- 
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ce. Dem Fall « = y -++ edy, wo « von der Ordnung einer Potenz 
von é, ist, entsprechen die Gleichungen : 
p (ytedy, y, 2, U)=0; yp, (y+edy,y, 2, u)=0; 9p; (yt+edy, y, 2, U)—=0. 
Die Zab] der diesen gemeinsamen Werthetripel ist (27): 


Diese Zahl ist 1, fach zu nehmen. 

d. Fir z—y-+ edy, wo ¢ von der Ordnung einer Potenz von 
é, ist, hat man: 
P (ytedy, y, 2, u)=0; gp, (y+edy, y, 2, u)—=O; p.(y+edy,y, 2, u)=0. 
Die Zahl der gemeinsamen Werthetripel ist (27): 


Z[x+A+2pl,, wu, vy] + 2p. 2 [5,, 3, +6,, 2, + 4,| — 
—p.2[x+14+ 2pl,, 5,, 5.) —p D[w, 3, + 6,, 3, + 6,) — 
—p2Z[v, 2,+4,, 2. + 4]; 
Jedes derselben ist 1, fach zu nehmen. 

17. Bildet man die entsprechenden Glieder, welche wegen Zu- 
sammenfallens der Punkte x, 2; 2, w; etc. weiter in Abzug kommen, 
durch Vertauschung aus a.,...d. und addirt alle, so wird ungeachtet des 
unsymmetrischen Verfahrens das Resultat symmetrisch, wie zu erwarten 
war; subtrahirt man dasselbe von Lh1,m,n,, so erhailt man, nach 

5? 
meinsamen Punktquadrupel, welche den Gleichungen (29) geniigen, auf 
{ liegen und fiir welche keine zusammenfallende Punkte x, y, 2, u 
vorkommen : 


(PP, Po Ps) = THA, wv, —-p {2%4,5.5, + 2xy,6,6, + Lev, 4,4, + 
+ 2Au, 3,3, + LA v,2,2, 4+ Zur, 1, 1,}+ 
+ 2p {244,5,65 + EA2,3,5, + Fw1,3,6, + 2v1,2,4,}- 
—2p {21,2,5,6, + 21)3,4,5; + 22,3, 4,6,} + 
+p’ {21,1,5,5, + 22,2,6,6; + 3353, 4,45} : 
Die = bedeuten hier wieder jene schon 6fters erwihnten de- 
terminanten-iihnlichen Ausdriicke von je 24 Gliedern. 
Ordnet man wiederum diesen Ausdruck, wie (qq, q,) in (27°), nach den 
zu der ersten Gleichung gm —0 gehorigen Zahlen: x, 4, uw, v; ly, 
2,,.-.-6) an, so ist, wie man sofort iibersieht, der Factor von x gleich 


der Anzahl (9,9, )y:. der Werthetripel y, z, u, welche den 3 letzten 
Gleichungen bei gegebenem x gemeinsam sind, u. s. w.; ferner ist, 


wie man durch eine der im § 13. angestellten iihnliche Untersuchung = + 


findet, der Cvefficient von 1, gleich der Vielfachheit [x y]i23 des Schnitt- 
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(319) 


(p Di P, P;)=(% H,—P C0, )( Hy %,—p Ct, &)—p(% +H, a—2 0 0t,)(%0,-}-%,0,—2 Gy O3)-}- 


(32) = + (P91)- $ (P29) —P|w=y=e=uJo1- [w= y=e—u]2s +2p (p— 1) ag). des 
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punktes x = y fiir die durch Elimination von ¢ und w aus 9, 9,9; 
entstandene Gleichung, u. s. w. Man kann somit die rechte Seite 
von (31) in folgender Gestalt schreiben: 


(PP: P2 Ps =H(P; P2 Ps ysut AP; Po Ps): uz FUP, Pr Py )uzy+M(PiP2Ps)xy2 


—1, [x y]123—2p[v2]123 3, [veu]io3 —4,[yz}1es—5, 2U]i23—G9[¢y|1235 


Aus den Gleichungen (27") und (31°) geht das Gesetz fiir die Bildung 
des allgemeinen Ausdrucks (p p,.-. Pn) aus (PH, ~ ++ Pn—1) und den hierzu 
gehirigen Grissen \xy|, ete. unaweifelhaft hervor. Uebrigens lassen 
auch schon die Formeln (27) und (31) das Bildungsgesetz fiir die un- 
mittelbare Darstellung von (gq, ... Qn») erkennen, wenn man auf die 
Entstehungsweise der einzelnen Glieder Riicksicht nimmt. Wir wollen 
indess diesen Punkt hier nicht weiter verfolgen. 

18. Sind insbesondere die 4 Formen p in Bezug auf die einzelnen 
Varialeln symmetrisch gebildet, so dass also: 


= 2 
ete. ete. 


k=l =m =n; empdAmu=y 1,=—=2,=—..—6—« 
k, =| =m, =2,; ete. 1, 


| 
& 


so wird die Zahl der gemeinsamen Werthequadrupel: 

(32) BT (PP Po Py )HH Hy Hy My —p (H Hy Oly gH Hy ey Oy sss « My My Oty) 4 
+ 2p (He, &, Oy... HOt, &,)—Op OO, Ot, 3p? oa, Oy Oe, 5 

oder, in anderer Anordnung: 


ey {x, Hy %, — p (HOt, + H,@,0, + #0, &y) + pa, a, a} Sag 
— pe {my My, + Hey Hy Oty my My — 2x, OO, — 2H, l%, — 2H, ey 


> + 6a,a,a, — dpe, Ot, Ct, = 

(32") = «4 (9, 9293) — pa [ey = 2 = thes 

wo + (@, 9.93) die Anzahl der den drei letzten Gleichungen g,= 0, 
9,=0, gy, = 0 gemeinsamen, von einander verschiedenen Tripel von 
nicht zusammenfallenden Punkten x, y, z, bei festliegendem wu, be- 
deutet, [2 = y= z= u),23 die Vielfachheit des Punktes x = y oder 
x =z oder etc. in der Eliminationsgleichung aus jenen 3 Gleichungen 
(vgl. § 17.). Wegen des symmetrischen Verhaltens von x, y, 2, u 
wurde durch 1. 2. 3. 4 = 24 dividirt, um nur verschiedene Quadrupel 
zu erhalten. Man kann schliesslich die rechte Seite in (32) auch 
noch in folgender Weise anordnen: 





+ 2p (p— 1) aa, a, a, = 


wo 4(pq,), + (9.3) die Zahl der den Gleichungen gy = 0, gp, = 0, 
bez. p, = 0, gp, = 0 (bei festliegendem ¢ und wu) gemeinsamen Punkte- 
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paare x, y bedeutet, die eckigen Klammern je die Vielfachheit der 
Punkte x = y=... fiir die entsprechenden Eliminationsgleichungen 
bedeuten, endlich a,,. a,, eine Grésse ist, welche verschwindet, wenn 
(pq) oder (p,m;) von p unabhingig ist (wobei fiir die Grade x, ... 
das Niimliche vorausgesetzt wird). 

Sind endlich die 4 gegebenen Gleichungen alle von demselben Grad 
x und besitzen dieselbe Beschaffenheit beziiglich der Vielfachheit a der 
Punkte x= y =..., so erhilt man bei symmetrischem Verhalten der 
Punkte a, ...: 


(33) ty (PP: 2H3) = xt — p (6x? a? — 8x03 + 6a] + 3p?at 
als Anzahl der gemeinsamen Werthequadrupel. 

19. Wir haben oben vorausgesetzt, dass ausser den Variabeln 
xyz fiir drei, und xyzwu fiir vier Gleichungen andere Solche in den 
Gleichungen g, gy, ... nicht auftreten. Aber die Formeln (27), (28), 
(31), (32), fahren fort zu gelten, wenn die g, 9,,... alle durch die 
Coordinaten eines oder mehrerer auf f festliegenden Punkte v... 
identisch befriedigt werden. Man hat in diesem Fall, wenn man z. B. 
diejenigen Lésungssysteme, unter denen sich der Punkt wv befindet, 
ausschliessen will, von x, 4,... noch die Vielfachheit des nach v 
fallenden Punktes x, bez. y, u. s. w. abzuzihlen. Ist also z. B. der 
Punkt « = v fiir gp = 0 ein 7, facher, so hat man lediglich statt x: 
* — 7, zu substituiren, u. s. w. und im Uebrigen die Formeln unver- 
aindert anzuwenden. Der Beweis wird durch Betrachtungen von der 
Art der in § 6.—8. angestellten gefiihrt. 


Anwendungen. 


Eliminirt may aus einem System S von algebraischen Gleichungen, 
welches eine gréssere Anzahl von Unbekannten, als Gleichungen vor- 
handen sind, symmetrisch enthiilt, soviel Unbekannte als méglich, und 
bestimmt den Grad g der Endgleichung in Bezug auf eine der nicht 
eliminirten; verfaihrt man alsdann ebenso mit einem das obige System 
ergiinzenden System S’ von so vielen Gleichungen mit denselben Un- 
bekannten, dass die Gesammtzahl der Gleichungen in S und S’ gleich 
der der Unbekannten ist, so liisst sich*) die Anzahl der beiden Systemen 
geniigenden Lésungssysteme aus jenen beiden Graden g und g’ in ein- 
facher Weise zusammensetzen. A. a. 0. habe ich nun bemerkt, dass 
an Stelle von S und S; auch iibervollstiindige Gleichungssysteme, 
welche die Variabeln symmetrisch enthalten, treten kénnen, wenn die- 


*) Vgl. einen Aufsatz des Verf. ,,Ueber ein gewisses System von Gleichungen“, 
diese Ann. Bd. V, S. 386. 
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selben sovielen Bedingungen iiquivalent sind, als die Systeme S und 
S’ enthalten. 

Wir wollen nun annehmen, dass an Stelle einer jeden der Un- 
bekannten a, y,.... deren 3: 2,%,%53 Y%YoY33---- gesetzt werden, 
welche je homogen vorkommen und zwischen denen immer dieselbe 
homogene Gleichung besteht: 


f (@,%_%3) =9, F(Y,Y%2¥3) =9,---- 

Hierdurch wird die Zahl der Bedingungen im Ganzen nicht verindert. 
Alsdann setzt sich aber, wenn das Geschlecht p der Curve f= 0 von 
Null verschieden ist, die Zahl der fiir die beiden Systeme S und S’ 
gemeinsamen Lésungen nicht mehr so einfach aus den Zahlen g und 
g zusammen, wie im vorigen Fall. In welcher Weise diese Zahl aus 
g und g’ sowie der Vielfachheit der Punkte der jeweiligen End- 
gleichungen gebildet werden kann, haben wir fiir die einfachsten Fille 
in den §§ 15., 18. gesehn; niimlich: 1) wenn das System S aus zwei 
Gleichungen, S’ aus einer besteht (28); 2) wenn S aus drei, und S 
aus einer Gleiehung besteht (32°); 3) wenn S und S’ je aus zwei 
Gleichungen besteht (32). Fiir alle diese Fille gilt, wie man leicht 
iibersieht, und auch fiir allgemeine Systeme bewiesen werden kann, 
jene andere Bemerkung, dass an Stelle der Systeme S und S’ auch 
iibervollstiindige Systeme von Gleichungen treten kénnen, ohne dass 
die betreffenden Formeln sich iindern. 

Unter Anwendung dieser Bemerkungen mégen als Illustration zu 
den im Vorstehenden entwickelten Siitzen zwei Aufgaben aus einer 
Gattung von Problemen behandelt werden, welche, wie es scheint, in 
der Theorie der ebenen Curven eine Rolle zu spielen berufen ist. 
Es handelt sich um das Zusammendriingen einer moglichst grossen 
Zahl von Basispunkten eines Curvenbiischels auf einer gegebenen 
Curve. 

A) Es soll die Anzahl der gemeinsamen Werthsysteme, welche dem 
folgenden Gleichungssystem geniigen, aufgestellt werden: 

Ps (©) Po (x) Hz (%) Hy (&) @; (#) 
A= 91 (y) G2(Y) P3(Y) Pry) %s (Y)| =9 F()=OFY)=0 Fe)=9, 
Pi (2) Pr (2) 93 (2) Pil) Os ©) 
wo die erste Gleichung das iibervollstiindige Gleichungssystem re- 
prisentirt, welches durch Nullsetzen des einzelnen Determinanten von 
A entsteht; gp (x), f(x), .... an Stelle von @ (x, 4% 3), f (%,%,%3),.-- 
gesetzt ist. 

Die » seien alle von demselben Grad s, und jedes, gleich Null 
gesetzt, habe mit f (vom m. Grad) M Schnittpunkte gemeinsam, ausser 
den 6 einfachen und (allen) d Doppelpunkten von /, durch welche die » 
noch hindurchgehen mégen, so dass also: 
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M = ms — 6 — 2d. 

Wir werden die Anzahl jener Lésungen durch (5), bezeichnen, durch 
(4), die Anzahl der Punktepaare y, 2, welche, bei gegebenem Punkt 
x, das Gleichungssystem befriedigeu, das durch Nullsetzen eines Recht- 
ecks von 4 Verticalreihen (bei 3 Horizontalr.) entsteht u. s. w. Wir 
sprechen hier und in der Folge bloss von Paaren ete. von getrennt 
liegenden und nicht in x ete. fallenden Punkten. Wir wollen noch 
unter: 


(a); (k)s] 


die Zahl derjenigen Werthsysteme verstehen, welche den beiden durch 
Nullsetzen von Rechtecken mit i bez. k Verticalreihen gebildeten Glei- 
chungssystemen zugleich geniigen. 

Alsdann hat man nach § 2. der citirten Abhandlung: 


(5); — [(4), (3)s] 7) (3), (2)s] + (1), ° 
Benutzt man, um (2), zu erhalten, die zwei ersten Verticalreihen von 
A, so ist (§ 3. der cit. Abh. Note.) die Eliminationsgleichung in x und y: 


P1 (%) P2 (*) 
Pi (Y) 2 (Y) 
daher die Anzahl der nicht nach x fallenden Punkte y: 
(M — 1) (M— 2) 


M—2 








M — 2 ist die Vielfachheit des Punktes y=—~vz. Fiir (3), sind die 
entsprechenden Zahlen M— 2 und 1. Man hat somit, mit Riicksicht 
auf die oben iiber tibervollstindige Gleichungssysteme gemachte Be- 
merkung, unter Anwendung von Formel (18): 
. (M —1)(M—2 ; , 
[(2), (3).] === A—*®. (ar — 2) —p. 1. (M—2). 

Man findet, nachdem man (4), durch (3), und (2), ausgedriickt und 
berechnet hat: 


, a (M — 2) (M— 3) P 
[(4), (8),] = {A= 2.— 9 _ ph (ae — 2) — p. 1. (M4); 
daher, nach erfolgter Zusammenziehung: 


Fr (M — 2) (M — 4) (M— 3) 
er ae 


z — p(M— 4). 


Beziiglich der geometrischen Deutung dieses Resultates bemerken 
wir Folgendes: Bildet man aus den 5 Curven ein Biischel mit 
4 Parametern, so giebt es (5), verschiedene Punktetripel auf der Curve 
f (welche wir ohne Riickkehrpunkte voraussetzen), durch welche noch 
eine doppelt unendliche Schaar von Curven dieses Biischels (also ein 
Curvenbiischel mit noch 2 willkiirlichen Parametern) hindurchgeht. 
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Fiigt man zu A noch eine Verticalreihe und eine etwa in wu ge- 
schriebene Horizontalreihe zu, so erhilt man die Zahl (6), der zu 
einem gegebenen Punkt wu gehérigen Werthepaare aus (5),, wenn man 
statt M iiberall MZ — 1 setzt. Unter Anwendung eines schon 6fters 
ausgesprochenen Princips erhilt man dann den Satz: 

Die Anzahl der Hyperboloide, welche durch eine gegebene Gerade 
einer windschicfen Fliche vom Grad M und Geschlecht p (ohne Riick- 
kehrerzeugende) hindurchgehen und noch je 3 weitere Gerade der Fliche 
ganz enthalten, ist: 

(6), = =) Ma 5) (M—4) 4 (5). 

B) Es mége noch die Anzahl (7), der Werthsysteme bestimmt 

werden, welche dem folgenden Gleichungssystem geniigen : 


Pi (%) P(X) - - - GH; () 
A=| (Y) PY) - + += G(Y) |=0 f(z) =0...f(u) =0. 
9; (2) aa ii 
@, (u) i ait ‘ 
Man hat (§ 3. der cit. Abh.): 


Nun ist, wie man sofort erkennt: 


my M (M — 1) (M — 2) (M — 3) 
(1), oan 3. 4. 


Ferner, unter Benutzung von Formel (32*): 


[(4), 2),] = APA. (M8) —p. 4. (M—2) (M3), 


Unter Anwendung ferner von Formel (32°): 


[[(4), 44] 8), |={(ae—3)2—p}. M2) _ as) {2(—8)—2}, 


nachdem man zuvor [(4), (4),] und die Vielfachheit fiir die ent- 
sprechende Eliminationsgleichung bestimmt hat. Auf demselben Weg: 


[(5), (8),] = (AP A— 9 — ph (AA 91» (M8) (M—5). 


Nun ist aber: {(4) (6)] = [(4) (4) (4) (] — 2. [4 (4) @)1+ 1H @h 
und: [(4) (4) (4) (4)] =(M@—2)! — p {6(M—2)*—8 (M —2)+6}+3p%, 


nach (38). Setzt man alle diese Werthe ein, so erhilt man in iiber- 
sichtlicher Anordnung: 





-\ _ (M—s)(M—4)(M—5)(M—6) _ (M—6)(M—5)_ 
ee Sm Fete oto. 
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Diese Zahl repriisentirt die Anzahl derjenigen Punktquadrupel auf 
der Curve f, durch welche noch eine dreifach unendliche Schaar von 
Curven eines Biischels mit 6 willkiirlichen Parametern : 


QD, ++ +++ H+ a, 9, = 90 
hindurch geht, wo die » in den Doppelp. von f verschwinden. 

Ein Zahlenbeispiel von besonderem Interesse ist in der folgenden 
Aufgabe enthalten : 

Eine allgemeine Curve 9 Ordnung mit 20 Doppelpunkten, fiir 
welche also p=8 ist, durch eindeutige Transformation auf die von 
Riemann angegebene Normalform: eine Curve 10% Ordnung mit 2 
fiinffachen und 8 Doppelpunkten zu bringen. 

Nach Riemann (Abel’sche Functionen, Journal Crelle-Bor- 
chardt Bd. 54, §§ 5, 13) ist dies immer méglich, wenn man eine 
rationale Function der Coordinaten finden kann, welche nur fiir 


F + 1=5 Punkte von f unendlich wird, deren Nenner und Zihler 


also, gleich Null gesetzt, Curven repriisentiren, welche alle Schnitt- 
punkte mit f, ausser fiinf, gemeinschaftlich haben. Mit Hilfe der 
obigen Betrachtungen nun kann man darthun, dass diese Aufgabe lés- 
bar ist; aus derselben geht sogar die Zahl der verschiedenen Lésungen 
sowie eine Methode, um jene Punkte zu bestimmen, hervor. Ein 
Biischel von Curven 6'** Ordnung, welches durch die 20 Doppelpunkte 
und einen willkiirlich angenommenen einfachen Punkt von f/f geht, 
hat noch 6 Parameter. Fiir dasselbe ist: 


M=9.6— 2. 200—1=13 


Nach dem oben ausgesprochenen Satz lisst sich nun aus diesem 
Biischel noch auf: 


(1), = 287 _ 78.443, 56— 154 


verschiedene Arten eine dreifach unendliche Schaar ausscheiden, welche 
noch 4 weitere gemeinsame Basispunkte auf f besitzt; daher ist nun- 
mehr M == 13 — 4 = 9 fiir irgend eine solche Schaar. Alsdann lassen 
sich noch auf (siehe Anwendungen zum I. Theil, am Ende): 


7. 6.6. 5 


= 
5 4165-841} = 13 





verschiedene Arten Quadrupel von Punkten finden, durch welche noch 
eine einfach unendliche Schaar von jenem dreifach unendlichen Biischel 
hindurchgeht. Die Zahl der noch iibrigen Schnittpunkte einer Curve 
dieses Biischels, welche nicht allen Curven desselben mit f gemeinsam 
sind, ist =9—4=—5,. Sind nun: 


ytay=0 v+iAazy=—0 
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irgend zwei solche Biischel, so transformire man / mittelst der Formeln 
Yr YotYy= ON WHA, 
um die gesuchte Curve 10'* Ordnung mit 2 fiinffachen Punkten (ge- 
schrieben in den Coordinaten y) zu. erhalten. 
Es sei noch bemerkt, dass die vorstehende Transformation auf die 
Riemann’sche Normalform fiir p—=8 sich den von Herrn Cremona*) 
und mir**) behandelten Fillen unmittelbar anschliesst. 


Darmstadt, im Mai 1872. 


*) Rendicont. del Ist. Lombardo Ser. II, Vol. I, 


**) Diese , n. Bd. I, 8. 401; Bd. I, 8 471. 


Verbesserung: In § 10 fiige man hinter den Worten: ,,auf f sind“ hinzu; 
»Welche fiir die Coordinaten stimmtlicher Doppelpunkte verschwinden.“ 


Mathematische Annalen. VI. 





Note iiber die Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung 
' > mit einem Doppelpunkt. 


Von A. Brim in Darmstaprt. 


In den Zusatzbemerkungen ,,Observations géometriques“ etc. zu 
einer Note des Herrn Brioschi ,,iiber die Doppeltangenten einer Curve 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt*“*) leitet Herr Cremona aus 
den algebraischen Resultaten jener Note einige interessante EKigen- 
schaften der ,,homolog-harmonischen“ Curve vierter Ordnung ab, deren 
Gleichung die Gestalt hat: 

6220 — u=0 

wo v eine quadratische, « eine biquadratische biniire Form der Variabeln 
x und y ist. Diese Curve gehdrt zu den von mir in einem Aufsatz 
»liber die Anwendung der hyperelliptischen Functionen in der Geo. 
metrie“**) gelegentlich eines allgemeineren Beriihrungsproblems be- 
trachteten Curven vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt, auf welche 
sie indess umgekehrt durch lineare Transformation nicht zuriickgefiihrt 
werden kann. -Ich will im Nachfolgenden zeigen, dass sich jene Kigen- 
schaften aus dem folgenden, a. a. O. aufgestellten Satze ergeben: 

»,Von den 31 Systemen von Curven 2. Ordnung, welche in 
4 Punkten eine Curve 4. Ordnung mit einem Doppelpunkt je einfach 
bertihren, enthalten 30 (fiir welche gewisse Periodenzahlen P, Q, 
P’, Q’, durch die-sie charakterisirt sind, nicht gleichzeitig Null sind) 
je 4 Paare von Geraden, also je 8 Doppeltangenten, und diése 30 
Systeme gruppiren sich zu Paaren so, dass jedes Paar alle 16 ent- 
halt. Somit kann jede Doppeltangente, je nachdem sie mit den an- 
deren gruppirt wird, als 15 Systemen zugehérig betrachtet werden. 
Und allgemein etc.“ 

Es sei gestattet, bei dieser Gelegenheit den Beweis des _vor- 
stehenden Satzes, den ich a. a. Ort nicht geliefert, kurz anzudeuten. 


*) Diese Annalen, Bd. IV, 8. 95. 
**) Journal Crelle-Borchardt, Bd. 65, S. 269. 
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1. Legt man durch den Doppelpunkt einer Curve 4. Ordnung, 
fiir welche das Geschlecht p = 2 ist, ein Biischel von Geraden, so 
liegen im Allgemeinen auf jedem Strahl zwei weitere Punkte der Curve; 
in den sechs Beriihrungsstrahlen, zu welchen die sechs Parameter 
co, 0, 1, 5, # a gehéren mégen, je zwei zusammenfallende Punkte. 
Man kann demnach jeden Punkt der Curve eindeutig bestimmen durch 
den Parameter x des zu demselben gehdrigen Strahls in Verbindung 


' mit dem Vorzeichen des Wurzelausdrucks: 


(2) VX =y2x.1—2.1—#2.1—2Pae.1—pz, 


welches wechselt, wenn x durch einen jener Beriihrungspunkte dureh- 
geht. Seien nun zwei hyperelliptische Integrale erster Gattung gegeben: 


(3) wm [BEE ae ; © = ("Fx dz. 


Fiir die zu den Schnittpunkten a,, 2, .... 2 Zmn (je mit dem ent- 
sprechenden Wurzelvorzeichen) einer Curve m. Ord. mit der gege- 
benen Curve gehérigen Integrale : 


Gi, ss. . Mee 


ei Soe 


bestehen dann nach den Abel’schen Theorem die folgenden Glei- 
chungen, in welchen a, b die den Tangenten des Doppelpunktes zu- 
gehérigen Werthe des Parameters x sind, VA, V B die entsprechenden 
Wurzelausdriicke bedeuten : 


4m 4m 
2 u; =const.; 2 4; =-const.; 
1 


(4) 


S vz — vA VX—VB 
‘\ daz = const. 


(a—x)VX ~ (b—a2) VX 


(Vgl. Clebsch eae Curven, deren Coord. ellipt. Funct. ete.“ §. 8. 
Journ. Crelle- Borchardt Bd. 64. Die dort gegebene Herleitung gilt 
fast wortlich fiir den vorliegenden Fall.) 


Man kann nun mit Hilfe der von mir a. a. O. gegebenen Aus- 
dehnung des Hermite’schen Satzes beziiglich der Quotienten von ellip- 
tischen Oproducten auf hyperelliptische Functionen der letzten der 
obigen Gleichungen eine bequemere Gestalt geben, wie ich a. a. O. 
8. 276 gezeigt habe. Bestimmt man noch die Werthe der Constanten 
rechts (ib. 8. 282), so erhilt man anstatt der Gleichungen des Abel’ 
schen Theorems die folgendgn: 


5 * 
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> u; =m(a+p)+k 


4m 
2 ui = m(ae+ P)+ Kk 
(5) 4" 
Pai (& — Uy) Pgi(@ — Up) - ——— Um) 








P1(B — U1) Pay(B — Uy) > +--+ Dai (6 - Um) 
be: Pov (B) Pru? (ee) Poy? (ae) |” a b+e-Atie—F) . 
Poo® (&) Pio? (B) Pai? (B) s . 


wo k=p.ian+p.0+¢4.44+¢.& 
K=p.O0+p.in+tq.e'+¢.¢é 
und die Factoren p, p’, q, ¢, h ganze Zahlen sind. 





P31» Poor Pior Px Sind hyperelliptische ©-Functionen (nach den 


Bezeichnungen von Rosenhain**)) und der Kiirze halber je mit nur 
einem Argument geschrieben; also z. B. ,,(a) statt-p,,(@, «); ix, 0; 
O, im; &, & 3 €, & sind die 4 Periodenpaare der hyperelliptischen 
Functionen***); endlich sind @, «@ und £, fp’ die zu den Parametern 
der zwei Tangenten des Doppelpunkts gehérigen Integrale wu, w’. 


2. An Stelle der Curve m'** Ordnung mége nun eine Doppeltangente 
treten, welche die Curve vierter Ordnung in den Punkten 2, und 2, 
beriihrt. Alsdann gehen die Gleichungen (5) in die folgenden iiber: 


6) my mp ETO ES ap ye ete EF, 





Psi(e — Uy) Pai(@ — My) __ Poo (B) Pro (&) Por(@) | Fes ~ : (e—A)+ fa’) 
Gu (B = u;) Pa (B — Up) — WU) Poo) Pyo(@) ei (B)  ~ : 


Diese 3 Gleichungen mit den beiden Unbekannten z,, «, kénnen, wie 
ich a. a. O. bewiesen habe (8. 280), nur neben einander bestehen, 
wenn von den ganzen Zahlen pq p'qh die Gleichung erfiillt wird: 


(7) +1 G+) +pqt+h=0 (mod. 2), 


was auf 16 verschiedene Arten erreichbar ist. Es giebt also 16 Doppel- 
tangenten. Man kann dieselben in folgende Tabellen gruppiren: 





*) In der entsprechenden Formel auf §. 281 der citirten Abhandlung ist —~ 3 


statt als Factor, als Exponent von y, anzuschreiben, und h, mit dem Factor 2iz 
zu versehen. 
**) Mém. prés. 4 l'Institut. T. XI. 
***) Nach der Bezeichnung von Rosenhain ist: 
&=logp; *—=—2A; 3=—2A; s—logg. 
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Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkt. 





h=0 h=1 
Pap q Pa@ap¢qd 
2 le: 50 1 1.1/0 0 0 0 
eo ee ae a a eC 
ae a 1i3.};0 0 1 0 
(8) 4.) 1 1 0 oO i108... &.. 1 
S14 | O @ % Se a ae oe 
At a ee 16 | . .-.s 
a ee ee eae 
8 1 0 1 0 





9. | 0 “Tae oe 
10. | 0 10 0 


Stellt man nun fiir irgend ein Paar von Doppeltangenten mit den 
Beriihrungspunkten «,, x, und x, x, die Gleichungen des Abel’schen 
Theorems auf, so erhiilt, man: 


K 
t+ t+ wy + uy =—ae+B+s 
(9) : of 
yf tly + tty + ty = + P+ = 
ae oe Bs es 
(9) Pai (@— Uy) -Pay(@— ty) __ F Poo (B) Pro (@) Par (ee)? (42 + ; (¢—fA) + (e—8) 


Psi (B— Uy) -+- Pay (B—wey) — L-q@ag (ee) P10(B) os (B)- 


K=P.in+P’.0 +9.44+Q0.8 
K'=P.0 +P. it+Q.63+¢. 8, 
und wo ferner: 

P=pt+p; P=p+n3 
Q@=ata;, CHItH; 
(P+)@+)+pa¢ +h =9 (mod. 2) 
(MAD +1) 4+ p/ a +h, =9 (mod. 2). 

Die Gleichungen (9), (9°) entsprechen dem Schnittpunktsysteme einer 
allgemeinen Curve zweiter Ordnung, welche die gegebene Curve vierter 
Ordnung in 4 Punkten beriihrt, und welche, wenn inshesondere noch 
die Gleichungen (10) erfiillt werden, in ein Paar von Doppeltangenten 
degenerirt. Die PQP’Q’H konnen die Werthe 0, 1 annehmen. Dies 
giebt 2° Lésungssysteme, deren jedes einer einfach unendlichen Schaar 
von Kegelschnitten, welche in 4 Punkten beriihren, entspricht. Jede 
derselben, mit Ausnahme der beiden durch 00000 und 00001 
charakterisirten, enthilt, wie man leicht erkennt, 4 Doppeltangenten- 
paare, welche wieder nach dem Werth von H so einander. zugeordnet 
sind, dass immer zwei alle 16 Doppeltangenten enthalten. Hiermit 
ist der eingangs erwiihnte Satz bewiesen. 


wo: 


H=h-+h, 
(10) 


710 A. Brite. : ‘ 


Die 15 Systeme, deren jedes alle Doppeltangenten enthilt, sind 
in der folgenden Tabelle, welche mit Hilfe der in Tabelle (8) einge- 
fiihrten Bezeichnungen vereinfacht worden ist, zusammengestellt. In 
derselben beziehen sich die rémischen Ziffern auf die 15 Werthsysteme 
P, Q, P’, Q; die arabischen Ziffern auf die Werthsysteme p, q, py’, 
q, bez. p,’ ete. Die Untereinanderstehenden bilden je ein Paar. 





| I | _ ) = | IV | es 
[44710 


















































H=1 246 8}3 95 4/4 12 8/5 7 3 
=F |i 12 15 16/11 14 15 16] 11 15 16 13] 11 12 14 13/11 12 14 16 
H—o|2 © &13| 3 5 712) 1 6 812) 5 6 715) 1 2 4 
be: $ 8 914) 110 913) 2 71014) 9 81016] 8 10 91 
‘ | 7 ee en 7 | * aot sae 
|6 5 21017 5 1 8|8 9 2 7/9 810 3\10 9 1 6| 
(11 12 15 13/11 14 15 13/11 12 16 13/11 12 14 15/11 14 16 13 
13 414, 2 3 42/1 3 414] 1 2 4432 3 422 
9 7 816) 9 61016) 510 6 15/6 7 516) 5 8 715 
TS ee ee XV XVI 
210 7 3/2 59 1|3 18 6/10 8 4 5/764 9 
13 15 16 14] 12 15 16 14| 12 13 15 16| 12 14 16 13/12 14 15 13 
15 811|3 6 711/25 911/12 8n] 12 31 
4 6 912] 410 813) 4 710141 7 6 915/10 8 516 








3. Die Doppelpunktsintegrale «, 6 kénnen in besonderen Fiillen 
in halbe Perioden iibergehn. Dies geschieht dann, wenn fiir eine der 
von dem Doppelpunkt aus an die Curve zu ziehenden Tangenten der 
Beriihrungspunkt in den Doppelpunkt selbst hereinriickt *), dieser also 
zugleich ein Wendepunkt wird. Aus der Gleichung (1) der homolog- 
harmonischen Curve erkennt man sofort, dass fiir diese beide Doppel- 
punktstangenten zugleich Wendetangenten sind. Bringt man dieselbe 
durch lineare Transformation auf die Gestalt: 

2*(1 — A®ax) (1 — wx) — a(1 — 2) (1 — x? x) = 0, 
so entsprechen jenen Tangenten die Werthe 2 = ai = - : 
Dies sind fiir unsern Fall die oberen Grenzen a und b der Inte- 


grale « und #, wiihrend die unteren Null sind. Daher wird nach 
Rosenhain (bis auf ganze Perioden): 


*) Die oberen Grenzen fiir die Doppelpunktsintegrale sind die den Tangenten 
im Doppelpunkt entsprechenden Parameter des Biischels. 
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Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkt. 


w= deint 4-0 $4 thee 
e=f-0 +h-inth-e/+ 4-2, 

B= }-ia+}y-0 +4-4 

B= 4-0 heimt yee. 

Diese Werthe sind in die Gleichungen (5) des Abel’schen Theorems 
zu substituiren. Insbesondere erhalt man fiir die Beriihrungspunkte 
%,% einer Doppeltangente (6): 

(11) Wt m= fy +S; w+ w= fet 4. 

Wenn nun fiir eine andere Doppeltangente mit den Beriihrungs- 
punkten x,, 2, sich die Summe fk, um $e, von k, die Summe &,’ um 
$¢,' von k’ unterscheidet, so wird +e,-++ 4% bis auf ganze Perioden 
gleich —j4e,-+ 4%, daher: 

(12) Uy ly = — (Uy Fy) 5 yf y= — (U5 Uy) 

bis auf ganze Perioden. Hieraus folgt aber einzeln: 2, = x,; 2%, = %y 

wihrend die entsprechenden Werthe von VX entgegengesetztes Vor- 

zeichen haben, so dass also: 

(12+) Ut, = — ts} Uy = — Hy. 

Daher liefert die dritte Gleichung (9°) des Abel’schen Theorems: 
a—u & — Us) Pa (@ + u a + Uy) in 

(8) LG —w) eu —W) oul8 w) ob w) CeO 

oder, unter Benutzung des erweiterten Hermite’schen Satzes (8. 274 

der cit. Abh. oder ib. 8. 276, IT.): 

(134) . (1 — AP a4) (1 — AP mg) im 


— e. const., 
wo const. bloss von x, A, w abhingt. Die Gleichungen (12), (13) 





(1 — waxy) (1 — Pay) 


- 


‘charakterisiren (§ 2.) zwei vierfach beriihrende Kegelschnittsysteme, 


fiir welche (I. 9) jede der Zahlen P, P’, Q gleich Null, Q gleich 
Eins und H gleich Null oder Eins ist. Es sind dies die Systeme XIV 
(§ 2., a. Ende), welche die Doppeltangenten in der a. a. O. aufge- 
stellten Gruppirung enthalten. In dem vorliegenden besonderen Fall, 
wo noch die Gleichungen (12*) bestehen, liegen die Beriihrungspunkte 
paarweise auf Geraden, die durch den Doppelpunkt der Curve 4'" Ord- 
nung gehen, und zwischen deren Parametern die Gleichung (13*) be- 
steht, welche aussagt, dass das Biischel ein involutorisches ist. 


Darmstadt, im Mai 1872. 





Kinige Betrachtungen tiber die Gleichungen der Hydrodynamik.. 


Von D. Bosytew in Pererspure. 


Bei allen Betrachtungen iiber die Wirbelbewegungen der Fliissig- 
keiten wird die Reibung zwischen den Theilchen derselben unberiick- 
sichtigt gelassen, wiihrend doch gerade durch diese Bewegungen die 
Reibung erzeugt wird; es muss daher wiinschenswerth erscheinen, bei 
derartigen Untersuchungen die von der Reibung abhingigen Glieder 
mit in den Kreis der Betrachtungen zu ziehen. Diese Aufgabe habe 
ich in vorliegender Abhandlung zu lésen versucht und habe zu dem 
Zwecke: 

1) Einen allgemeinen Ausdruck hergeleitet fiir die hydrodynamischen 
Gleichungen in einem beliebigen Coordinatensystem. 

2) und 3) zu zeigen versucht, in welcher Weise einige der von 
Helmholtz gefundenen Gesetze fiir die Bewegung der Wirbelfiiden 
durch den Einfluss der Reibung modificirt werden und 

4) endlich nachgewiesen, dass der sogenaunte hydrodynamische 
Druck nicht explicite von der Reibung abhingt. 


$ 1. 
Die bekannten hydrodynamischen Gleichungen von Stokes*) 
d U, 7) V oO 08 P 
(I) Q (3 —?*) +E _— ud,u, —— 5 oz, 0 = 0, (s = iE 2, 3). 


o=8 Ou, 7 de 


(II) = 2a 3 tee =0 


fiir die innere Masse der Fliissigkeit, und: 


*) Transactions of the Cambridge Philosophical society, Vol. VIII part. III 
(1847) s. 297 ete. 


s=3 
*) 2 (A, = Ait 42+ As. 
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Ueber die hydrodynamischen Gleichungen. 


. ; aL ou, | "55 aL ou, 
(Tl — p— 26) +4 By ¥ 2 da, da, + 2 az, a + 


"TE (s=1, : 3). 


64+ @)+ 6 Gg» * 


fiir die Oberfliiche ( = 0) der Fliissigkeit, lassen sich in einer anderen 
Gestalt ausdriicken, in der sie allgemeiner werden. Zu diesem Zwecke 
will ich sie auf ein beliebiges- Coordimatensystem (4q,, q., q3) be- 
ziehen. 

Es ist aber néthig, erst einige Ausdriicke anzufiihren, welche bei 
diesen Transformationen vornaianen. 

ua) Wenn h,(k = 1, 2, 5) der Differentialparameter erster Ordnung 
der Oberfliiche q,, und @;,; der cos des Winkels zwischen den Richtungen 
der h; und h;**) sind, so hat man: 


1 0L 
(Ill) P 2%, 


sa 8 CG 04 


—_— = hh; o;; == h,, = hj; 


(4) a Ox, On, -_ sf 


b) Setzt man: 
06, 
Q= =— k= 8. 35 
k 0% (k 2, 3) ’ 
wo 26, eine unendlich kleine Verschiebung liings der Coordinatenaxe 7) 


«, und @q; dic ihr entsprechende Aenderung der Coordinate q bedeuten, 
und bemerkt, dass 


s=3 Ox, 0% 
© Fal Fal — 8H), 
so findet man: 
™ s=3 Ox, Ox, 
(5) z= 04, The ij Ay = a; = 4; TT), 
*) In diesen Gleichungen bedeuten: 2,, 22; 2, — die Coordinaten x, y, 2; 
Ox; . . 7) 
u; = api V ; V — das Potential der fiusseren Krifte; @ — die Dichtigkeit der Fliissig- 
keit; p — den s. g. hydrostatischen Druck; w und » — die Coefficienten der inneren 
=8 ° 
und iiusseren Reibung ce = d u,; w, und andere unterstrichene 


85 Tt ~ ot s—1 02, 
Zeichen beziehen sich auf die Oberfliiche des begrenzenden Kérpers. 

**) Somoff Moyen d’exprimer directement en coordonnées curvilignes quel- 
conques, orthogonales ou obliques, les paramétres différentiels du premier et du 
second ordre et la courbure d’une surface. p. 3. (Memoires de l’Académie Impériale 
des sciences de St. Petersbourg: VII. Série, Tom, VIII N. 16.) 

*#*) Somoff. 1. c. 8. 18. (@o3 = @,, @3, = Wg, Wyp = Ws). 
+) Somoff. lc. 8. 3. (aj =a, a=, a, =). 
Tt) Somoff. Lc. S. 3. (agg =A, Agy = we, Ayo = v); und S. 25, 
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wo 
ij a cos (@;, a;) ° 
c) Macht man 
6 om Sey 2S... 
(6) =z ON O42 09 


so kann man die Ausdriicke bilden: 





0% O92 69, 21 7 
(¥) 2 +; Ox, CX 0x, @ 
1 
(8) 2+ hy hy hss = a 
1, Arey Ais 
(9) 2+ Gy; y.43; = @ = A = a,*a,*a,*| Ay, 1, dgg | 
Asi, Ago, 1. 
Erwigt man, dass 
. 1 aA * 
(9 bis) hin = 4 a ), 
so hat man . 
inne ( rahe aa a 
(10) EB due {? roe! ote j > é 
k=1 » wenn i=). 
d) Dazu hat man noch 
(11) —_ dx, 0%, =|» wenn i >) oder j >i 
= 0%, Ox; , Wenn i=). 
e) Denkt man sich die Gleichungen: 
=3 a 04" t= * an Oq k=3 dy og 
ts Om, 9% 2 OU + Oa, OU __ 
(il bis) = O”“ Ox, - 1, , CU dx, i 0% Oxy, 


: . Ox, Ox 

respective mit 27, 2% : 

P 645’ 093’ ©4%s 

erhalt man mit Hilfe von (5): F 
Oa, = &=3 OU 
Cds k=1 

und auf thnlichem Wege findet man, dass 
Cx i= 8 OX 

12 —= 2 Qiz—: 

(12) OG -a=1 ** Ox, 


Dasselbe System (1i bis)', nach oe 


CE OX: | 
0% 1| On’ O% | 
0x, w| Ox Oa, -- 
| oa? oa 
und 


*) Somoff. 1. c. S. 28. 


—— multiplicirt und zu einander addirt , 


Dar, aufgelést, ergiebt 


5(@ 
(57) 


so 








(13) 


(it 


mit 
find 
(14 


de 





so 
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(13) ee oe 


0x, 





Wenn man aber ein anderes System, way z B.: 
te 3 00, 9%  , "FS da, Om =3 da, O% a. 
—_ 


er 0% OX? py ON OMe” ga ON Oa, 


(11 tr.) 


+, Os O42 O94 ery . . Oxy 
mit a? Sar Sa multiplicirt und addirt, oder nach t. 
findet man mit Hilfe von (4) und (7): 
oq, F=3_ QO 
(14) ha 2 hu ya 


ox, 
. Ox, a(n ) 
(15) 6, ° (ea 
: "s 
(ra) 
f) Es ergiebt sich leicht, nach (5), dass 


™ Om; Oa; 0a; ; es e x, k) 
(16) (5 re | ee ‘) = > =f* 
0q, © 04 = O% s=1 inte Fe ia 


auflést, so 








ist. 
g) Es werden, in den Gleichungen (I) und (III), die Gréssen 
_— OUg Ou; — oa os fiom on ~ i 
=1GR- 52) &=3 ca)» &=4 oa) 
d. i. die Saiieinisanteatediilia’s des indiana nach 
den drei Coordinatenaxen eingefiihrt. 
Man_erhalt dann die Ausdriicke: 














du Ou, 
pi = 9 
dt AH s+ l, 
8 
coos — 4n,; 
- Ox, 
dabei sind: 
e=3 : 
Foi Z 3, : 
eas 2 e 
; Bet, Uy, Uy Us, Uy th, Me 
19 
&, ws E;, E, | Ei, E. | 
jo ks? Qn ) _ (28 0 & = (5 | a oo 
mn =4G3— oa . m = 4G dx,’ t oa) 


Die beabsichtigte Transformation soll in den Summen: 


*) Helmholtz: Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche 
den Wirbelbewegungen entsprechen, Crelle’s Jeurnal, B. 55, 8. 31. 
(6: = &, 5S2= 4. &3 = 8). 











63 s=3 
Zz ¥,0z7,=— = 
(IV) s=1 s= 
> S,dx, = (11 
(vy) 
eS 


ausgefiihrt werden. 


Differentiiren wir x, = fonct. (q,, qo, q3) nach ¢, 
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(0% + 4un, Ja. t-+202-+(0x,) u,é+00(T—V) 


+ 6(p— **0). 


oa — 2"é@) ene 
+ (62) - -& + 


s=3 n=3 OL Ou, 

z= é@z, = = a 

s=1 n=1 CX, CX, 

s=8 

> (us — u,) Ox, 
1 al 


s= 


¢ 


17 x, “= Ox, 
ay) eo og 2 5H 
oder nach (12) 
k=3 Ch é=8 3 k=3 eo" 
(18) “= = — a Oni Vi — = Vr - 
k=1 O%s 5 =1 =! Cx, 
wo 
“ ‘=s oT 
(18 bis) Pa = = aid = az > 
‘ é=t ON 
i=3 j=3 7 i=3 j= 
=}$ 2 2 ajgig=s = = hi; pip;*) 
jaz 3 Jush 1 458 
sind; da weiter 
04 
ta 
oe 
errr 
so folgt hieraus 
s=3 Ou. s=3 7 k=3 Op, Oo” k=8 OP; 
(19) Z =-6%=— 5 62, 5 = = On =: 
sa Ot s=1 kai Ob O02, =t ot 


Ferner erhiilt man aus (18) 


bemerkt man, dass: 


ist, so findet man: 


22, — 


setzt man: 


(19 bis) Q =4 “ 


*) Somoff. lL. c. 





OX 04% 

k=3| Oa’ Oa, 

9 pa. 7 < 
25,= 2 Op Op 
s23 “Pk k 





Ox,’ Ox, 
OP, ‘> CP, 04; 


om, imi OF; OX 


=3 (=3 Op, (CY 049; 
‘S > e (6 k 


k=1 t=1 °%, \O, Os 


8. 3, 4 


OG CN) , 
OX2 CX, ? 


oP) _ (Ps __ OP _ 1 (Pr1__ Pr 
oa)? ®, my Cr 04s )» % = t Cr om 


so erhalten wir: 





(20) 
so f 
(21) 
und 


(22) 


(23 
wo 


(24 


(25 


sini 
(26 
(27 


3in 
das 








V) 


ir: 
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j=3 Q; 
(20) Vy= 2 Any = 
jai 
so folgt hieraus bei Riicksicht auf den Ausdruck (15) 
3 \ a 1 = > Oa, a = =s 0x, 
(21) E = a 2 04; Q; 5 t,—_ + 2 04; Q; 
und nach (12) 
, ned 1 jw8 &==3 Ou k=3 0q, 
(22) E, = Pe Fz Q; ~ dx, i = = 1 de, V; . 
Auf iihnliche Weise ergiebt sich aus: (22) 
k=3 Ou 
(23) VS 
wo 
‘ 1 j=38 
(24) Ey =—_-— = Aj 0; 
@ Jf=i 
i av: ry) 9 1 (2% _ Mi) 9-_ 4 0Ms_ aM 
ms a =4(, Os 0% aie’ Aer aq) ald i 0% aa) 
sind. 
Erwigt man, dass 
26 3 ‘= 0x, 
( ) Xs — =. 04; 04; . 
. 3” i=8 1 OL | = 1 oL* =s dx, * 30x, . D * 
2%) 5 ae! P 04, 0x, 2 P 04, 20a, i OU haan PO) 


sind, sal benntzt man die Ausdriicke (17) und (21), so findet man, 
dass jede der Determinanten 
T+ (Ox) mF, BA (Os) 5 
als ein Produkt von anderen Determinanten 
Oa, OX, 


Ox, ‘ 
1+ 5a, Da 04 2+ On) & >, 


Ox, OX, OX yg, M Q. 
2+ 4, D4: 04s 2 ait +0 4) (h, cos (Ph,)) : 


darstellbar ist, und man erhilt: 
(28) 24-(0a, )u.Es—=2+(0q, )qo'2s 5 E4(d2,)2" AbD 4(941) )(h, e0s( Ph,)) Qs. 
Man erhiilt aus id 


n=3 ¢ 2b Ou, =3 Ou, Ox, 
= Pp Ox, dn, =e (= hs cos(P hj) 2 1 Oa, 04, 


4 


e==2 


s=8 ; Ou 
= » h; cos(Ph; — 
2, b; cos( Ph;) 4,3 


durch Differentiation von (17) ae q; folgt: 


Ou, fr 0x, 0q; i=3 Oa, 


ee 


Pract 049,04; Gi 


dg, — 2, d4, 04, 
daher, mit Riicksicht auf (26): 


*) Somoff. 1. c¢. S. 8 und 7. 





78 D. Bosytew. 


e=8 n=3 1 aL Ou, 
ie | . a=l1 P Ox, 0x, 
k=3 0g; *=3 Ox, dx, 53 Gx, dx, 
pam 2, Ok = h; cos(Ph,) = =(% = da, O% + di 5 54,04, 7) 
mm nach 6) Ba (16) 


k=3 i=8 a 
(29) = 2 dn = h; cos(Ph;) (ais 5% — + aif’). 

k=1 j=l i=1 Lj 

Endlich ist: 
e=8 k=3 
’ Zi — stam 6) %s- 
é=:3 §=:8 * 

(31) Pte SE hy, CE PL *) 


i= 1 j= 1 = 049; 04 
1 a= 8(@4) * 
@r=1 0% 

Wir kénnen jetzt die Ausdriicke (19), (23), (28), (29) und (30) 
in die Summen (IV) und (V) einfiihren, wobei wegen der Unabhiingig- 
keit der Gréssen g, von einander die Coefficienten der willkiirlichen 


Aenderungen 0q einzeln verschwinden miissen. Dies liefert die 
transformirten Gleichungen: : 


a(v— Fe) 


T—V 
(VI) ea + @ 2 a + = + 4u Fk, + 209A; = 0. 


(33) A, = (q,'23 — 93'2,), Ay = (G32, — 9)'25), As = (H 'Q, — q,Q)). 


(32)  O= 


OP 


‘ ,a£8 j=8 s=8 
win — p—2ue) > oa, a 46 = h; eos (Ph;) = (aina% ig, “+ qj ft) 


— 2uK, + v (pi — p,) = 9. 





(34) K, =(Q;h, cos(Ph,) — Qh, cos(Phs)) . . ete 
Die Ausdriicke (21) und (22) lassen sich auch so schreiben: 
j=3Q; Oa, 1 24; . 
iE ages BE Vip oat 


Q. . " 
hieraus ersieht: man, dass * a; nichts anders, als die Componente nach 


der Coordinataxe a;, und V;h; die Componente nach dem Differential- 
parameter h; der augenblicklichen Rotationsgeschwindigkeit R des 
Elementes der Fliissigkeit sind; folglich: 


*) Somoff. |. ¢. 8. 7. 
**) Somoff. 1 e¢. 8. 15, 16. 








aut 


(38 


(3¢ 
(4 
Sei 
ha 
aus 
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8 Q; Q 
(34 bis) R? = ‘= . ay = ZS Vi EE VV hy. 
i=1j=1 © @ i=1 j=t 
Ferner folgt aus den sindeeean (19 bis) und (25), dass die Gréssen 
Q; und 6; folgende Gleichungen zu Identitiiten machen: 


k=3 02, 
35 = ~—=0 
(99) k=1 O% 

k=8 00, 
36 =~ =0 
(36) k=1 O% 


Ich will meine Betrachtungeu nur auf tropfbare Fliissigkeiten be- 
schrinken, fiir welche 6 = 0, das heisst: 

‘Ss 00g) _ 

k=1 (0% 

Wenn wir die Ausdriicke (18 bis), (19 bis), (25), (35), (86) und (37) 
betrachten, so bemerken wir, dass 6; und E; ebenso aus V; und Q,, 


wie diese aus p; und gj@, gebildet sind; wenn solche Bildungsweise 
auch umgekehrt fiir gj@ moéglich wiire, so hiitten wir: 


(37) 





: &=8 ag 
qo= D; + oz — hy; 
k=1 O% 





@®) aN, an 
D, =4(G2— Ga) +: ete. 
1*=3 
(39) N; = => — - Mea; 
k=3 0M, 
(40) ‘i = aa =0,A,Q=0. 
k=1 O% 


Setzt man diese Ausdriicke fiir gj@ in die Gleichungen (19 bis), so er- 
hilt man ein System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
aus welchen man, wenn die Q; bekannt sind, die Gréssen M; mit 
Riicksicht auf (40) bestimmen kann. 

Bei dem gewohnlichen, rechtwinkligen Coordinatensystem nehmen 
die Ausdriicke (38), (39), (40) und (19 bis) die bekannte von Hel m- 
holtz gegebene Form an: 


=D, +58, 4,Y=0, N;= M,, 


s=3 N, 
Boe 0, Oe PM. 


s=1 Ox, 
Im Falle des ecylindrisch-polaren Systems, wo: 
L=%, P=", V=Y, 4=A,—=1, a,—=r, 4=0, ,=0, hy =h,=1, hy=— , 


@ = yr, erhalten die vorigen Gleichungen die Form: 
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* eciee” __ 0 (Mr) . 2g 
egr=4] (2) am) 4, ae? 


Hivved (vag - ica) aw “i 
poe. (2) 4 at 








Og’ 
om, a 7 OM, __ 
A. 29=0, “-— + + = 0 
(4 
r 
9° aM, : “Or 1 aM, 
t= — toe tae OF Oe gt: 
, OM, om) 
ete i e 1 or 1M, , 2 OM, 
4 oz Or + 72 dg? += 
“(4 1 0M,r 1 OM,r ) 
os r oF 3 T Or 1 @M, 2 OM, }- 
Q, — 7. a? + or + re ag? + r Oo 


Wenn Q, = 0, 2, = 0, @ =O und die Bewegung von » unabhingig 
ist, so wird: 

pe 4 one er ae , OM;r 

(41) toe 


9h ed » 1 Mgr 
C 
Don “(et = ip <a oz ) 
3 De 
Die Gleichungen (41) sind dieselben, welche in der Abhandlung von 


Helmholtz*) mit (7b) bezeichnet sind, das dort vorkommende 


Zeichen y ist gleich dem hier gebrauchten: — =. 





8. 2. 


Das von Helmholtz gefundene Gesetz:, ,,das Product aus der 
Rotationsgeschwindigkeit und dem Querschnitt ist in der ganzen Linge 
desselben Wirbelfadens constant‘‘**) welches durch die Gleichung (35) 
bewiesen wird, verliert durch die Reibung seine Giiltigkeit uicht; es 
miissen demnach die Wirbelfiiden geschlossen sein. Um zu zeigen, 
dass die. anderen, die Bewegung der Wirbelfiiden betreffenden, Gesetze 


*) Lc. §. 50. 
#*) Lc. §. 36 
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ihre Strenge verlieren, wollen wir zu den Gleichungen (VI) zauriick- 
kehren. 


Indem wir, nach (37), @ = const. setzen, liisst sich die obige 
Formel so schreiben: 


(vIn) >t 2 “* Ey +24, =0(k = 1, 2, 3), 
0 =F — 58h 


aus diesen Gleichungen kann man durch entsprechende Differentia- 
tionen und Subtractionen U Big und erhilt dann: 


| OQ) OA, A; 2u OF, OE; ( 

= oo - = 
| ot + 04s 042 7 @ \04q 0% 
Q OA OA 2u (OLE. OF 

492 J 0% “4 D eee 4 io Rt 
aa E > Cm  — 0%s Fo ia dae) 
€2,-, OA, 0Ay 4 28 cE, O8,; 

_— =(), 
+ Od OM 2 ban) 


Beriicksichtigen wir ferner noch, dass zum Beispiel: 











Gs @, ay » 2 @ 
| Q,, @ 2 Q, 
OA, OA;,_ te o? +s | @ fs 
04s 7 043 0G 
k=3A(qg,@) | k=3 a (2) k=3 9Q 
=30(q..@) = aa, a Can 
a 2 +H El de ~% {8 bo! Boe 
@p—2 O%% k= O% Od k=e ON 


ee 
- fe a— & Q, ’ 
an Ou" Od 


so nehmen die Gleichungen endlich folgende Gestalt an: 








° a(*) k=3 Q. ng” an ou 
Not "3" OG =u (OR, ak, 
dt k=1 9 O% @ 04d as ) 

d({ = ea =e sae aes 
(43) C) me oe . 22. me . 2 
dt aa @ 0% e On 043 
l — P 
; “G zB ‘> 2 04: _ 2u # Ge ae - 
k=1 0% 0% oa) 


Hieraus ergiebt sich 
1) Wenn fiir ein Molekiil die Anfangswerthe & gleich Null sind, 
@ 


so kaun es doch in die Wirbelbewegung eingeschlossen werden, wenn 


; : OF, OF, ; . 
die Glieder ( — ’) nicht — 0 sind. 
04; € q; 
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2) Das Product aus der Rotationsgeschwindigkeit in den Quer- 
schnitt eines Wirbelfadens kann nur dann bei der Fortbewegung con- 


dE, 0k ; 
stant bleiben, wenn ( -- *) gleich Null ist. 
04 0g; J * 


§. 3. 

Wenn in einer Fliissigkeit eine oder mehrere Wirbelmassen ent- 
standen sind, so werden sie durch Reibung an der Oberfliiche 
ihre lebendige Kraft allmihlig an die aumgebende Fliissigkeit abgeben. 
In einigen Fiillen liisst sich nachweisen, dass die ganze lebendige Kraft 
der Fliissigkeit durch die Gréssen R fortwiihrend vernichtet wird. 

Wenn wir die Gleichungen (VIII) nach Multiplication mit 
04, Gs, @G; summiren und iiber das ganze Volumen der fliissigen 
Masse integriren, so erhalten wir 


* 2? Ca,_m ° &é&=38 
44) | f [22 00g, 04, 0q, = Je V—p OD) Z garcos( Pay) ds 


*k > 
-4u J f= LG 0G, 090 Gs 5 


” k=390 
: ol OP, is 
weil: g = const, = = 2 * 
0 k=1 © t 


Lf [ee arqonra=J [Ved eeu J Ue? ? ) 0q,09,04, ete. 
ve e 1 


0q.0q, = + “* ds cos (Pa,)**) ete. 
und @ = 0. 
Nach einigen Transformationen und Integration erhilt man (nach 


(24), (25), (19 bis) und (34 bis)) 


° f* fb=3 (=3 
a zi Gk @ OG, OG, OG, = SIP? 2 PPO N24, aq, 
/Jede k- 


“+=3 B — 
= if 2 ae0s (Pa;) ds + } } J Raaq,04,045, 
wee 


=i 

wo 
B, = (p, V3 — ps V.), B, = (ps, V, —p, V3), By = (py, V2 — pp V1), 
sind. 

Dann nimmt (44) folgende Form an: 

oh. . 7 t= SAT OC . rae? A) i 

*) P= Lh; ; p;P;, =e = 0, o4 ng = o4 i ol =, Somoff. |. . 

S. 4. ot Ct 4 =1 OD, OF Op, 


**) Somoff. |. c. S. 14. 
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%=3 


(45) Sf ore?) @09,2q,0q, =— | 2X eT ¢a,cos (Pa) 0s + 
‘=I 


%=3 2uB, 
+f z (eV — p)g — = ‘) a; cos (Pa;) ds 


7 tu ff fBeraruon, 
oder 
hie ~p 2uB: 
a6) ff fs St a0, 0niG=f 2 ‘(er —p) Gi— — ‘) a; cos (Pa;)as 
—4u fff RR? 00q,0G204; 


wenn f b el gia cos( Pa;)o sumgekebrtin f If 2 aie 4, 04 , 09,09 


surtickgefiilert wird. 
Wenn die Filiissigkeit sich in einem geschlossenen Gefiisse be- 
findet, an dessen Wiinde sie so fest haftet, dass (qj)a, = 0 genommen 


werden kann, so verwandeln sich die Gleichungen (45) und (46) in 
folgende 

k 9 

Fi = cr =——4uf ff BR? 00. 9,0 4204s 


= pf 9 Tadg,04,04s ; 


das heisst in Worten: die Fliissigkeit wird zu dem Zustande der Ruhe 
streben, weil die Bewegungen, bei denen ein Geschwindigkeitspotentia! 
existirt, in-unserem Falle unmdglich sind*), 

Wenn die Fliissigkeit sich nach allen Seiten in’s Unendliche er 
streckt und ihre unendlich weit liegenden Theilchen im Zustande de. 
tuhe sich befinden, so wird nach (46): 


5s ciaaee 4u fff Boonen. 


Ks werden sich also die Wirbelbewegungen fortwihrend vernichten. 
5 Db 


§. 4. 
Suchen wir nun die Gleichung zur Bestimmung von p zu bilden. 
Maltipliciren wir die Gleichungen (VII) respective mit h,, und nehmen 
wir die Summe dieser Produecte, so erhalten wir: 


oa,” *= aU 4p 0 
a Shes + a 
¢ k=1 ON eS 


t=3 
+ 2 = Axhyx =(Q. 
&= 3 


*) Helmholtz. Le 
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Nun ist aber nach (18 bis), (20), und (9): 


k=3 &=38 
eo) ee * 2 Ger; = Ti Us 
i 


V, V; | Te s 


2 WM, 2 p> 2 Apes 
k=1 k 


@ OA OA yn 
= (Ai ga, + 4 dag + 43 5a 
oder nach (9 bis) 


&=8 
= J A, hy, ; 


@ = 8 
und analog fiir B, und B,. 
Auf diesem Wege erhilt man die Gleichungen: 
oq, j«kk=3 ; ; 2B. 
: cq aU 4u 9; 25; ‘ 
LX a, — Lh —— == ()(¢ = 1, 2, 3). 
(IX) Gy — Zhe Ge + HS 4+ SiO =1,.2, 8) 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit @, nimmt man ihre Derivirte 
in Bezug auf qg; und summirt sie, so Sadet man 
3 OB; 
aA,U —2 2 
=1 04; 
eine Gleichung, in welcher uw nicht explicite vorkommt; man kann 
demnach in gewissen Fiillen U als eine Potentialfunction einer Masse 


betrachten, welche im Inneren der Fliissigkeit mit der Dichtigkeit 
1 (= OB; 


— = =“ verbreitet ist, also: 
2m @ ;—1 09; 


Cas. “-_ 
U=— LL ff (2 55) = 04,994,093 » 


wo r —die Entfernung zwischen dem Elemente @2q,0q¢,2q, und dem 
Pankte, fiir welchen U gesucht wird, bedeutet. 
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Ueber Curven dritter Ordnung. 
(Fortsetzung des Aufsatzes: Math. Ann. Bd. V Seite 50.) 


Von H. Scurérer in Bresriavu. 


~ 


A. Die Focale mit einem Doppelpunkt. 


Herr Durége hat in seinem Aufsatze (Math. Ann. Bd, V Seite 83) 
den Fall untersucht, wenn die Curve 3. Ord., welche den Ort der 
Brennpunkte einer Kegelschnittschaar bildet, zerfillt in eine Gerade 
und einen Kreis; dies tritt cin, sobald sie zwei Doppelpunkte_besitzt. 
oder sobald die beiden erzeugenden Strahlsysteme in solcher projecti- 
vischer Beziehung zu einander stehen, dass jeder der beiden Asymp- 
toten des einen hyperbolisch-gleichseitigen Strahlsystems wieder eine 
Asymptote des andern Strahlsystems entspricht, was im Allgemeinen 
nicht der Fall zu sein braucht. Dieser speciellen Annahme geht der 
dazwischenliegende Fall voraus, wenn nur eine Asymptote des einen 
Strahlsystems der einen des audern entspricht, wihrend die beiden 
iibrigen ASymptoten zwei nicht entsprechende Strahlenpaare vertreten ; 
in diesem Falle erhilt die Brennpunktscurve nur einen Doppelpunkt 
und wird zu der von Quetelet untersuchten sogenannten focale a 
neud, tiber welche Herr Em. Weyr kiirzlich einige Theoreme zu- 
sammengestellt hat*), Dieselben ergeben sich mit allen Eigenschaften 
dieser speciellen Curve 3. Ord. in einfachster Weise aus der oben an- 
gegebenen Entstehung derselben und sollen im Folgenden kurz ab- 
geleitet werden. 

1. Seien (0) und (p) zwei hyperbolisch-gleichseitige Strahlsysteme 
mit den Asymptoten ss’ und ¢t’; seien dieselben in eine solche pro- 
jectivische Beziehung gesetzt, dass einmal in die Verbindungslinie 
op Theile entsprechender Strahleupaare hineinfallen (halb-perspecti- 
vische Lage) und zweitens die Asymptoten s und ¢ als entsprechende 
Strahlenpaare auftreten, dann ist zuniichst der Schnittpunkt (s, t) = d 
ein Doppelpunkt des Erzeugnisses der beiden Strahlsysteme; um so- 


*) Alcuni teoremi intorno alla ,,focale & neud‘ del Dott. Em. Weyr. 
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dann die projectivische Beziehung derselben vollstiindig festzustellen, 
bedienen wir uns (wie friiher a. a. O.) der Geraden {, des _perspecti- 
vischen Durehschnitts der beiden einfachen Strahlbiischel, auf welche 
die Strahlsysteme (0) und (p) sich reduciren lassen. Die Gerade & 
muss offenbar durch d gehen; denn da s zwei zusammenfallende 
Strahlen des Strahlsystems (0) repriisentirt, so wird auch der vierte 
harmonische zu op zugeordnete Strahl mit s zusammeufallen; ebenso 
beim Strahlsystem (p); also sind s und ¢ zwei entsprechende Strahlen 
der beiden reducirenden einfachen Strahlbiischel und d ist ein Punkt 
von &; ferner steht %, wie wir wissen, senkrecht auf op in dem 
dritten Schnittpunkte der Verbindungslinie op mit der Curve C®; wir 
erhalten daher die Gerade ¥%, indem wir aus d ein Perpendikel auf 
op fallen. Um nun entsprechende Strahlenpaare der erzeugenden 
Strahlsysteme (0) und (p) herzustellen, nehmen wir einen beliebigen 
Punkt «x dieser soeben gefundenen Geraden { und ziehen ox und px; 
alsdann miissen entsprechende Strahlenpaare in (0) und (p) einerseits 
symmetrisch liegen beziehlich zu s und zu ¢, d. h. den gegebenen 
hyperbolisch gleichseitigen Strahlsystemen angehéren und anderseits 
harmonisch getrennt werden beziehlich durch op und ox, wie durch 
po und px. Beide Bedingungen werden erfiillt, wenn wir uns um d 
einen Kreis geschlagen denken mit solechem Radius r, dass « und op 
Pol und Polare fiir ihn sind, d. h. 


r—=—daxz. de 


(wenn ¢ der Fusspunkt des aus d auf op gefillten Perpendikels be- 
deutet); die Tangentenpaare aus 0 und p an einen solchen Kreis er- 
fiillen offenbar beide Bedingungen und sind also entsprechende Strahlen- 
paare beider erzeugenden Systeme (0) und (p); ihre vier Schnittpunkte 
daher Punkte unserer C\, die sich jetzt folgendermassen construiren liisst : 

Legt man aus zwei festen Punkten o und p Tangentenpaare an 
eine Schaar von concentrischen Kreisen mit dem gemeinschaftlichen 
Mittelpunkte d, so scineiden sich je zwei an denselben Kreis gelegte 
Tangentenpaare in vier Punkten, deren gesammter Ort die Curve C®) 
ist und die beiden iibrigen Paare von Gegenecken eines solchen  voll- 
stiindigen Vierscits sind conjugirte Punkte der Curve C) dritten Grades 
mit dem Doppelpunkte d. 

2. Es ist leicht, auf jedem durch den Doppelpunkt d gehenden 
Strahl G den noch iibrigen dritten Schnittpunkt mit der Curve C® 
zu finden: wir fallen aus o ein Perpendikel auf G, verliingern es um 
sich selbst bis 0’ und ziehen po’, welches G in dem gesuchten Punkte 
y treffen wird; denn da yo und yp gleiche Winkel bilden mit 6G, 
welches durch d geht, so werden sie Tangenten eines gewissen, um 
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p beschriebenen Kreises sein, also ihr Schnittpunkt y ein Punkt der 


C®. Wir kénnen hiernach dieselbe auch so definiren: 

Ist ein Dreieck odp gegeben, so ist der Ort eines solechen Punktes 
y, von welchem aus geschen die beiden zusammenstossenden Seiten do 
und dp gleich gross (d. h. unter gleichen Winkeln) erscheinen, cine 
Curve dritten Grades mit dem Doppelpunkt d. 

Dies lisst sich auch noch anders auffassen: Der Punkt y auf der 
Geraden & hat die Eigenschaft, dass er unter allen Punkten auf & 
derjenige ist, fiir welchen, wenn 

a) die Gerade G zwischen o und p hindurchgeht, die Differenz 

der Abstiinde des Punktes y von den beiden festen Punkten 
ound p ein Maximum ist, 

b) wenn die Gerade © die Punkte o und p nicht trennt, die 

Summe der Abstiinde des Punktes y von den beiden festen 
Punkten o und p ein Minimum ist; 


wir kénnen ihn daher den Maximums-Punkt der Differenz oder Mini- 
mums-Punkt der Summe fiir die Gerade G in Bezug auf die Ab- 
stiinde ihrer Punkte von den beiden festen Punkten 0 und p nennen, 
je nachdem die Gerade ( die Punkte o und p von einander trennt 
oder nicht; auf jeder Geraden ( giebt es immer einen einzigen be- 
stimmten Punkt dieser Art und dreht sich die Gerade @ um einen 
festen Punkt d, so beschreibt ihr Maximums- oder Minimums- Punkt 
die oO”. 

Dass die Verbindungslinie yd eine Halbirende des Winkels oyp 
sein muss, erscheint auch als specieller Fall der allgemeinen und 
fundamentalen Eigenschaft der Brennpunktseurve ohne Doppelpunkt, 
welche wir friiher so ausgesprochen haben: 


,» Wird irgend ein Punkt der Brennpunktscurve mit allen Paaren 
conjugirter Punkte derselben verbunden, so erhilt man ein hyper- 
bolisch -gleichseitiges Strahlsystem.“ In unserem speciellen Falle ist 
nun im Doppelpunkt d ein Paar conjugirter Punkte vereinigt, folg- 
lich ist yd allemal eine Asymptote des Strahlsystems (y) und halbirt 
also den Winkel zwischen zwei Strahlen nach irgend zwei conjugirten 
Punkten yo und yp. Eine solche Gleichheit von Winkeln tritt aber 
auch bei der allgemeinen Brennpunktscurve C® auf: 


. ,,4ieht man von irgend einem Punkte @ der allgemeinen Brenn- 
punktseurve C® zwei Strahlen nach zwei beliebigen andern Punkten’ 
derselben ) und ¢ und nach den conjugirten 6 und y, so ist allemal 


xy bac=<x Bay. 


Hieraus folgt eine interessante metrische Eigenschaft der Breunpunkts- 
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curve, welche Steiner angegeben hat*) und die hier nachgetragen 
werden midge. 


Wir haben: 


ab sin(ach), wy _ sin(eby), a6 _ sin (ayB), we __ sin (Be) 
ac sin(abe)’? ab”~—ssin(ayb)’? ay sin {aBy)? ap sin (ee) 
da nun (abe) = (aby) 
(ayb) = (a7) 
(aBy) = («Be) 
(ae B) = (ach) ist, so folgt 


ab. ay. ap. ae 


- = DY ¢ ers veste : 
as. abcee. wo 1 oder anders gestellt 
4 ab.ap ac. ay 
(r) ad. «Bp ~ e ay d. h. 


Sind aa, bB, cy irgend drei Paare conjugirter Punkte einer Brenn- 
punktscurve C® oder drei Paar Brennpunkte von Kegelschnitten  der- 
selben Schaar, so besteht zwischen den Abstiinden derselben von einander 
die involutorische Relation (r). 
Oder halten wir ein Paar conjugirter Punkte aa fest, wihrend 
wir das andere x&§ veriindern, so bleibt 
ax. ag 
ax. a€ 
3. Die von den Verbindungslinien siimmtlicher Paare conjugirter 
Punkte der C® umhiillte Curve dritter Classe @ (die Cayley’sche) 
zerfallt in unserem Falle, weil im Doppelpunkte d zwei conjugirte 
Punkte vereinigt sind, deren Verbindungslinie also unbestimmt wird, 
in den Punkt d und eine Curve zweiter Classe; diese muss eine Pa- 
rabel P@) sein, weil R® die unendlich entfernte Gerade G, zur Tan- 
gente hat. Die beiden Tangenten aus d an die Parabel {@ sind die 
beiden Asymptoten des Strahlsystems, dessen Strahlenpaare von d nach 
simmtlichen Paaren conjugirter Punkte der C®) hinlaufen; da dieses 
Strahlsystem nothwendig ein hyperbolisch-gleichseitiges ist, so sind 
die beiden Tangenten aus d an die Parabel 8®) rechtwinklig zu ein- 
ander, also d ein Punkt der Leitlinie.der Parabel 8@. Diese beiden 
rechtwinkligen Tangenten der Parabel sind zugleich die Tangenten 


der co im Doppelpunkte; denn suchen wir ihren dritten Schnittpunkt 
mit co auf, so fallt er nach d selbst, weil immer die drei Schnitt- 


punkte auf einer Tangente der §®) mit dem Beriihrungspunkte der- 


= const. 


_selben vier harmonische Punkte bilden wud da in d zwei cenjugirte 


Punkte zusammenfallen, so wird der zu dem Beriihrungspunkt mit der 
Parabel zugeordnete vierte harmonische Punkt auch nach d fallen; also: 


*) Crelle’s Journal, Bd. 45, Seite 180. 
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Die Tangenten der C® in dem Doppelpunkte an den beiden sich 
durchkreuzenden Curvenzweigen stehen senkrecht auf’ einander. 

Da ferner der Fusspunkt des Perpendikels aus d auf die Ver- 
bindungslinie zweier conjugirter Punkte op der C™ der dritte Schnitt- 
punkt dieser Geraden mit der Curve ist und fiir op jedes beliebige 
andere Paar conjugirter Punkte substituirt werden kann, so gilt 
der Satz: 

Fillt man aus irgend einem Punkte d der Leitlinie einer Parabel 
© die Perpendikel auf stimmtliche Tangenten derselben, so ist der 
Ort ihrer Fusspunkte cine Focale mit dem Doppdpunkt d (Fusspunkts- 
curve). 

Um die Parabel © noch niiher aus den beiden erzeugenden 
Strahlsystemen (0) und (p) zu bestimmen, haben wir einmal als Tan- 
genten derselben die beiden Halbirenden des Winkels odp und seines 
Nebenwinkels und ausserdem den Beriihrungspunkt mit op zu be- 
stimmen; dieser Punkt y wird so gefunden, dass wir aus d das Perpen- 
dikel de auf op fallen und den vierteny harmonischen Punkt zu ocp, 
dem c¢ zugeordnet, aufsuchen. Dadurch ist die Parabel $@ gerade 
bestimmt, also auch ihre Leitlinie zu finden; diese ergiebt sich auch 
aus folgender Bemerkung: Die co hat ausser den beiden conjugirten 
unendlich-entfernten imaginiiren Kreispunkten noch einen unendlich 
entfernten reellen Punkt; die beiden von o und p nach ihm hin- 
laufenden Strahlen miissen zwei parallele Tangenten eines gewissen 
um d beschriebenen Kreises sein, der dadurch erhalten wird, dass wir 
die Mitte m zwischen op mit d verbinden, durch o und p’ Parallele 
zu dm ziehen und den Kreis um d beschreiben, welcher diese beiden 
Parallelen beriihrt; der unendlich-entfernte Punkt von dm ist also der 
reelle dritte Schnittpunkt von G, mit cM. der ihm zugeordnete vierte 
harmonische mit den beiden imaginiiren Kreispunkten im Unendlichen 
d. h. der zu der Richtung dm senkrecht liegende, unendlich-entfernte 
Punkt ist daher der Beriihrungspunkt der Parabel 3 mit G, oder 
der unendlich-entfernte Punkt der Parabelaxe, und da die Leitlinie der 
Parabel durch d gehen muss, so ist sie dm selbst. Wir haben also 
den Satz: 

Die Mitten zwischen je zwei conjugirten Punkten (0, p) auf jeder 
Verbindungslinie derselben liegen stimmtlich auf einer Geraden L, der 
Leitlinie der Parabel 3°), 

4. Der besondere Kreis um d, welcher die beiden durch o und 
p wz dm gezogenen Parallelen beriihrt, liefert noch zwei andere nicht 
parallele Tangenten durch o und p, welche sich in g schneiden mégen; 
q ist ein ausgezeichneter Punkt der C®, nimlich der conjugirte zu 
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dem reellen unendlich-entfernten Punkte r,, welches der Schnittpunkt 
der vorigen beiden parallelen Tangenten dieses Kreises, d. h. der un- 
endlich entfernte Punkt von dm ist; die durch q gezogene Parallele 
zu dm ist daher eine Tangente der Parabel %® und da sie zur Leit- 
linie dm parallel liuft, so ist sie die Scheiteltangente der Parabel. 
Der Fusspunkt w des Perpendikels aus d auf diese Scheiteltangente 
ist der dritte Schnittpunkt derselben mit C’, also der vierte harmo- 
nische dem mw zugeordnete Punkt, der Beriihrungspunkt mit der Pa- 





rabel; dieser zu r,, q und w zugeordnete vierte harmonische Punkt 
ist leicht zu ermitteln; wir machen qs = ug der Richtung und Grosse 
nach, dann ist s der Scheitel der Parabel und hieraus auch der Brenn- 
punkt / derselben zu finden. 





Wollen wir noch die Tangente der C™ in ihrem einzigen reellen 
unendlich - entfernten Punkte r,, d. h. ihre reelle Asymptote er- 
mitteln, so brauchen wir nur in dem Strahlsystem, welches dem 
Punkte r, zugehért, zu dem Strahle r,q, welcher 7, mit seinem con- 
jugirten Punkte q verbindet, den zweiten Strahl des Strahlenpaares 
zu suchen; dieser wird die gesuchte Tangente in r, sein; da nun rd 
eine Asymptote dieses besonderen Strahlsystems ist, so erhalten wir 
die Tangente, indem wir eine Parallele zu 7,q ziehen, die nach der 
entgeyengesetzten Seite hin ebensoweit von rd absteht, wie diese, 
oder auch der Grosse und Richtung nach dv = ud gemacht, dureh 
v eine Parallele zu dm gezogen, erhalten wir die gesuchte Asymptote 
der € a die beiden imaginiren Asymptoten haben ihren Schnittpunkt 
in q. Dieser ausgezeichnete Punkt q bietet noch eine andere Eigen- 
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schaft. unserer Curve oe dar. Denken wir uns niimlich das vollstiin- 
dige Vierseit, welches dem obigen besonderen Kreise d umschrieben 
war und von welchem zwei Paar Gegenecken o und p, r, und q sind, 
so wird das dritte Paar Gegenecken, welches o’ und p’ heisse, indem 
die nicht parallelen Tangenten jenes Kreises 00’ tnd pp’ sich in q 
schneiden, auch ein Paar conjugirter Punkte sein miissen und es folgt 
aus einer elementaren Eigenschaft des Kreises, dass 3: odo = Xpdp’=90" 
ist; veriindern wir also o und o’, indem wir den Strahl um den festen 
Punkt q drehen, so folgt: 


Zieht man durch denjenigen Punkt q der C®, welcher dem reellen 


a? 
unendlich-entfernten Punkte derselben conjugirt ist, Strahlen, die in den 
Punktenpaaren oo, pp .. der Curve begegnen, so erscheinen diese 
Sehnen, vom Doppelpunkte d aus gesehen, bestiindig unter einem Winkel 
von 90°. 

Wir erhalten demnach in d ein cireulares Strahlsystem, dessen 
rechtwinklige Strahlenpaare die C® in Punktenpaaren durchbohren, 
deren Sehnen durch einen festen Punkt g der Curve laufen. Das 
circulare Strahlsystem (do, do’) ist nun mit dem Strahlbiischel (q) 
projectivisch; denn fiillen wir aus d das Perpendikel dé auf die Sehne 
00, so beschreiben dt und qt zwei projectivisch-gleiche und gleich- 
laufende Strahlbiischel; d¢ ist aber der vierte harmonische Strahl zu 
do, do’ und dem festen Strahl du, welcher senkrecht steht auf qr_, 
also nach den Beriihrungspunkten der zu gr, parallelen Tangenten 
geht, wihrend do und do’ die Halbirenden des Winkels fdu und 
seines Nebenwinkels sind. Wir haben demnach in dem cireularen 
Strahlsystem (do, do’) zu jedem Strahlenpaar und dem festen Strahl 
du den vierten harmonischen Strahl dt; dieser beschreibt ein einfaches 
Strahlbiischel, auf welches jenes Strahlsystem reducirt wird behufs 
projectivischer Beziehung auf irgend ein anderes einfaches Gebilde; 
hier ist als solches das einfache Strahlbiischel (q) vorhanden, welches 
mit dt projectivisch ist, also haben wir folgende Erzeugung unserer 
Curve C”: 


Wird ein cireulares Strahlsystem (d) mit einem einfachen Strahl- 
biischel (q) in projectivische Bezichung gebracht, so trifft jeder Strahl 
des letzteren das entsprechende Strahlenpaar des ersteren in zwei Punkten 
o und o', deren gesammter Ort unsere ist. 

Der Mittelpunkt des Strahlsystems ist der Doppelpunkt der Fo- 
cale, der Mittelpunkt des Strahlbiischels der dem reellen unendlich- 
entfernten Punkte der Focale conjugirte Punkt. 

Dies ist ein specieller Fall der Erzeugungsweise jeder beliebigen 
Curve dritten Grades mit einem Doppelpunkt durch ein - beliebiges 
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Strahlsystem und ein mit demselben projectivisches einfaches Strahl- 
biischel. 


5. Veriindern wir das Paar conjugirter Punkte op auf der Curve 
1(3) 
C) 


Punkte a und b auf ihr, so ist der Fusspunkt ¢ des aus dem Doppel- 
punkt d auf ab gefillten Perpendikels allemal der dritte Schnittpunkt 


, oder nehmen statt o und p irgend ein anderes Paar conjugirter 


dieser Geraden ab mit der ( og und der vierte harmonische Punkt y, 
dem ¢ zugeordnet (so dass (abcy) = — 1 ist), wird der jedesmalige 
Beriihrungspunkt der Tangente ab mit der Parabel $8) sein. Ein 
mit de um d beschriebener Kreis, welcher ab in ¢ beriihrt, hat noch 
zwei durch a und b gehende Tangenten; diese schneiden sich in dem 
zu ¢ conjugirten Punkte der C®. Es kann nun insbesondere der 
Fall eintreten, dass ein gewisser Kreis um d die Verbindungslinie ab 
zweier conjugirter Punkte in einem dieser Punkte selbst beriihrt, z. B. 
in b, also b mit ¢ zusammenfillt; dann muss auch y in diese beiden 


zusammenfallenden Punkte hineinfallen, d. h. in einem solchen Punkte 


(3) 
C, ? 


gemeinschaftliche Tangente ba und daher die Normale bd, also: 


b beriihren sich die Parabel 3@ und die Curve sie haben die 

Die Fusspunkte der (drei) aus dem Punkte d an die Parabel Ys 
gezogenen Normalen sind diejenigen Punkte, in welchen sich B®) und 
C® beriihren. 

Die Ermittelung dieser Punkte hingt von dem bekannten Nor- 
malenproblem des Kegelschnitts ab; benutzen wir z. B. die elegante 
Lésung desselben von Chasles (traité des sections coniques p. 222), 
so gestaltet sich in unserem Falle die Construction der Normalen aus 
dem Punkte d in der Leitlinie an die Parabel $8@ folgendermassen : 
Wir construiren diejenige gleichseitige Hyperbel, welche die Parabel- 
axe zu einer Asymptote und die Verbindungslinie df des Punktes d 
mit dem Brennpunkte f der Parabel zur Tangente im Punkte d hat, 
d. h. wir verliingern fd iiber d hinaus bis f’, so dass fd =df' und 
fiillen aus f° ein Perpendikel auf die Parabelaxe; dieses Perpendikel 
ist dann die andere Asymptote der gleichseitigen Hyperbel, welche 
durch ihre beiden Asymptoten und den Punkt d vollstiindig bestimmt 
ist. Da die gleichseitige Hyperbel mit der Parabel $8 bereits einen 
unendlich-entfernten Punkt gemein hat, so schneiden sich diese beiden 
Curven im Allgemeinen nur noch in drei Punkten, welches die ge- 
suchten Fusspunkte der drei aus d an die Parabel zu legenden Nor- 
malen sind; von diesen drei Punkten ist aber nur einer reell, die beiden 
andern sind imaginiir, wie sich aus der Lage der ermittelten gleich- 
seitigen Hyperbel zur Parabel {@) ergiebt. Die beiden Asymptoten 
der Hyperbel theilen den ganzen Raum der Ebene in vier rechtwink- 
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lige Riiume; die Hyperbel selbst liegt nur. in zwei Scheitelriumen von 
diesen vieren, nimlich in demjenigen, welcher d enthilt und in seinem 
Scheitelraume; der letztere enthilt aber keinen Punkt der Parabel 
$$, folglich auch keine gemeinschaftlichen Punkte beider Curven, 
mithin kann nur derjenige Zweig der Hyperbel, welcher d enthiilt, 
die Parabel in reellen Punkten treffen; dieser Zweig verliuft aber von 
dem ausserhalb der Parabel befindlichen Punkte d bis zu dem auf der 
Parabel liegenden unendlich-entfernten Punkte, an die Axe der Parabel 
asymptotisch sich anschliessend. Hieraus geht hervor, dass er noth- 
wendig einmal in die Parabel hineintreten und dann ganz innerhalb 
derselben bis zu ihrem unendlich-entfernten Punkte hin verlaufen muss; 
es giebt daher nur einen reellen Schnittpunkt der gleichseitigen Hy- 
perbel mit der Parabel $8), wihrend die beiden andern imaginir 
sind; also giebt es aus d auch nur eine reelle Normale an $@ und 
zwei imaginiire, und ebenso beriihren sich die Curven = und =) 
nur in einem reellen und in zwei imaginiiren Punkten. 

Sehen wir von der Realitiit dieser Punkte ab und bezeichnen mit 
@® einen der drei Punkte, in welchen sich ing und $@) beriihreu, so 
wird die gemeinschaftliche Tangente in diesem Punkte die Curve C® 
in einem dritten Punkte w treffen, welcher nach der allgemeinen 
Theorie (a. a. O.) ein Wendepunkt von C® ist. Die Curve C® hat 


a ‘d 
also einen reellen und zwei imaginire Wendepunkte. Die Punkte @ 


und w sind conjugirte Punkte der o, 
gleich Tangente der Parabel ist; folglich sind d@ und dw conjugirte 
Strahlen des Strahlsystems, dessen Asymptoten die beiden rechtwink- 
ligen Tangenten aus d an die Parabel $8® sind; folglich geht dw 
durch den Pol von d@ in Bezug auf die Parabel $°; da ferner Ww 
Tangente der Parabel ist, so muss der Pol von @d auf @w liegen; 
er ist also der Punkt w selbst und daher liegt umgekehrt der Wende- 
punkt w auf der Polare des Punktes d in Bezug auf die Parabel $8, 
Wir haben also den Satz: 


weil ihre Verbindungslinie zu- 


. 
° ° . (3 ° 
Die drei Wendepunkte der Curve C (von denen nur einer reell, 
die beiden andern imaginiir sind) liegen auf der Polare des Doppel- 
punktes d in Bezug auf die Parabel YB. 


B. Die hyperbolisch-gleichseitige Curve dritter Ordnung. 


Kine besondere Curve dritten Grades und die mit ihr zusammen- 
hiingende Curve dritter Classe treten auf, wenn man das Erzeugniss 
zweier circularer Strahlsysteme (0) und (p), welche in projectivische 
Beziehung und halb-perspectivische Lage versetzt werden, untersucht. 
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1. Da ein circulares Strahlsystem aus siimmtlichen Paaren recht- 
winkliger Strahlen, welche sich durch einen Punkt o legen lassen, 
besteht, und die halb-perspectivische Lage erfordert, dass in die Ver- 
bindungslinie op Theile eptsprechender Strahlenpaare hineinfallen, so 
ist der zur Richtung op rechtwinklig liegende unendlich -entfernte 

° Punkt s, der Tangential- 
punkt fiir das Paar conju- 
girter Punkte op; ziehen wir 
durch ihn eine beliebige Ge- 

/ rade %, die also auf op senk- 

/ ~ recht steht, so wird jetzt 
bb die projectivische Beziehung 
oo / der beiden circularen Strahl- 
systeme (0) und (p) durch 

= / die Gerade % in folgender 
PS ~ Weise vermittelt: Man ver- 
| binde irgend einen Punkt 
x der Geraden & mit o und 

p, halbire in dem Dreieck 

oxp die Winkel bei o und 

p durch zwei rechtwinklige 
Strahlenpaare, welche sich 

in den Punktenpaaren ab 

} und a,b, treffen; dann wer- 

ib den diese vier Punkte bei 
M \ der Veriinderung von « auf 

\ 

\ 








Q eine Curve C® durch- 





| laufen, die beiden Halbi- - 


rungslinien des Winkels bei 
x eine Curve ®® umbhiillen; diese beiden Curven, welche in der Be- 
ziehung der Hesse’schen und Cayley’schen zu einander  stehen, 
sollen im Folgenden niher untersucht werden. 

Die Curve C® hat augser dem schon erwiihnten unendlich-ent- 
fernten Punkte s,, noch zwei reelle unendlich-entfernte Punkte, die in 
zwei Richtungen unter 45° zu der Richtung von s, gelegen sind; 
diese beiden Punkte q, und q/,, welche also selbst in zwei recht- 
winkligen Richtungen zu einander liegen, sind conjugirte Punkte der 
C®; folglich hat die Curve &® die unendlich-entfernte Gerade 6, 
zur Tangente. 

Die vier Punkte ab a,b, sind die Mittelpunkte der Beriihrungs- 
kreise, welche dem Dreiseit opa einbeschrieben werden kénnen und 
bilden selbst cin derartiges vollstiindiges Viereck, dass jeder dieser 
vier Punkte der Héhenpunkt des von den drei andern gebildeten 
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Dreiecks ist. Kin Kreis, welcher iiber ab oder a,b, als Durchmesser 
beschrieben wird, muss durch o und p gehen; die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte zweier svlcher Kreise geht daher durch die Mitte m 
zwischen op und steht auf op senkrecht; also haben wir die 
Kigenschaft: 

Die Mitten aller solcher Sehnen der Curve C®, welche je zwei con- 
jugirte Punkte derselben verbinden, liegen auf einer Geraden, welche in 
der Mitte m zwischen op senkrecht darauf steht. 

Riickt insbesondere der veriinderliche Punkt 2 der Geraden & in 
den Schnittpunkt r der Geraden 2 mit op, so werden r und s, ein 
besonderes Paar conjugirter Punkte der C®, und da auf der unendlich- 
entfernten Geraden G, die Punkte ¢, und q/, zwei conjugirte Punkte 
der Curve C® sind, s, aber der dritte Schnittpunkt ihrer Verbindungs- 
lime mit der Curve, so ist r ihr gemeinschaftlicher Tangentialpunkt 
d. h. die beiden Geraden, welche bei r die von 2 und op gebildeten 
rechten Winkel halbiren, also selbst rechtwinklig zu einander sind, 
sind die Asymptoten der C) in den Punkten q, und g’. Wollen 
wir die dritte reelle Asymptote der C® ermitteln, d. h. die Tangente 
in s,, so brauchen wir nur das dem Punkte s, zugehérige Strahl- 
system zu ermitteln und denjenigen Strahl zu nehmen, welcher con- 
jugirt ist zu s.r in diesem Strahlsystem. Das Strahlsystem (s,,) ist 
aber leicht aufzufinden; denn werden in dem vollstindigen Vierseit, 
dessen drei Paar Gegenecken op ab a, 6, sind, dieselben mit s, ver- 
bunden, so erhalten wir ein hyperbolisch-gleichseitiges Strahlsystem, 
dessen eine Asymptote (, und dessen andere Asymptote diejenige 
vorhin ermittelte Gerade M ist, auf welcher die Mitten der Sehnen 
ab a,b, op liegen, die durch s, geht; um also in diesem Strahlsystem 
den conjugirten Strahl zu sr (d. h. 2) zu_erhalten, haben wir die- 


jenige Gerade zu ziehen, welche parallel zu & ist und symmetrisch 


liegt in Bezug auf die Punkte o und p, d. h. ebensoweit von o und p 
absteht, wie & von p und 0; sei diese dritte Asymptote {’, so steht 
also M von & und ¥ gleich weit ab und liuft zu beiden parallel. 
Das dem Punkte r zugehérige Strahlsystem ist, wie aus den harmo- 
uischen Kigenschaften des vollstindigen Vierseits folgt, ebenfalls ein 
hyperbolisch-gleichseitiges, denn die in r sich rechtwinklig kreuzenden 
Strahlen rop und rx trennen harmonisch sowohl die Strahlen ra und 
rb, als auch ra, und rb,; folglich sind £ und op die Asymptoten 
des hyperbolisch-gleichseitigen Strallsystems, welches dem Punkte r 
zugehért. Da also in die Asymptote % zwei entsprechende Strahlen 
dieses Strahlsystems zusammenfallen, so ist % zugleich Tangente der 
C® im Punkte r und da % auch Tangente von §® sein muss, weil 
sie zwei conjugirte Punkte r und s, verbindet, der dritte Schnittpunkt 
nach 7+ selbst fillt, also der vierte harmonische auch hineinfallen muss, 
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so folgt, dass C“ und &® in r einen gemeinschaftlichen Punkt und 
dieselbe Tangente % in diesem Punkte haben und hieraus ergiebt sich 
wieder, dass s, ein Wendepunkt der Curve C® und die Gerade op 
eine Riickkehrtangente der Curve §* ist; die Wendetangente der 
Curve C® im Wendepunkt s, ist die vorhin ermittelte \, der Iiick- 
kehrpunkt der § auf op der vierte harmonische zu opr, dem r zu- 
geordnete Punkt*). 

Wir haben also folgendes Ergebniss: 

Die hyperbolisch -gleichseitige C®) hat einen unendlich - entfernten 
Punkt zum Wendepunkt; die beiden andern unendlich-entfernten Punkte, 
in Richtungen unter 45° zu jenem gelegen, sind conjugirte Punkte der 
Curve. 

2. Da die Gerade & selbst eine Tangente der Curve ®® ist und 
aus jedem Punkte « derselben zwei andere zu einander rechtwinklige 
Tangenten ab, a,b, an dieselbe gezogen werden kénnen, so haben 
wir folgenden Satz: 

Die Curve &®) hat unendlich viele Paare von rechtwinkligen Tan- 
genten, deren Schnittpunkte auf einer Tangente <% derselben gelegen sind. 

Diese Curve §\*), die Cayley’sche zu der als Hesse’scher auf- 
gefassten hyberbolisch-gleichseitigen C® kann in sehr einfacher Weise 


*) Anmerkung. Die Ermittelung der Wendepunkte der C() und der Riick- 
kehrtangenten der §(°) ist ebensowenig in Steiner’s Vorlesungen II. Seite 553, 
wie in der vorhergehenden Abhandlung Math. Ann. Bd. V. 8. 76 so durchsichtig 
und einfach, wie es zu wiinschen ist; daher mige folgende Darstellung hier Platz 
finden: Aus jedem Punkte der C'S) gehen im Allgemeinen drei Tangenten von 
R@); die eine ist die Verbindungslinie dieses Punktes mit seinem conjugirten 
Punkte auf C(); die beiden andern sind die Asymptoten des Strahlsystems, 
welches dem Punkte in Bezug auf C@) zugehirt und dessen Strahlenpaare nach 
siimmtlichen Paaren conjugirter Punkte der C(3) hinlaufen. Wir kénnen nun nach 
solchen Punkten der C(3) fragen, fiir welche die erste Tangente mit einer der 
beiden andern zusammenfiullt? Wiire dies fiix einen Punkt ¢ der Fall, so miisste 
sein conjugirter Punkt auf diesen in eine einzige zusammenfallenden beiden Tan- 
genten liegen; die Tangente in ¢ von C(3) ist aber der vierte harmonische Strahl 
zu jenen dreien und miisste daher auch in denselben vereinigten Strahl hinein- 
fallen, d. h. die Tangente in ¢ von C@) miisste durch den zu ¢ conjugirten Punkt 
gehen oder der Tangentialpunkt zu ¢ miisste zugleich der conjugirte Punkt zu 
t sein. Da ferner der Beriibrungspunkt dieses Strahles mit (3) der vierte har- 
monische zu den drei Schnittpunkteh mit C() ist und zwei von diesen in ¢ zu- 
sammenfullen, so fallt auch er nach ¢. Also ¢ ist ein Schittpunkt beider Curven 
C() und R@) und beide Curven haben in diesem Punkte dieselbe Tangente. 

Die Tangente in einem solchen Punkte ¢ tretfe die C@) zum dritten Male in 
w; also sind ¢ und w conjugirte Punkte der C(), d. h. die Tangenten in ¢ und w 
schneiden sich auf C(3); die Tangente in ¢ schneidet aber zum dritten Mal in w, 
folglich muss die Tangente in w auch zum dritten Mal in m schneiden, also ist 
w ein Wendepunkt der C(3) und in ganz analoger Weise leuchtet ein, dass die 
dritte aus ¢ an (3) zu legende Tangeute eine Riickkehrtangente der §@) sein muss. 
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construirt werden: Die vier Punkte ab a,b, bilden ein vollstindiges 
Viereck, dessen Diagonaldreieck opx ist, und der durch opz gelegte 
Kreis ist der Feuerbach’sche Kreis fiir jedes von den vier Drei- 
ecken, welches von dreien dieser vier Punkte ab a,b, gebildet. wird, 
d. h. er geht durch die Mitten der sechs Seiten desselben; ist wu die 
Mitte von ab und w, die Mitte von a,b,, so wird, da x< wxu, = 90° 
ist, wu, ein Durchmesser dieses Kreises, der seinen Mittelpunkt in der 
Geraden M hat. Durch die Verainderung des Punktes x auf der Ge- 
raden Z erhalten wir also folgende Construction der Curve @®: 

Eine Kreisschaar mit zwei reellen gemeinschaftlichen Punkten op 
und eine Gerade L, welche zur Centrale der Kreisschaar parallel liuft, 
sind gegeben; schneidet ein Kreis der Schaar die Centrale in den 
Punkten yy’, die Gerade L in den Punkten xx’, so umhiillen die vier 
Verbindungsstrahlen xy, xy’, x'y, xy die Curve dritter Classe R®). 

Diese Erzeugung der Curve §® ist véllig iibereinstimmend mit 
unserer allgemeinen Construction der Curve dritter Classe: Auf den 
beiden parallelen Geraden Z und M sind zwei projectivische Punkt- 
systeme x# und yy’ gegeben; (projectivisch deshalb, weil sie aus der- 
selben Kreisschaar geschnitten werden) sie befinden sich in halb- 
perspectivischer Lage, weil in dem Schnittpunkt beider Traiger s, 
Theile von entsprechenden Punktenpaaren vereinigt sind; denn der 
besondere Kreis der Schaar, welcher in die gemeinschaftliche Secante 
der Kreisschaar (op) und die unendlich entfernte Gerade (G,) zerfiallt, 
geht durch s,, worin also entsprechende Punkte auf den Triigern ver- 
einigt sind. 

Auf jedem der vier Strahlen vy, ay, xy’, xy’ wird zugleich ein 
bestimmtes Punktsystem fixirt, dessen Mittelpunkt y ist und von dem 
ein Paar conjugirter Punkte, der Punkt x und der Schnittpunkt 2 des 
Strahles mit der gemeinschaftlichen Secante der Kreisschaar (op) ist; 
die Asymptotenpunkte ab eines solchen Punktsystems, fiir welche also 


ya? = yb? = yy. yz wird, 


kénnen auf jedem solchen Strahl xy ermittelt werden und die Ge- 
sammtheit aller dieser Asymptotenpunkte erfiillt die Curve C®, fiir 
welche sie immer ein Paar conjugirter Punkte sind. (Doch ist zu be- 
merken, dass diese Punktsysteme wz und yy’ auf den Trigern LZ und 
M nicht coincidiren mit denjenigen Punktsystemen, deren eines auf 
LI die Asymptotenpunkte r und s, hat, das andere auf M die Asymp- 
totenpunkte h und h’, die beiden iibrigen Gegenecken eines Quadrates, 
dessen Diagonale op ist und dessen drittes Paar Gegenecken g, und 
7, ist.) 

Withlen wir diese beiden besonderen Punkte g,, und ¢, als Mittel- 
punkte zweier die Curve C erzeugenden Strahlsysteme, d. h. ver- 
7 
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binden wir sie mit a und b, so erhalten wir ein Rechteck, dessen 
eines Paar Gegenecken ab und dessen anderes Paar Gegenecken ein 
neues Paar conjugirter Punkte a’b’ ist; auf diese Weise erhalten wir 
unendlich viele Rechtecke, die der Curve C® einbeschrieben sind und 
deren parallele Seiten alle nach q, und q,,’ hingehen; die Mittelpunkte 
dieser Rechtecke liegen alle auf M und die denselben umschriebenen 
Kreise bilden siimmtlich eine Kreisschaar mit den beiden gemeinschaft- 
lichen Punkten op; diese Kreisschaar [0p] lisst sich auch anders auf- 
fassen: Denken wir uns dem soeben construirten Rechteck aba'b’ eine 
Kegelschnittschaar einbeschrieben , so gehért dieselbe demjenigen Kegel- 
schnittgewebe an, dessen Tripelstrahlencurve §®) ist und alle Kegel- 
schnittschaaren, welche den auf diese Weise erhaltenen Rechtecken 
einbeschrieben sind, erfiillen das ganze Kegelschnittgewebe. Nun ge- 
hért bekanntermaassen zu jedem Kegelschnitt ein gewisser Kreis, welcher 
der Ort des Schnittpunkts aller rechtwinkligen Tangentenpaare des 
Kegelschnitts ist; nennen wir diesen Kreis kurz den Orthogonalkreis 
des Kegelschnitts, so bilden bekanntlich alle Orthogonalkreise einer 
Kegelschnittschaar eine Kreisschaar; eine solche Kreisschaar wird be- 
stimmt durch zwei Kreise, welche iiber den Diagonalen des von den 
vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnittschaar gebildeten 
Vierseits als Durchmessern beschrieben werden kénnen. Nehmen wir 
daher irgend zwei Paare conjugirter Punkte der C® und beschreiben 
iiber ihnen als Durchmessern zwei Kreise, die allemal durch o und p 
gehen miissen, so erhalten wir immer dieselbe Kreisschaar, also: 

Die Orthogonalkreise stimmtlicher Kegelschnitte des Gewebes, dessen 
Tripelstrahlencurve R®) ist, bilden eine Kreisschaar mit den beiden ge- 
meinschaftlichen Punkten op. 

Hiernach muss ein beliebiger aber festgehaltener Kreis dieser Schaar 
[op] gleichzeitig Orthogonalkreis sein fiir unendlich viele Kegelschnitte 
des Gewebes, was in der That der Fall ist; denn ist ab ein beliebiges 
Paar conjugirter Punkte und wir verbinden sie mit den beiden un- 
endlich-entfernten conjugirten Punkten g, und q,’, so schneiden sich 
diese vier Geraden noch in zwei neuen conjugirten Punkten ab’ und 
alle dem Rechteck aba’b’ einbeschriebenen Kegelschnitte bilden eine 
Schaar des Gewebes, fiir welche insgesammt der dem Rechteck um- 
schriebene Kreis Orthogonalkreis ist. 

3. Fiir eine Parabel ist der zugehérige Orthogonalkreis bekannt- 
lich die Leitlinie, oder richtiger, zerfillt in die Leitlinie und G,. Wir 
schliessen also unmittelbar, dass alle Parabeln des Gewebes, dessen 
Tripelstrahlencurve §®) ist, dieselbe Leitlinie op haben; nehmen wir 
nun eine beliebige Parabel des Gewebes heraus, legen aus o das recht- 
winklige Tangentenpaar an dieselbe und construiren zugleich durch 0 
den vierten harmonischen Strahl zu diesem Paare und op, letzterem 
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zugeordnet, so muss dieser Strahl 02 durch den Brennpunkt der Parabel 
gehen; legen wir anderseits aus p das rechtwinklige Tangentenpaar 
an die Parabel und construiren auch zu ihm den vierten harmonischen 
za po zugeordneten Strahl px, so muss derselbe ebenfalls durch den 
Brennpunkt der Parabel gehen; der Schnittpunkt x dieser beiden vierten 
harmonischen Strahlen oder der Brennpunkt unserer Parabel, liegt aber 
nach der obigen Erzeugung der Curve C®) auf der Geraden L; wir 
haben daher folgendes Ergebniss: 


Die sétimmtlichen Parabeln des Kegelschnittgewebes, dessen Tripel- 
strahlencurve &®) ist, haben dieselbe Leitlinie op und ihre Brennpunkte 
x liegen auf der Geraden L, die auf op senkrecht steht. Diese Parabeln 
bilden eine Kegelschnittschaar von vier gemeinschaftlichen Tangenten 
speciellen Charakters; sie beriihren niimlich alle die G,, in demselben 
unendlich-entfernten Punkte, der auf L liegt und haben daher in G, 
zwei zusammengefallene Tangenten gemeinschaftlich; ausserdém be- 
riihren alle diese Parabeln diejenigen beiden Geraden, welche die Winkel 
zwischen ZL und op halbiren im Schnittpunkte 7, die also unter je 45° 
zu L geneigt sind. 

Mit Hilfe dieser Parabelschaar kénnen wir jetzt unsere urspriing- 
liche Curve C® in folgender Weise construiren: 

Es sind zwei zu einander rechtwinklige Gerade L und D gegeben; 
man denkt sich stimmtliche Parabeln construirt, welche D zur Directrix 
(Leitlinie) und auf L ihren 
Brennpunkt haben ; aus zwei | 
festen Punkten 0 und p auf 
der Geraden“D legt man an 
jede Parabel die beiden recht- 
winkligen Tangentenpaare, 
welche sich in vier Punkten 
aba,b, schneiden, deren ge- 
sammter Ort die Curve C® 
erfiillt, auf welcher diese 
Punkte allemal zwei Paare 
conjugirter Punkte bilden. c 

Dadie zur Construction real 
verwendeten Parabeln, wie | a 
wir gesehen haben, eine t * IN 











Kegelschnittschaar bilden, 
so ist diese Erzeugung nur 
ein specieller Fall der in der vorigen Abhandlung (No. 15) gegebenen. 


4, Aus der oben (2) abgeleiteten Relation: 


ya? = yb? = yo? = yp® = yx. yz 
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ergiebt sich, dass ein durch x und ¢ gelegter Kreis den um y mit dem 
Radius yo beschriebenen Kreis rechtwinklig schneiden muss; denken 
wir uns nun einen solchen Kreis durch x und z gelegt, welcher seinen 
Mittelpunkt in der Geraden op hat, so gehdrt er derjenigen Kreis- 
schaar an, welche conjugirt ist zur vorigen Kreisschaar [op], d. h. 
alle Kreise der letzteren senkrecht schneidet; dieser Kreis schneidet op 
ausser in ¢ noch in einem zweiten Punkte s,, welcher der vierte har- 
monische zu zop, dem ¢ zugeordnete ist. Es muss daher z, der Schnitt- 
punkt von a,b, mit op sein, wihrend ¢ der Schnittpunkt von ab mit 
op ist und « = (ab, a,b,) ist. Veraindern wir nun 2 auf der Geraden 
L, so durchliuft der durch zzz, gelegte Kreis die ganze zu [op] con- 
jugirte Kreisschaar, deren ideelle gemeinschaftliche Secante die in der 
Mitte m zwischen op errichtete Senkrechte M ist, wiihrend zz, das 
Punktsystem beschreibt, dessen Asymptotenpunkte o und p sind. Der 
durch zzz, gelegte Kreis schneidet ferner die Gerade Z in einem zweiten 
Punkte x,, der ebensoweit wie x von op absteht, weil der Kreis seinen 
Mittelpunkt in op hat; die Punkte x und 2, beschreiben also bei der 
Veriinderung von x auch ein Punktsystem, dessen Asymptotenpunkte 
ry und s, sind (ein hyperbolisch-gleichseitiges). Fassen wir dies zu- 
sammen, so erhalten wir jetzt folgende neue Construction der Curven 
RK® und C®), 

Hat man eine Kreisschaar mit ideeller gemeinschaftlicher Secante 
M und den beiden Nullkreisen 0 und p, ausserdem cine beliebige zu M 
parallele Gerade L, so schneidet jeder Kreis dieser Schaar die gemein- 
schaftliche Centrale op in zwei Punkten z und z,, die Gerade L in « 
und x,; die vier Verbindungsstrahlen xz, x#,, 2,2, 2,2, umhiillen dic 
Curve R®); jeder dieser Strahlen 2. B. xz schneidet die Gerade M in y 
und der um den Mittelpunkt y gelegte Kreis der conjugirten Kreisschaar 
(d. h. mit dem Radius yo = yp) schneidet xz in den beiden Punkten 
ab, deren gesammter Ort die Curve C® erfiillt, fiir welche a und b 
allemal conjugirte Punkte sind. &® und C® sind die in dem Zusammen- 
hange der Cayley’schen und Hesse’schen stehenden Curven von der 
hier betrachteten speciellen Natur. 

Aus dieser Construction tritt die Symmetrie sowohl der Curve §"), 
als auch der urspriinglichen C® in Bezug auf die Gerade op deutlich 
hervor; die Curve C® lisst sich noch einfacher aus der vorigen Con- 
struction von R®) ableiten, wenn wir beriicksichtigen, dass die Punkt- 
systeme xx, auf dem Trager L und zz, auf dem Triiger op diejenigen 
sind, deren Asymptotenpunkte conjugirte Punkte der C® sind und 
dass zugleich die beiden Traiger conjugirte Tangenten der R® genau 
in demselben Sinne sind, wie die conjugirten Punkte der C™, (Siehe 


die vorige Abh.). Hieraus folgt, dass auch die beiden Verbindungs-’ 


linien : 
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ve und a4, 


conjugirte Tangenten der §) sein miissen und endlich, dass auch das 


dritte Seitenpaar: 
ve, und x42 


ein Paar conjugirter Tangenten von ™ ist. Hieraus folgt dann wieder, 
dass die Schnittpunkte 

(wz, %,2,) und (xZ,, 2,2) 
auf der Curve C®) liegen miissen und zwar ist der erstere der dritte 
Schnittpunkt der Geraden ab mit der Curve C®, der andere ihr dritter 
Schnittpunkt mit a,b, Wir kénnen also die Curve C auch in folgender 
Weise construiren: 

Verdndert man das vorhin construirte vollstiindige Viereck xx, 22,, 
dessen eines Seitenpaar L und op ist, so wmhiillen nicht allein die beiden 
andern Seitenpaare xz und x,2,, x2, und 2,2 die Curve R® und sind 
Paare conjugirter Tangenten derselben, sondern auch die beiden iibrigen 
Diagonalpunkte (az, x,2,) und (xz,, 2,2) durchlanfen die zugehorige C. 

Da die drei Seitenpaare des vollstiindigen Vierecks xx,22, drei 
Paare conjugirter Tangenten der ® sind, so muss das durch die vier 
Punkte xx, 22, bestimmte Kegelschnittbiischel dem Netze angehéren, 
dessen Tripeleurve C®) ist und wir erhalten simmtliche Kegelschnitte 
dieses Netzes, indem wir die Kegelschnittbiischel herstellen, welche 
allen Vierecken xx,22, umschrieben werden kénnen. Da in jedem 
dieser Kegelschnittbiischel ein Kreis vorkommt und alle diese Kreise 
selbst eine Kreisschaar bilden, so schliessen wir: 

Das Kegelschnittnetz , dessen Tripeleurve C®) ist, besitzt eine Kreis- 
schaar mit ideeller gemeinschaftlicher Secante M, deren beide Nullkreise 
o und p sind. 

Dies ist eine besondere Eigenthiimlichkeit dieses Netzes, da be- 
kanntlich das Kegelschnittnetz im Allgemeinen nur einen Kreis enthiilt. 

5. Die Curve C® nimmt zwei wesentlich verschiedene Gestalten 
an, je nachdem die Mittelpunkte o und p der beiden erzeugenden 
circularen Strahlsysteme durch die Gerade LZ, den perspectivischen 
Durchschnitt der beiden aus den Strahlsystemen abgeleiteten Strahl- 
biischel, getrennt werden, oder nicht. In dem Falle 1, wenn L zwischen 
op hindurchgeht, besteht die Curve C® aus drei bis ins Unendliche 
verlaufenden Zweigen, deren einer in dem unendlich entfernten Wende- 
punkt s, sich schliessend gedacht werden kann und von Z im Punkte 
r beriihrt wird, wihrend die beiden andern Zweige durch die con- 
jugirten unendlich-entfernten Punkte g, und gq, zusammenhingen. 
In dem Falle IJ, wenn die Punkte o und p auf derselben Seite von Z 
liegen, besteht die Curve C® aus einem geschlossenen Contour inner- 
halb des von den drei Asymptoten gebildeten (gleichschenkligen und 
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rechtwinkligen) Dreiecks und aus drei ins Unendliche verlaufenden 
Zweigen, deren zwei in dem unendlich-entfernten Wendepunkte zu- 
sammenhiingend gedacht werden kénnen, wihrend sie anderseits mit 
dem dritten Zweige, welcher in r die Gerade L beriihrt, durch die 
beiden unendlich-entfernten conjugirten Punkte g,, und q,,’ zusammen- 
hiingen. Die folgenden beiden Figuren mégen annihernd die beiden 
verschiedenen Gestalten der C® veranschaulichen: 


(1) (II) 
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Verfolgen wir in diesen beiden Fiillen die Paare conjugirter Punkte 
und die Vertheilung derselben auf den verschiedenen Zweigen der 
Curve, so ergiebt sich Folgendes: 

‘tir die Gestalt (I) wollen wir die drei Zweige der C®, welche be- 
ziehlich die Punkte 0 p r enthalten, durch (0) (P) (R) bezeichnen, 
dann hat jeder Punkt auf dem Zweige (OQ) seinen conjugirten Punkt 
auf dem Zweige (P) und umgekehrt; der dritte Schnittpunkt solcher 
Verbindungslinien je zweier conjugirter Punkte ab solcher Art liegt 
immer zwischen @ und 0, folglich auf dem dritten Zweige (R); be- 
sondere Paare dieser Kategorie sind 0 und p selbst, so wie g, und 
4.3 der zugehérige Tangentialpunkt dieser Paare liegt immer auf dem 
dritten Zweige (R); je zwei solche conjugirte Punkte liegen endlich 
immer in derselben Halbebene von der Geraden op. Dagegen hat 
jeder Punkt des dritten Zweiges (R) seinen conjugirten Punkt auf 
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diesem Zweige selbst; besondere Paare dieser Art sind r und s,, sowie 
die beiden gleich weit von m abstehenden Punkte h und h’, deren 
Tangentialpunkt r ist. Je zwei conjugirte Punkte auf diesem Zweige 
(2) werden getrennt durch die Gerade op; wo der dritte Schnittpunkt 
einer solchen Verbindungslinie zweier conjugirter Punkte zwischen oder 
ausserhalb derselben liegt, dariiber entscheiden die beiden reellen 
Wendepunkte w und w’, welche auf dem Zweige (R) liegen; ausser 
dem bekannten Wendepunkt s, muss es noch zwei reelle Wendepunkte 
w und w’ auf dem Zweige (R) geben, welche der Symmetrie wegen 
mit s, in gerader Linie liegen; ihre Ermittelung bleibe der folgenden 
Nr. vorbehalten; sind sie aber gefunden und sind @ und @’ ihre con- 
jugirten Punkte d. h. gehen die Tangenten in @ und @’ durch w und 
w, so liegt in jedem dieser beiden Fille der dritte Schnittpunkt mit 
einem der beiden conjugirten Punkte vereinigt und dies ist der Ueber- 
gangsfall zwischen ‘den beiden Fallen, wo der dritte Schnittpunkt 
zwischen den beiden conjugirten oder ausserhalb derselben liegt. Dem- 
gemiiss gestaltet sich die Lage folgendermaassen : 

1) fiir diejenigen Punkte des Zweiges (R), welche zwischen ry und 
dem Wendepunkt w liegen, befindet sich der conjugirte Punkt zwischen 
s, und @; 

2) fiir diejenigen Punkte, welche zwischen w und @’ liegen, be- 
findet sich der conjugirte Punkt auf dem Theile des Zweiges zwischen 
@ und w’; 

3) fiir diejenigen Punkte, welche zwischen @’ und s, liegen, be- 
findet sich der conjugirte Punkt zwischen w’ und r. 

Hierdurch ist der ganze Zweig (R) erfiillt; in den Fallen 1) und 
3) liegt der dritte Schnittpunkt zwischen den beiden conjugirten, im 
Falle 2) ausserhalb derselben. Der Tangentialpunkt fiir je zwei con- 
jugirte Punkte des Zweiges (f) liegt allemal auf demselben Zweige 
und zwar da die drei reellen Wendepunkte s, w und w’ ihre eigenen 
Tangentialpunkte sind, so durchliuft er das ganze Gebiet des Zweiges 
(R) doppelt. 

Fiir die Gestalt (II) besteht die Curve C® aus vier Zweigen, einem 
geschlossenen Contour (A) innerhalb des von den drei Asymptoten 
gebildeten Dreiecks, einem unendlichen Zweige (R), welcher die Ge- 
rade L in y beriihrt und zwei unendlichen Zweigen (Q) und (@), 
welche in dem Wendepunkte s, zusammenhiingend gedacht werden 
kénnen und nach den Punkten g, und q,’ hinlaufen. Die Paare con- 
jugirter Punkte vertheilen sich auf diesen Zweigen in folgender Weise: 

Jeder Punkt des Zweiges (A) hat seinen conjugirten Punkt auf 
demselben Zweige; besondere Paare dieser Art sind o und p, h und h; 
alle Verbindungslinien solcher je zwei conjugirter Punkte haben ihren 
dritten Schnittpunkt ausserhalb derselben. Der Zweig (2) wird durch 
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den Punsc r in zwei symmetrische Hilften getheilt, eime obere und 
eine untere; die Punkte der oberen Hilfte haben ihre conjugirten Punkte 
auf dem (oberen) Zweige (@Q); die Punkte der unteren Hilfte haben 
ihre conjugirten Punkte auf dem (unteren) Zweige (Q’) und dadurch 
wird die ganze Curve ausgefiillt; besondere Paare dieser Art und zwar 
Uebergangspaare sind r und s,, g,, und q,,’; ob auf den Verbindungs- 
linien der conjugirten Punkte dieser Kategorie der dritte Schnittpunkt 
zwischen denselben liegt oder ausserhalb, dariiber entscheiden wie 
vorhin die beiden reellen Wendepunkte w und w’, welche auf dem 
Zweige (R) symmetrisch, also mit dem dritten Wendepunkt s, in 
gerader Linie liegen; die Ermittelung dieser Wendepunkte erfolgt weiter 
unten; seien ihre conjugirten Punkte @ und @, welche resp. auf den 
Zweigen (Q) und (Q’) liegen, so dass also die Tangente in @ durch 
den Punkt w geht, dann findet bei diesen Verbindungslinien w@ und 
wt ein Uebergang statt, weil hier der dritte Schnittpunkt in einen 
der beiden conjugirten selbst hineinfallt. Demgemiiss gestaltet sich die 
Lage der Paare conjugirter Punkte und des dritten Schnittpunkts auf 
ihrer Verbindungslinie folgendermaassen: 

1) Die Punkte des Zweiges (R) zwischen r und dem Wendepunkt 
w haben ihre conjugirten auf dem Zweige (Q) zwischen s, und @; 
der dritte Schnittpunkt liegt ausserhalb der beiden conjugirten. 

2) Die Punkte des Zweiges (R) zwischen w und q,’ haben ihre 
conjugirten auf dem Zweige (Q) zwischen @ und q,; der dritte Schnitt- 
punkt liegt zwischen den beiden conjugirten. 

Ebenso verhiilt es sich mit der unteren Hiilfte des Zweiges (R). 

Der Tangentialpunkt fiir je zwei conjugirte Punkte des Zweiges 
(4) liegt allemal auf einem der drei iibrigen Zweige (R) (Q) und (Q) 
und diese werden vollstiindig von ihm erfiillt; fiir die Paare conjugirter 
Punkte der zweiten Kategorie, welche sich auf den Zweigen (R) (Q) 
und (Q’) vertheilen, durchliuft der zugehérige Tangentialpunkt diese 
Zweige selbst, indem er drei Mal fiir die Wendepunkte s, w und w’ 
in einen Punkt eines Paares conjugirter Punkte hineinfallt*). 

5. Da ein Wendepunkt s, der Curve C® von vorn herein bekannt 
ist und wegen der Symmetrie derselben die iibrigen acht paarweise 
symmetrisch liegen miissen, so kann die Ermittelung der vier nicht 
symmetrisch zu op liegenden nur von einer Gleichung vierten Grades 
abhiingig sein, welche sich hier sehr einfach geometrisch ableiten und 
interpretiren lisst, sowie iiber die Realitiit der Wendepunkte Auskunft 
giebt. 

Erinnern wir uns der letzten Construction (4) der Curve C® -ver- 


*) Vergl. Durége: Ueber die Formen der Curven dritter Ordnung, Borchardt’s 
Journal Bd. LXXV §. 153 ff. 
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mittelst der Kreisschaar, deren Nullkreise 0 und p sind, so fanden wir 
Punkte der C auf folgende Art: Irgend ein Kreis der Schaar schnitt 
op in 2 und ¢,, die Gerade L in x und z,; auf einer der vier Verbindungs- 
linien z. B. x2, welche die in der Mitte m zwischen op errichtete 
Senkrechte M in w traf, wurden von w aus die Strecken 


a= b= po= up 

abgeschnitten und der Schnittpunkt (wz, 2,2,) bestimmt; dieser und 
ab sind allemal die drei Schnittpunkte mit der Curve C® und zwar 
sind a und b conjugirte Punkte. Wenn es sich nun insbesondere einmal 
ereignet, dass der dritte Schnittpunkt (wz, x,2,) mit einem der beiden 
conjugirten ab zusammenfillt, dann ist der andere von den letzteren 
ein Wendepunkt der C®. Suchen wir also einen solchen Kreis k der 
Schaar auf, welcher diese Eigenthiimlichkeit darbietet. 

Sei der in der Figur gezeichnete Kreis k der gesuchte und x2 2, 4, 
das ihm einbeschriebene symmetrische Viereck, dann kénnen wir ent- 
weder die Seite xz oder die Seite 
xz, als eine Sehne der C® von der 
verlangten Beschaffenheit auffassen; 
da in beiden Fiillen dieselbe Be- 
dingung resultirt, so nehmen wir 
den ersten Fall an; der Schnittpunkt 
(wz, 2%,2,) sei @, der zugeordnete Sf - 
vierte harmunische Punkt w, also / /~ 


das Doppelverhiiltniss i: 
: ‘ a -—s 
(cz@w)=——1 y 
die Mitte zwischen @w sei uw; das i 
Perpendikel aus uw auf zz, treffe in ee 


m; der Kreis um pw mit wo = ww 
beschrieben treffe zz, in o und p; 
der Schnittpunkt (wx,, 22,) ist r; 
das Perpendikel aus @ auf zz, treffe 
in 6; letzteres ist die Polare von r 
in Bezug auf den Kreis (k), folglich sind zz,r6 vier harmonische Punkte, 
also das Doppelverhiiltniss : 
(¢2,r6) = — 1. 
Wegen der vier harmonischen Punkte xz@w haben wir: 


s-G-@. 


Wegen der vier aoveenion “a Punkte 22,r6, bei ae k ~ Mitte 


she ei conjugirten zz, ist, haben wir oF in eel dE = 
zwischen zwei conj ' 3 Ee ajuk ane 











so folgt: mrt “i 
(1) mz \ka, 
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Da ausserdem: 
en3) ms meZ,—=mo> ist, 


so sind dies die beiden Bedingungen, welchen der Kreis (k&) oder seine 
Schnittpunkte zz, mit der Geraden op geniigen miissen, wenn umge- 
kehrt op, die Mitte m zwischen ihnen und der Punkt r als gegeben 
angesehen werden. 

Ganz aihnlich lautende Gleichungen wie (I) und (II) wiirden hervor- 
gegangen sein, wenn wir die andere Sehne xz, als die den geforderten 
Bedingungen entsprechende angenommen hiitten. 

Um aus den beiden Bedingungen (I) und (II) die Lage des Kreises 
(k), also auch des Wendepunktes w zu finden, fiihren wir denjenigen 
Kreis der Schaar, deren Nullkreise 0 und p sind, ein, welcher die Ge- 
rade L in r beriihrt; ist k, sein Mittelpunkt und R, sein Radius, so 
haben wir: 

mk? — Ry? = mo? 


und entweder mk, + R, = mr oder mk, — R, = mr, je nachdem r 


ausserhalb op liegt oder zwischen op; nehmen wir zuniichst den ersten 
Fall an: 
mk, + Ry = mr. 


Von allen Kreisen der Schaar werden diejenigen, welche ihre Mittel- 
punkte zwischen k, und o haben, die Gerade nicht mehr treffen, 
ebensowenig diejenigen, welche ihre Mittelpunkte zwischen p und co 
haben; dagegen alle Kreise, die ihre Mittelpunkte von k, bis oo haben, 
miissen % in je zwei reellen Punkten xz, treffen. 
Die Bedingung (II) wird nun: 
mk? — R? = mk,? — R,?, 
wo R den Radius, k den Mittelpunkt des gesuckten Kreises bezeichnet; 
die Bedingung (I) aber 
Ue? es 
mky+Ry (mk) + Ry — mk + RP 
lisst sich mittelst der vorigen vereinfachen, da 
mk+R _ mky — Ry 
mk +R mk—R 
ist; also die Summe der beiden Formen: 


(mk, + Ry + R— mk)? (mk+ R) = R(mk, + R,) 





(mk, + Ry, + R — mk)? (Rk, — mk) = RR — mk) 
giebt 
(mky + R, + R— mk) (mk + R+ R,— mk) = R? oder: 
(IIT) (mk — mk,)? + R? = (R-+ R,)?. 
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Im zweiten Falle erhalten wir, wenn wir annehmen, r liege zwischen 


op, also 
mk, — Ry = mr 


die Form der Bedingungsgleichung: 
(IiT’) (mk — mk,)? + R? = (RK — R,)?, 


welche sich von der vorigen nur dadurch unterscheidet, dass an Stelle 
von FR steht — R. 


Wenn wir aus den beiden Gleichungen: 


~~ ~ mk)? + R? =(R+ R,)? 


mk? — R? = mk,? — R,? 


entweder R oder mk eliminiren, so erhalten wir jedesmal eine Glei- 
chung vierten Grades fiir den Abstand des gesuchten Kreises i vom 
Punkte m und fiir den Radius R desselben; zweckmiissiger erscheint 
es aber, diese beiden Gleichungen zusammen aufzufassen und geome- 
trisch zu interpretiren, weil dadurch die Frage nach der Realitat der 
Wendepunkte am leichtesten beantwortet wird. 

Denken wir uns in dem Mittelpunkte des gesuchten Kreises (/) 
ein Perpendikel auf dem Durchmesser kop errichtet, welches den Kreis 
in den beiden Punkten s und s’ treffe, so ist 


(kky)? + R= (skp)? — (sky)? ‘ 
also giebt die erste der beiden letzten Bedingungen: 
sky = R+ R,. 


Wenn wir daher dem Kreise k, zwei mit dem Durchmesser op parallele 
Tangenten ziehen, die / und U’heissen mégen, so ist der Abstand des Punktes 
s von 1 gleich R+- R, und der Abstand des Punktes s von / gleich R—R, 
und der Punkt s ist daher auf einen solchen geemetrischen Ort angewiesen, 
dessen Punkte von dem festen Punkte /, und einer der beiden festen Ge- 
raden / oder U gleich weit abstehen. Ein solcher Ort ist bekanntlich eine 
Parabel; wir denken uns also die beiden Parabeln construirt, welche 
den Punkt k, zum Brennpunkt und eine der beiden Geraden 1 oder [- 
zur Leitlinie haben; da dieselben vollkommen symmetrisch liegen in 
Bezug auf die Gerade op, wie die Curve C® selbst und ihre Paare 
von Wendepunkten, so brauchen wir nur eine dieser beiden Parabeln 
zu fixiren 3, deren Brennpunkt /;, und deren Leitlinie eine der beiden 
zum Durchmesser op parallelen Tangenten / des Kreises ky ist. 


Die andere Bedingung giebt einen zweiten geometrischen Ort fiir 
den Punkt s; da niimlich 
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mk? — R? = mk,? — R,? = mo? 
ist, so folgt R= ko.kp =ks? oder 
ks .ks+ko.kp =O. 


Hierdurch ist den Punkten s und s’ als Ort eine gleichseitige Hyperbel 
angewiesen, welche m zum Mittelpunkt und die beiden in o und p 
errichteten Senkrechten zu Tangenten, also mo® zur Potenz hat. Dies 
folgt aus der bekannten Eigenschaft jeder gleichseitigen Hyperbel, 
wonach die Schenkel eines rechten Winkels (k) dieselbe immer in 
Punktenpaaren ss’ und ¢¢’ treffen, fiir welche der Lage und Grosse nach 


ks. ks + kt kt =0 
ist. 

Wir haben hiernach zwei Orte fiir den Punkt s, die Parabel $© 
und die eben ermittelte gleichseitige Hyperbel §*; die gemeinschatt- 
lichen Punkte dieser beiden Kegelschnitte sind vier solche Punkte s, 
dass die aus ihnen auf op herabgelassenen Perpendikel die vier Mittel- 
punkte & der gesuchten Kreise zu Fusspunkten haben. Es kommt nun- 
mehr darauf an, nachzusehen, ob diese beiden Kegelschnitte reelle 
Schnittpunkte s haben und ob die ihnen zugehérigen Kreise k das in 
r errichtete Perpendikel Z schneiden oder nicht. Beides ergiebt sich 
aus der Lage der Parabel @ zur Hyperbel §®: 

Gehen wir von den beiden gegebenen Punkten o und p, deren 
Mitte m ist und dem irgendwo auf ihrer Verbindungslinie liegenden 

Punkte yr aus, in welchem 





Y% das errichtete Perpendikel die 
i. Vi gegebene Gerade L ist; he- 
ee, | :, Jf stimmen wir den vierten har- 

N ; a monischen Punkt @ zu rop, 
WA ae der dem Punkt r zugeordnet 

“ag \ rf f ist, so wird, wenn 7 ausser- 

\. hy ie a i halb op liegt, @ zwischen op 

os ee i ee ~~ liegen und umgekehrt; die 
an i a ame“ \ —-—— beidenmiglichen Fille kénnen 
/ NX also durch dieselbe Betrach- 





| tung erledigt werden, indem 

A nur y und @ mit einander zu 
SL L . vertauschen sind; der tiber rg 
als Durchmesser beschriebene 
Kreis hat k, zum Mittelpunkt; sei o der zwischen r@ liegende Punkt. 
Wir denken uns nun eine der beiden symmetrischen Parabeln con- 
struirt, welche &, zum Brennpunkt haben und durch die beiden 
Punkte yr und @ gehen; das in k, errichtete Perpendikel schneidet 
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den Kreis k, in s, und 5, dann sind die Tangenten in s, und sg, 
offenbar die Leitlinien der beiden Parabeln und rs, @s, sind zwei Tan- 
genten der einen, rs, @S, zwei Tangenten der andern Parabel. Durch 
die vier Punkte s, s,’ o p wird jetzt die gleichseitige Hyperbel H® ge- 
legt, welche dadurch bestimmt ist. Nur der durch 0 gehende Zweig 
dieser gleichseitigen Hyperbel kann gemeinschaftliche Punkte mit der 
Parabel $@ haben, denn die Tangente gs, (oder rs,) der Parabel liuft 
parallel zu einer Asymptote der Hyperbel, hat also nothwendig in der- 
selben Halbebene von sich die Parabel und nur einen Theil des einen 
durch 0 gehenden Zweiges der Hyperbel. Da nun anderseits der Brenn- 
punkt und auch der Scheitel der Parabel innerhalb dieses 0-Zweiges 
der Hyperbel liegt, wiihrend der Punkt @ (oder 7) der Parabel ausser- 
halb der Hyperbel sich befindet, so muss nothwendig die Parabel 
diesen Hyperbelzweig in zwei und nur in zwei reellen Punkten treffen; 
jene obige Gleichung vierten Grades fiir mk muss daher zwei reelle 
und zwei imaginire Wurzeln haben, ebenso wie die Gleichung vierten 
Grades fiir R. Die von den beiden reellen Schnittpunkten der Curven 
$° und H® abhingenden Kreise k, welche zur Bestimmung der Wende- 
punkte fiihren, haben aber einen wesentlich verschiedenen Charakter. 
Da sys) die Axe der Parabel $8 ist und zugleich eine Sehne des 
o-Zweiges der Hyperbel §®, welche ihrer imaginiren Axe parallel 
liuft, da man ferner bei dem Wege von sy bis o auf der Hyperbel von 
dem Gebiete ausserhalb der Parabel in das Gebiet innerhalb derselben 
eintritt, so muss einer der beiden reellen Schnittpunkte von $@ und 
§® auf dem Hyperbelstiick s,o liegen, also der Fusspunkt des aus 
diesem Schnittpunkte auf op herabgelassenen Perpendikels zwischen 
k, und o fallen. Dieser Fusspunkt ist aber der Mittelpunkt des ge- 
suchten Kreises der Schaar und wie wir vorhin gesehen haben, kann 
ein Kreis der Schaar, welcher seinen Mittelpunkt zwischen i, und o 
hat, die Gerade Z nicht schneiden; folglich erhalten wir bei diesem 
ersten reellen Schnittpunkte von B®) und §®) doch noch keine reellen 
Wendepunkte der C®), Wir miissen uns daher nach dem zweiten Schnitt- 
punkte umsehen. Bei dem Wege 'vom Punkte s, auf der Hyperbel, 
welcher noch innerhalb der Parabel liegt bis zum unendlich entfernten 
Punkte g.’ der Hyperbel, welcher ausserhalb der Parabel liegt, weil 
durch ihn eine reelle Tangente derselben rs, geht, haben wir noth- 
wendig die Grenze des inneren und fusseren Gebietes der Parabel 
einmal iiberschritten, folglich den zweiten Schnittpunkt von $@ und 
§® getroffen; der Fusspunkt k des aus ihm auf op herabgelassenen 
Perpendikels muss daher zwischen k, und oo liegen; also der zugehdrige 
Kreis k wird nach dem Obigen die Gerade Z in zwei reellen Punkten 
“x, schneiden; er schneidet zugleich die Gerade op in den beiden 
Punkten z2,, so dass zwei symmetrisch liegende Seiten des Vierecks 
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22,22, die beiden reellen Wendepunkte ww, der Curve C® enthalten. 
Wir haben also nachgewiesen, dass die Curve C® ausser dem un- 
endlich-entfernten Wendepunkt s,, immer noch zwei reelle Wende- 
punkte w und w, besitzt, welche mit jenem in gerader Linie liegen, 
wie dies denn auch mit den allgemeinen Eigenschaften der Wende- 
punkte bei den Curven dritten Grades iibereinstimmt; die Ermittelung 
der beiden reellen Wendepunkte selbst hiingt, wie es in der Natur 
der Sache liegt, von der Bestimmung der Schnittpunkte zweier be- 
stimmter Kegelschnitte $@ und §® ab und kann nicht weiter reducirt 
werden. 


6. Wir wollen noch einiger speciellew Fille Erwihnung thun, in 
denen die Curve C®) zerfillt und welche zugleich Grenzfille sind der 
beiden verschiedenen T'ypen von Gestalten (I) und (II), in denen die 
Curve C® auftritt. Geht niimlich erstens die Gerade L, welche auf 
op senkrecht steht, durch die Mitte m zwischen o und p, so zerfallt 
die Curve C®) in diese Gerade selbst und eine gleichseitige Hyperbel, 
deren beide Scheitel o und p sind, so dass also der Zweig (R) der 
Gestalt (I) sich in die Gerade Z ausstreckt und die beiden Zweige (0) 
und (P) in die beiden Theile einer gleichseitigen Hyperbel iibergehen, 
indem sie einander symmetrisch gleich werden. Auch die zugehdrige 
Cayley’sche &® zerfallt in diesem Falle in den unendlich entfernten 
Punkt der Geraden op und die Gerade Z, welche in m senkrecht auf 
op steht; oder besser gesagt anstatt der Geraden L die beiden imaginiiren 
Doppelpunkte desjenigen Punktsystems auf L, welches von den circularen 
Strahlsystemen in o oder p ausgeschnitten wird. 


Versetzen wir zweitens die Gerade L in die Unendlichkeit, so zer- 
fallt die Curve C® in diese unendlich-entfernte Gerade G,, und einen 
Kreis, welcher op als Durchmesser hat; die Zweige (R) (Q) und (Q’) 
der Gestalt (II) géhen also siimmtlich in die Unendlichkeit und nur 
der geschlossene Contour (A) gestaltet sich zu einem Kreise; die zu- 
gehérige Cayley’sche ®® zerfallt ebenfalls in den Mittelpunkt des 
Kreises m und die beiden imaginiiren unendlich-entfernten Kreispunkte. 
Von Interesse ist in diesem Falle die specielle Natur des Kegelschnitt- 
netzes, dessen Tripelcurve die in den Kreis m® und G, zerfallene 
C® ist. Da nimlich je zwei conjugirte Punkte der Curve C® auch 
conjugirte Punkte fiir alle Kegelschnitte des zugehérigen Netzes sein 
miissen, so folgt in unserem Falle zuerst, dass je zwei in rechtwink- 
ligen Richtungen gelegene unendlich-entfernte Punkte fiir alle Kegel- 
schnitte des Netzes conjugirte Punkte sein miissen, dass also alle Kegel- 
schnitte des Netzes durch die beiden imaginiiren Kreispunkte im 
Unendlichen gehen, oder Kreise sind; zweitens aber sind je zwei 
diametral gegeniiberstehende Punkte des Kreises m) conjugirte Punkte 
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fiir die Kreise des Netzes, also miissen diese den Kreis m®) rechtwinklig 
schneiden; wir haben also in diesem speciellen Falle das Resultat: 

Stimmtliche Kreise, welche einen gegebenen Kreis m rechtwinklig 
schneiden, bilden ein besonderes Kegelschnittnetz, dessen Tripelcurve in 
diesen Kreis und die unendlich-entfernte Gerade G, zerfiillt. 

Drittens untersuchen wir noch den Fall, wenn die Gerade Z durch 
einen der beiden Punkte o oder p selbst hindurchgeht z. B. durch 0; 
die Curve C®) zerfallt alsdann, wie wir aus einer der oben angegebenen 
Constructionen erkennen, in drei gerade Linien, deren eine die in p 
errichtete Senkrechte ist, wiihrend die beiden andern die durch o 
gehenden unter je 45° zu op geneigten Strahlen sind oder mit andern 
Worten: Die Curve C® streckt sich in diesem Falle in ihre drei 
Asymptoten aus. Die zugehérige Cayley’sche ®® reducirt sich auf 
die drei Eckpunkte dieses Asymptotendreiecks. 


Sophienau, den 22. August 1872. 





Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. 


(Zweiter Aufsatz.) 


Von Fenix Kien in Ertancen. 


Die nachstehenden Auseinandersetzungen schliessen sich an einen 
friiheren Aufsatz iiber denselben Gegenstand (diese Annalen IV, 4) 
an und sind bestimmt, einige dort nur angedeutete Punkte weiter 
auszufiihren. Es galt mir damals hauptsichlich, in mdglichst an- 
schaulicher Weise darzulegen, wie Cayley’s projectivische Massbe- 
stimmung in Ebene und Raum ein iquivalentes Bild fiir die Lehren 
der Nicht-Euklidischen Geometrie ergiebt. Ich durfte hoffen, letztere 
dadurch einem allgemeinen Verstindnisse zugiinglicher gemacht, gleich- 
zeitig aber auch Ausgangspunkte fiir weitere Untersuchungen ge- 
wonnen zu haben. In letzterem Betracht hatte ich nur angedeutet, 
wie die vorgetragenen geometrischen Ueberlegungen fiir Mannigfaltig- 
keiten von beliebig vielen Dimensionen zn verwerthen seien. Ich hatte 
ferner die Ansicht entwickelt, dass man in ihnlicher Weise, wie 
v. Staudt, die projectivische Geometrie aufbauen kénne, auch ohne 
iiber das Parallelenaxiom etwas festzusetzen. Es sind hauptsiichlich 
diese beiden Punkte, welche im Folgenden im Sinne des damaligen 
Aufsatzes, aber in der fortentwickelten Form, die sie inzwischen bei 
mir gewonnen haben, dargelegt werden sollen. Wenn ich dabei oft 
weiter aushole und gelegentlich vielleicht etwas weitliufig wiire, so 
trieb mich dazu der Wunsch, méglichst verstiindlich zu schreiben und 
dadurch von vorneherein Zweifel an der Richtigkeit der Betrachtung 
zu beseitigen, welche sich bei so abstracten Gegenstiinden nur zu 
leicht aufdringen. Zugleich mégen denn dadurch die Bedenken ent- 
fernt werden, welche mir von verschiedenen Seiten her hinsichtlich 
meiner friiheren Arbeit geiiussert worden sind. 

Die nachstehenden Untersuchungen sind wie die damaligen’ rein 
mathematischen Inhaltes. Es bleiben ihnen also durchaus die Fragen 
fern, welche Vortheile aus den beziiglichen mathematischen Resultaten 
fiir die Raumanschauung oder iiberhaupt die Naturerkenntniss ge- 
wonnen werden kénnen. Aber es ist vielleicht nicht iiberfliissig, nach 
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dieser Seite hin den Gegenstand hier zu pricisiren, da nur zu viel- 
fach diese mathematischen Betrachtungen mit eventuellen Anwendungen 
derselben untermischt und verwechselt werden. 


Die Untersuchungen der Nicht-Euklidischen Geometrie haben 
durchaus nicht den Zweck, iiber die Giiltigkeit des Parallelenaxioms 
zu entscheiden, sondern es handelt sich in denselben nur um die 
Frage: ob das Parallelenaxiom eine mathematische Folge der iibrigen 
bei Euklid aufgefiihrten Axiome ist; eine Frage, die durch die frag- 
lichen Untersuchungen definitiv mit Nein beantwortet wird. Denn 
sie haben ergeben, dass man ein in sich consequentes Lehrgebiiude 
auf Grund allein der iibrigen Axiome aufbauen kann, welches das 
Lehrgebiiude der Euklidischen Geometrie nur als einen speciellen 
Fall umfasst. . 

Aehnliche Untersuchungen kénnte man und sollte man mit Bezug 
auf alle anderen Voraussetzungen, die unseren geometrischen Vor- 
stellungen zu Grunde liegen, anstellen. Es ist die Nicht-Euklidische 
Geometrie ein erster Schritt in einer Richtung, deren allgemeine 
Méglichkeit durch Riemann’s Arbeit*) ,,Ueber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zu Grunde liegen“ vorgezeichnet ist. Ein aihn- 
licher Schritt ist es, wenn man das Axiom von der unendlichen Linge 
der Geraden fallen lisst, wie ich dies in meinem vorigen Aufsatze im 
Anschlusse an die Arbeiten von Riemann und Helmholtz gethan 
habe. Dann ist ausser der Nicht-Euklidischen Geometrie im Sinne 
von Lobatchefsky, Bolyai, oder, wie ich sie nenne, der hyper- 
bolischen Geometrie, noch eine zweite Geometrie, die elliptische, még- 
lich; zwischen beiden bildet die gewdhnliche, parabolische Geometrie 
den Uebergangsfall. : 

Allerdings sind wohl nicht immer und nicht alle Bearbeiter der 
Nicht-Euklidischen Geometrie oder verwandter Gegenstiinde der hier 
entwickelten Ansicht gewesen. Man michte dieses wenigstens schliessen, 
wenn z. B. Bolyai die Abhandlung, in der er das Parallelenaxiom 
fallen lisst, ,,tiber die absolut wahre Raumlehre“ betitelt. Auch in 
der neuesten Zeit scheint diese Auffassung noch nicht ganz verschwunden, 
so dass es wohl nicht iiberfliissig ist, hier ausdriicklich auf dieselbe 
als eine von der hier vorgetragenen abweichende aufmerksam zu machen. 

Man kann fragen, ob solche Untersuchungen, wie sie durch die 
Nicht-Euklidische Geometrie als Beispiel vertreten sind, noch ausser- 


*) Bei Riemann ist die rein mathematische Betrachtung nicht tiberall von 
den Betrachtungen mehr speculativen Charakters geschieden, die sich auf die 
Objectivitiit der Raumanschauung etc. beziehen. Auf diesen Umstand ist die viel- 
fach iiber die bez. Dinge verbreitete Unklarheit wohl zum grossen 'I'heile zuriick- 
zufiihren. 

Mathematische Annalen. VI. 8 
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halb des speciellen Zweckes, um dessen willen sie entwickelt werden, 
anderweitigen Nutzen besitzen und in welcher Richtung derselbe zu 
suchen ist. Mir scheint ein zweifacher Nutzen zu resultiren, ein rein 
mathematischer unc ein, wenn die Ausdrucksweise. gestattet ist, phy- 
sikalischer. In erster Linie erweitern die Untersuchungen den Kreis 
unserer mathematischen Begriffe. So haben die Betrachtungen iiber 
Parallelentheorie, ganz allgemein zu reden, einen wesentlich neuen 
Begriff geliefert, den Begriff einer beliebig ausgedehnten Mannig- 
faltigkeit von constantem Kriimmungsmasse. Dann aber — und das 
ist die physikalische Wichtigkeit solcher Forschungen — gewinnen 
wir durch dieselben Material, um die uns geliiufigen geometrischen Vor- 
stellungen nach ihrer Nothwendigkeit beurtheilen und eine Abinderung 
derselben, falls eine soleche wiinscheuswerth scheinen sollte, zweck- 
miissig treffen zu konnen. Ich kann in dieser Beziehung nur (in 
etwas freier Fassung) die Schlussworte der Riemann’schen Arbeit 
citiren : 

»Solche Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrte, von allge- 
meinen Begriffen ausgehen, kinnen dazu dienen, dass die Umarbeitung 
der iiberkommenen réumlich-mechanischen Vorstellungen nicht durch 
die Beschrinktheit der Begriffe gehindert und der Fortschritt im Er- 
kennen des Zusammenhanges der Dinge nicht durch iiberlicferte Vor- 
urtheile gehemmt wird.“ 

Aber einseitig wiirde es sein, wollte man, wie dies gelegentlich 
von physikalischer oder philosophischer Seite geschieht, in einer 
solchen eventuellen Verwendung der betreffenden Untersuchungen den 
einzigen Nutzen derselben erblicken; und es ist jedenfalls nur vortheil- 
haft, wenn man die Fragen trennt, und zuniichst die rein mathema- 
tischen Betrachtungen, welche die Grundlagen fiir die sich an- 
schliessenden speculativen sind, durcharbeitet. — 

Die folgenden Ausfiihrungen zerfallen in zwei Abschnitte, die 
unter einander nur lose zusammenhiingen und hier nur vereinigt sein 
mégen, weil sie sich beide an den friiheren Aufsatz anlehnen. 

Der erste Abschnitt ist durch den Umstand hervorgerufen, dass 
in meiner friiheren Arbeit die Frage nach dem Begriffe einer Mannig- 
faltigkeit von constantem Kriimmungsmasse, und die Frage, wie unsere 
riumlichen Anschauungen zu modificiren wiren, falls der Raum ein 


nicht verschwindendes Kriimmungsmass besiisse, nicht von einander ~ 


getrennt behandelt sind. Es scheint dies bei dem Verstiindnisse der 
Arbeit eine Hauptschwierigkeit zu bilden, und deshalb sollen die dort 
mit Bezug auf die erste Frage gewonnenen Resultate hier ohne alle 
Verbindung mit der zweiten Frage noch einmal ausgesprochen und 
ihrem Sinne und ihrer Tragweite nach deutlich begrenzt werden. Ich 
stelle mich dabei auf den rein analytischen Standpunkt und handele 
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sofort von Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen: wenn 
ich dabei gelegentlich von geometrischen Dingen rede, so ge- 
schieht es nur, um abstractg Begriffe an einem concreten Bilde zu 
erliutern. Es wird dabei die gewdhnliche geometrische Anschauung 
mit ihrem Parallelen-Axiome zu Grunde gelegt, was ja ein durchaus 
berechtigtes Hiilfsmittel ist, auch wenn die objective Giiltigkeit des 
Parallelenaxioms (oder der anderen Axiome) als nicht feststehend be- 
trachtet wird, da diese uns geliiufige Anschauung in sich nicht wider- 
sprechend ist, also wirkliche mathematische Beziehungen in Evidenz 
setzt. Der begriffliche Unterschied zwischen einer Mannigfaltigkeit 
von constantem Kriimmungsmasse und dem, was ich eine projectivische 
Mannigfaltigkeit nenne — oder, was das geometrische Analogon ist; 
der Unterschied zwischen metrischer und projectivischer Geometric 
wird dabei in méglichst bestimmter Form hervorgehoben, da so erst 
die Resultate einen durchsichtigen Inhalt erhalten. Ich glaube nicht, 
dass die Art und Weise, wie ich diesen Unterschied einfiihre, wesent- 
lich neu ist: vielmehr wird Jeder, der dariiber nachgedacht hat, den 
Unterschied in iihnlicher Weise auffassen; es ist mir aber nicht be- 
kanat, dass diese Auffassung irgendwo dargestellt wiire und ich michte 
sie hier um so weniger unerdrtert lassen, als sie nach meiner Mei- 
nung fiir mathematische Fragen iiberhaupt von fundamentaler Be- 
deutung ist. Dementsprechend haben diese Auseinandersetzungen eine 
Ausdehnung gewonnen, hinter welcher die Partieen, die sich insbe- 
sondere auf das constante Kriimmungsmass beziehen, verhiiltnissmiissig 
zuriicktreten. 

In dem-zweiten Abschnitte begriinde ich denn eingehender die 
bereits genannte Behauptung: dass man in ihnlicher Weise, wie 
v. Staudt, die projectivische Geometrie entwickeln kann, auch wenn 
man das Parallelenaxiom nicht zugiebt. Zu dem Zwecke zeige ich, 
dass nicht nur fiir die Ebenen und Geraden des Raumes, sondern iiber- 
haupt tiir jedes Fliichen- und Curvensystem, das in einem endlichen 
Raumstiicke ihnliche Lagenverhiltnisse besitzt, wie man sie bei den 
Ebenen und Geraden voraussetzt, innerhalb des begrenzten Raumes 
die projectivische Geometrie gilt. Diese Untersuchung, die hier zum 
Beweise der genannten Behauptung gefiihrt wird, scheint an und fiir 
sich von Interesse. Sie lehrt einmal ein merkwiirdiges Theorem der 
Analysis situs kennen, insofern der oben angedeutete Satz*) nur von 
solchen riiumlichen Dingen handelt, die bei einer stetigen Verzerrung 
des Raumes ungeiindert bleiben, und kann also in diese noch wenig 
entwickelte geometrische Disciplin eingereiht werden; andererseits 


*) Ich habe diesen Satz bereits in den Gétt. Nachrichten 1872. Juni 5. mit- 
getheilt, 


8* 
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kann man sie als einen Schritt in der.oben angedeuteten Unter- 
suchungs-Richtung der Axiome der Geometrie betrachten, insofern sie 
von weniger Annahmen ausgeht, als man den Ebenen und Geraden 
des Raumes gewodhnlich beilegt, und doch das Vorhandensein einer 
Reihe denselben sonst zuakommender Kigenschaften nachweist. 


Erster Abschnitt. 


Die Mannigfaltigkeit von constantem Kriimmungsmasse, die 
projectivische Mannigfaltigkeit und ihr gegenseitiges Verhiiltniss. 


$ 1. 


Begriff einer Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen, wie er 
im Folgenden zu Grunde gelegt wird. 


Wenn » Veriinderliche 
Sig Bay oes M 


gegeben sind, so constituiren die wfach unendlich vielen Werthsysteme, 
die man erhilt, wenn man die x unabhiingig von einander die reellen 
Werthe von — oc bis + oo durchlaufen liisst, dasjenige, was hier, 
in Uebereinstimmung mit der gewdhnlichen Bezeichnungsweise, eine 
Mamnnigfaltigkeit von n Dimensionen genannt werden soll. Das ein- 
zelne Werthsystem 


(iy, Bay -- 2 Bn) 

werde als ein Element derselben bezeichnet. 
Fiir n = 3 kann man — und das ist der urspriingliche Grund- 
gedanke der analytischen Geometrie — die Elemente der bez. Mannig- 


faltigkeit durch die Punkte des Raumes, die Mannigfaltigkeit selbst 
also durch den als Punkt-Aggregat gedachten Raum vorgestellt sein 
lassen. Wir werden hier und im Folgenden diese anschauliche und 
uns geliufige Interpretation eines einzelnen alles benutzen, um uns 
an ihr jedesmal diejenigen Ideen zu bilden, welche auf den allge- 
meinen Mannigfaltigkeitsbegriff iibertragen werden sollen. Den Punkt- 
raum denken wir uns dabei, wie bereits in der Einleitung gesagt, 
mit den Eigenschaften ausgeriistet, die wir ihm gewohnlich, d. h. in 
der Euklidischen Geometrie beilegen. 

Im Folgenden soll bei Betrachtung der Mannigfaltigkeiten ge- 
wohnlich von algebraischen Gebilden und algebraischen Processen ge- 
handelt werden. In solchen Fiillen mégen wir, wie dies in der neueren 
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Geometrie geschieht, zu den bisherigen Elementen der Mannigfaltig- 
keit neue, complexe hinzufiigen, indem wir den » Variabeln_ : 


Bip Lo, +. Bn 


fortan gestatten, beliebige complexe Werthe anzunehmen. Dabei wird 
es, wieder wie in der Geometrie, dennoch gestattet sein, der Aus- 
drucksweise nach an einer nfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit fest- 
zuhalten; der Vergleich mit der in der Geometrie iiblichen Rede- 
weise wird alle Schwierigkeiten in dieser Richtung fortheben. 


§ 2. 
Transformationen und Transformationsgruppen. 


Als eine Transformation der Mannigfaltigkeit in sich selbst sei 
der Uebergang verstanden, welcher von jedem Elemente zu einem (oder 
einigen) zugeordneten fiihrt. Man mag die Transformation durch 
n Gleichungen bestimmen, nach welchen das zugeordnete Element von 
dem jedesmaligen urspriinglichen abhiingt. Die Art der Gleichungen 
und ihre gegenseitige Beziehung ist fiir den Begriff zunichst gleich- 
giiltig; im Folgenden werden wir aber immer voraussetzen, dass sie 
unkehrbar sind. Die umgekehrten Gleichungen repriisentiren, was die 
umgekehrte Transformation heissen soll. Bezeichnet man, wie im 
Folgenden geschehen soll, eine ‘Transformation durch einen Buchstaben : 
A, B,..., die Zusammensetzung zweier Transformationen A, B 
durch das Symbol (Produkt) AB, so wird die umgekehrte Transfor- 
mation vou .+ durch 14~—! darzustellen sein. 

Wir bemerken ferner, dass die 'Transformationen, die weiterhin 
vorkommen, wesentlich algebraische sind, und dass wir in solchen 
Killen die Mannigfaltigkeit immer als cine complexe Mannigfaltigkeit 
und die Transformation als gleichzeitig fiir die complexen Elemente 
eintretend ansehen. 

Sei nun eine Reihe von Transformationen A, B, C... gegeben, 
Wenn diese Reihe die Eigenschaft besitzt, dass je zwei ihrer Trans- 
formationen zusammengesetzt eine Transformation ergeben, dic selbst 
wieder der Reihe angehdrt, so soll sie cine Transformationsgruppe*) 
heissen. 


*) Name wie Definition sind heriibergenommen yon der analogen Begriffs- 
bildung der Substitutionstheorie, die sich nur dadurch von der hier vorgetragenen 
unterscheidet, dass die in ihr betrachteten Mannigfaltigkeiten aus ciner endlichen 
Zahl discreter Elemente bestehen.’ In einem fritheren Aufsatze (diese Annalen IV, 1) 
haben Lie und ich das, was hier Transformationsgruppe heisst, als ein ,.ge- 
schlossenes System von Transformationen‘ bezeichnet- 
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Beispiele fiir diesen Begriff mag man sich an der durch den Punkt- 
raum versinnlichten Mannigfaltigkeit von drei. Dimensionen bilden. 
Eine jede Bewegung, eine jede Collineation ist eine riiumliche Trans- 
formation. Eine Gruppe bilden z. B. die Gesammtheit aller Be- 
wegungen; denn zwei Bewegungen zusammengesetzt ergeben eine 
neue Bewegung. Eine Gruppe bilden ferner etwa die Gesammtheit 
aller Collineationen, insbesondere diejenigen Collineationen, die ein 
bestimmtes Gebilde, z. B. eine Fliiche zweiten Grades, in sich iiber- 
fiihren. Es ist iibrigens zum Begriffe der Gruppe durchaus nicht 
wesentlich, dass die sie constituirenden Transformationen, wie in den 
genannten Beispielen, an Zahl unendlich sind und sich continuirlich 
an einander anschliessen, obwohl dies der Charakter derjenigen Gruppen 
sein wird, die im Folgenden gebraucht werden. Vielmehr bilden z. B. 
die unendlich vielen ruckweise auf einander folgenden Verschiebungen, 
welche eine Sinuslinie mit sich selbst zur Deckung bringen, eine 
Gruppe; ebenso die in endlicher Anzahl vorhandenen Bewegungen, 
welche einen Wiirfel mit sich selbst zur Deckung bringen*). Aehn- 
liche Unterscheidungen finden bei den Transformationsgruppen in be- 
liebigen Mannigfaltigkeiten ihre Stelle, doch mag die nihere Erérterung 
der sich anschliessenden Fragen als fiir das Folgende unndthig hier 
unterbleiben. 

Zwei Transformationsgruppen heissen dhnlich**), wenn man die 
Transformationen der einen Gruppe so den Transformationen der an- 
deren Gruppe zuordnen kann, dass die Zusammensetzung entsprechender 
Transformationen entsprechende Transformationen ergiebt. Eine Trans- 
formationsgruppe, welche mit einer gegebenen ihnlich ist, erhilt man 
z. B., wenn man mit allen Transformationen A der gegebenen Gruppe 
eine Transformation C und deren umgekehrte C-! in der Art ver- 
bindet, dass die Transformationen C-!AC entstehen. Man kann dies 
so aussprechen. Die Transformationen A fiihren die urspriinglichen 
Elemente der Mannigfaltigkeit bez. in neue iiber. Auf die urspriing- 
lichen und die neuen wende man gleichzeitig die Transformation C 
an. So driicken die Transformationen C-!AC die Beziehung aus, 
welche zwischen den Elementen besteht, die durch C aus den friiher 
zugeordneten hervorgehen. 

Man kann unter gewissen Kinschriinkungen beweisen, dass je zwei 
iihnliche Gruppen in diesem Sinne aus einander durch Anwendung 

e 


*) In einem Aufsatze: Sur les groupes de mouvements (Annali di mate- 
matica, Ser 2. t. II) hat Camille Jordan alle Gruppen von Bewegungen auf- 
gestellt. 

**) Man vergl. immer die analoge Terminologie und Begriffsbildung der 
Substitutionstheorie, 
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einer Hiilfstransformation. C hervorgehen; fiir das Folgende haben wir 
die Begriindung und die Begrenzung dieses Satzes nicht ndéthig, wir 
wollen vielmehr unter zwei dhnlichen Transformationsgruppen schlecht- 
hin solche zwei verstehen, die durch Anwendung einer Transformation 
C aus einander entstanden sind. Dabei braucht C noch durchaus keine 
eindeutige Transformation zu sein; sie kann recht wohl vieldeutig, 
selbst unendlich vieldeutig sein*). 


§ 3. 
Die Hauptgruppe der raumlichen Transformationen. 


Die Geometrie kann sich, unseren gewdhnlichen Vorstellungen 
nach**), iiberhaupt nur mit solchen Eigenschaften der riumlichen Ge- 
bilde befassen, welche unabhiingig sind von der Stelle im Raume, die 
von den Gebilden eingenommen wird, sowie von der absoluten Grdésse 
der Gebilde. Auch kann sie nicht (immer ohne Zuhiilfenahme eines 
dritten Kérpers) zwischen den Eigenschaften eines Kérpers und denen 
seines Spiegelbildes unterscheiden. Durch diese Siitze ist eine Gruppe 
riumlicher Transformationen charakterisirt — sie mag die Hawptgruppe 
genannt werden —, deren Transformationen die Gesammtheit, der geo- 
metrischen Eigenschaften eines Gebildes unberiihrt lassen. Es setzt 
sich diese Gruppe zusammen aus den sechsfach unendlich vielen Be- 
wegungen, aus den einfach unendlich vielen Aehnlichkeitstransforma- 
tionen und aus der Transformation durch Spiegelung an einer Ebene. 

Hatten wir seither den Punktraum schlechthin als eine dreifach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit aufgefasst, so kénnen wir jetzt eine 
niihere Bestimmung hinzufiigen, welche durch das Vorhandensein der 
Hauptgruppe riumlicher Transformationen bedingt wird: 

Der Punktraum ist eine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen, 
bei deren Behandlung man nur auf solche Eigenschaften auftretender 
Gebilde zu achten hat, die durch die Transformationen der’ Haupt- 
gruppe ungedndert bleiben***), 








*) Z. B. sollen, fiir » = 2, noch als thnlich bezeichnet sein die Gruppen: 
ay = Hy Ay, Ly = y+ ay 
Wy = hy, Y2 = beYe, 
weil sie durch die Substitution 
z;,=logy;, x; = log y; 


und 


aus einander hervorgehen. 

**) In der Nicht-Euklidischen Geometrie ist dies insofern anders, als die Ver- 
wandtschaft der Aehnlichkeit nicht existirt, 

***) Dem Raume an und fiir sich kann man bekanntlich, nach der Pliicker'’- 
schen Auffassung, beliebig viele Dimensionen zuertheilen, je nach dem Gebildes 
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Man iibersieht bereits hier, wie von einer bestimmten Behandlung 
einer Mannigfaltigkeit von »Dimensionen erst dann die Rede sein 
kann, wenn eine Transformationsgruppe gegcben ist, welche die Eigen- 
schaften , auf welche man achten will, charakterisirt als die durch die 
Transformationen der Gruppe unveriinderlichen Relationen. Je umfang- 
reicher die Gruppe ist, um so geringer wird die Zahl der bleibenden 
Eigenschaften und umgekehrt. Bestiinde die Gruppe aus der identischen 
Transformation, d. h. aus derjenigen, die jedes Element sich selbst zu- 
ordnet, so wiirde jedes Element der Mannigfaltigkeit bei deren Be- 
handlung ein individuelles Interesse besitzen. 


§ 4. 
Die verschiedenen Methoden der Geometrie sind durch eine zugehérige 
Transformationsgruppe charakterisirt. 


Wenn man von bloss formellen Unterschieden absieht — also 
etwa davon, ob die Art der Behandlungsweise in fortwihrender Ver- 
bindung mit der riumlichen Anschauung oder unter Zuhiilfenahme 
eines rechnenden Algorithmus geschieht — so wird man den Unter- 
schied der in der Geometrie iiblichen Methoden in det Art der bei 
der Behandlung adjungirten Transformationsgruppe erblicken miissen. 
Fiir alle geometrischen Betrachtungen ist, wie gesagt, von vornherein 
die Hauptgruppe der Transformationen gegeben. “Wollte man nur 
einen Theil ihrer Transformationen in Betracht ziehen, so erhielte man 
solche geometrische Eigenschaften der riitumlichen Gebilde, welche sich 
auf fest gedachte gegebene Elemente beziehen, die unter sich natiir- 
lich die eigentlichen, nicht von der Annahme fester Elemente ab- 
haingigen geometrischen Beziehungen begreifen. Aber es bleibt wn- 
benommen, der allgemeinen geometrischen Betrachtung statt der 
Hauptgruppe eine weitere, die Hauptgruppe umfassende Gruppe von 
Transformationen zu Grunde zu legen. Und in der Einfiihrung solcher 
allgemeinerer Gruppen an Stelle der Hauptgruppe besteht das Wesen 
der verschiedenen geometrischen Methoden, die sich in der Neuzeit 
entwickelt haben, insbesondere, worauf es uns hier ankommt, das 
Wesen der projectivischen Geometric. Sie fasst an den raiumlichen 
Dingen nur das auf, was durch collineare Umformungen nicht ge- 
iindert wird, sie adjungirt sich also in dem cben erirterten Sinne die 
Gruppe aller collinearen Umformungen. Die Transformationen der 


welches man als Raumelement zu Grunde legen will. Aber die Hauptgruppe 
der Transformationen, welche die geometrischen Eigenschaften ungeiindert lisst, 
ist von der Wahl des Raumelementes unabhiingig. Der Raum erscheintalso als das Bild 
einer beliebig ausgedehnten Mannigfaltigkeit ist, bei der jedesmal eine Traus- 
formationsgruppe von demselben Charakter adjungirt ist. Vgl. den folgenden Text. 
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Hauptgruppe sind dann*) dadurch definirt, dass sie diejenigen reellen 
Collineationen sind, welche ein individuelles Gebilde, den sogenannten 
unendlich fernen imaginiren Kreis ungeiindert lassen. Die nicht pro- 
jectivischen Kigenschaften riiumlicher Gebilde erscheinen als covariante 
Beziehungen der Gebilde zum imaginiren Kreise. Ein anderes Bei- 
spiel, welches hier, um die Verschiedenartigkeit der méglichen Me- 
thoden hervorzuheben, erwihnt sein mag, giebt diejenige Behandlungs- 
weise geometrischer Dinge, wie sie in der sog. Analysis situs gehand- 
habt wird. Hier besteht die Gruppe der adjungirten riumlichen Trans- 
formationen aus denjenigen Raumtransformationen, welche man Ver- 
zerrungen (Deformationen) des Raumes nennt und die dadurch definirt 
sind, dass sie sich aus unendlich kleinen reellen Raumtransformationen 
zusammensetzen lassen. Indem bei ihr der Begriff des Reellen we- 
sentlich, der Begriff der Algebraischen zuniichst iiberhaupt nicht vor- 
handen ist, so ist bei ihr das Punktgebiet des Raumes nicht durch 
complexe Punkte zu erweitern. 

Kine niihere Durchfiihrung des hier entwickelten Gesichtspunktes 
zur Classificirung der verschiedenen geometrischen Methoden scheint 
sehr interessant, es wiirde eine solche aber hier ausserhalb des eigeut- 
lichen Thema’s liegen und es mag daher bei den genannten Beispielen, 
die vur Illustration der allgemeinen Betrachtungen des folgenden Para- 
graphen ausreichen, sein Bewenden haben**), 


§ 5. 
Behandlungsweise der Mannigfaltigkeiten aus » Dimensionen. 


Aus den vorigen beiden Paragraphen ist ersichtlich, wie die Be- 
handlungsweise einer Mannigfaltigkeit von  Dimensionen durch die 
Transformationsgruppe charakterisirt wird, welche man adjungirt. Alle 
diejenigen Behandlungsweisen stimmen dabei im Wesen iiberein und 
kénnen durch passende Einfiihrung neuer Variabeln auch in formelle 
Uebereinstimmung gebracht werden, welche dhnliche Transformations- 
gruppen benutzen. Es ist das bei der in § 3. entwickelten Defini- 
tion von ahnlichen Gruppen selbstverstiindlich. Denn eine einmalige 
Transformation der Mannigfaltigkeit in sich selbst (die wir dort mit 
dem Buchstaben C bezeichnet hatten) kann auch als eine Einfiihrung 


*) Man muss bei der projectivischen Geometrie verschiedene Stadien der 
Entwickelung unterscheiden, Lange Zeit dachte man bei einer Collineation immer 
an_eine reelle Collineation, und noch immer wohl ist die Anschauung, dass man 
in der projectivischen Geometrie alle vorkommenden Grissen als unbedingt com- 
plex veriinderlich auffassen soll, nicht iiberall durchgedrungen. 

**) Ich habe seitdem versucht, diese Verhiiltnisse in einem Programme: 
Vergleichende Betrachtungen wiber neuere geometrische Forschungen (Erlangen 1872, 
Bei A. Diichert) allgemein zu entwickeln (Dec. 72.). 
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neuer Variabeln zur Behandlung der Mannigfaltigkeit, als eine Coor- 
dinatentransformation, angesehen werden, wobei denn die Gruppe der 
Aenderungen, welche man als nicht in Betracht kommend ansieht, un- 
beriihrt dieselbe bleibt. 


Als einfachste Transformationsgruppe erscheint die Gruppe aller 
linearen Transformationen, hierunter diejenigen verstanden, welche 
statt der urspriinglichen Variabeln gebrochene lineare Functionen der- 
selben mit gemeinsamem Nenner einfiihren. Die auf sie gegriindete 
Behandlungsweise*) der Mannigfaltigkeit — ich will sie die projecti- 
vische nennen — ist es, deren sich die neuere Algebra bedient (wobei 
es nur als ein Mittel zur itibersichtlicheren Darstellung, allerdings als 
ein sehr wesentliches und der Natur der Sache durchaus entsprechendes 
Mittel erscheint, wenn man statt der » Veriinderlichen, durch die ur- 
spriinglich das Element der Mannigfaltigkeit bestimmt wurde, (nm + 1) 
homogene einfiihrt). Der Namen ,,Invariantentheorie*, den man der 
neueren Algebra beilegt., bezeichnet recht gut das Wesen, welches 
nach der hier dargelegten Auffassung iiberhaupt jeder Behandlungs- 
weise einer Mannigfaltigkeit zukommt; es handelt sich immer darum 
bei gegebenem Umfange der Aenderungen, die invarianten Beziehungen 
zu entdecken. 


Zu einer anderen Behandlung der Mannigfaltigkeiten, die aber in 
der vorangefiihrten projectivischen Behandlung enthalten ist, insofern 
ihre Transformationsgruppe aus einem Theile der Gruppe aller linearen 
Transformationen besteht, wird man gefiihrt, wenn man die Be- 
 trachtungen der gewoéhnlichen metrischen Geometrie, bei denen die 
Hauptgruppe riiumlicher Transformationen zu Grunde gelegt ist, auf 
beliebig viele Veriinderliche verallgemeinert**). Die beziiglichen Trans- 
formationen erscheinen vom Standpunkte der projectivischen Be- 
trachtung als diejenigen reellen linearen Transformationen, welche ein 
individuelles Gebilde, das durch eine lineare und eine quadratische 
Gleichung vorgestellt wird, ungeiindert lassen. Es mag die hier an- 
kniipfende Behandlungsweise der Mannigfaltigkeit als die gewdhnliehe 
metrische bezeichnet sein. 

Man kénnte sich ferner eine Behandlungsweise denken, welche 
der Analysis situs entspriiche etc. etc. 

Besonders betont sei.noch einmal, dass dhnliche Transformations- 


*) Eine der friihesten Behandlungen des allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriffs 
findet sich in Grassmann’s linearer Ausdehnungslehre von 1844. Seine Me- 
thode ist wenigstens in vielfacher Hinsicht eben die hier gemeinte projectivische; 
was hier Element der Mannigaltigkeit heisst, heisst bei ihm extensive Grisse. 

**) Hierher sind beispielsweise alle derartigen Betrachtungen zu rechnen, 
welche die gew. Kriimmungstheorie auf Dimensionen iibertragen etc. 
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gruppen zu identischen Behandlungsweisen Anlass geben. Projectivisch 
mag deshalb geradezu jede Behandlungsweise heissen, welche eine 
Gruppe adjungirt, die durch passende Einfiihrung neuer Verinder- 
lichen auf die Gesammtheit der linearen Transformationen umgeformt 
werden kann etc. 

Sodann sei noch auf einen Umstand aufmerksam gemacht, der 
zwar nicht im Niichstfolgenden hervortritt, der aber fiir den zweiten 
Abschnitt dieses Aufsatzes von Bedeutung wird. Es ist, dass beliebige 
Transformationen einer Mannigfaltigkeit, sofern sie die implicite immer 
vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften haben, fiir unendlich Kleine 
Partieen der Mannigfaltigkeit durch lineare Transformationen ersetzt 
werden kimnen. Welcher Art also auch die Behandlungsweise ist, der 
man eine Mannigfaltigkeit von » Dimensionen unterwerfen mag, fiir 
die (n— 1) fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, welche von den von 


_ einem Elemente aus méglichen Fortschreitungsrichtungen zu benachbarten 


Elementen gebildet wird, ist sie in der projectivischen Behandlungsweise 
enthalten. 


§ 6. 


Die Mannigfaltigkeit von constantem nicht verschwindendem 
Kriimmungsmasse. 


Die vorhergehenden Paragraphen euthalten die nothwendigen Aus- 
einandersetzungen, um nunmehr den Begriff einer Mannigfaltigkeit 
von constantem Kriimmungsmasse einfiihren und sein Verhiiltniss zu 
dem Begriffe der projectivischen Mannigfaltigkeit erértern zu kénnen. 

Wenh man einer Mannigfaltigkeit ein bestimmtes constantes, 
nicht verschwindendes Kriimmungsmass beilegt*), so hat man dem 
blossen Begriffe einer fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ganz so, 
wie in den im vorigen Paragraphen aufgefiihrten Beispielen, als nihere 
Bestimmung eine Transformationsgruppe zugefiigt, die durch die For- 
derung freier Beweglichkeit starrer Kérper in bekannter Weise con- 
struirt wird**). Der Werth des dann nothwendig constanten Kriim- 
mungsmasses kann noch durch bestimmte weitere Forderungen niaher 
umgrenzt und endlich durch Einfiihrung der Lingeneinheit numerisch 
festgelegt werden (vgl. § 7.). 

Man kann nun die Frage aufwerfen, ob die so eingefiihrte Be- 


*) Man vergl. hierzu ausser der Riemann’schen Schrift namentlich Bel- 
trami’s: Teoria generale degli spazii di curvatura costante. (Annali {di Mate- 
matica. Serie 3, t. II.). Dieselbe ist von Hoiiel tibersetzt im Journal de l'Ecole 
Normale Supérieure t. IV. : 

**) Vergl. die Arbeiten von Riemann und Helmboltz, auf welche sich 
auch die im Texte gebrauchte geometrische Redeweise bezieht. 
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handlungsweise zu der projectivischen Behandlung der Mannigfaltigkeit 
in einer iihnlichen Beziehung steht, wie nach der bez. Bemerkung 
des vorigen Paragraphen die gewdhnliche metrische Methode; anders 
ausgedriickt; Die bei der gewéhnlichen metrischen Methode zu Grunde 
gelegle Gruppe war bei passender Coordinatenbestimmung in der 
Gruppe der linearen Transformationen, allgemein zu reden also in 
einer mit dieser Gruppe ‘hnlichen Gruppe enthalten: trifft das bei 
der nun vorliegenden Behandlungsweise auch zu? 

Die so gestellte Frage findet ihre Beantwortung in den Arbeiten 
Beltrami’s*). Derselbe zeigt niimlich: dass man in einer Mannig- 
faltigkeit von constantem Kriimmungsmasse die Variabeln so wiihlen 
kann, dass die geodiitischen Linien durch lineare Gleichungen darge- 
stellt sind; dass ferner bei dieser Coordinatenbestimmung die Trans- 
formationen, welche die Massverhiltnisse ungedndert lassen, durch lineare 
Gleichungen dargestellt werden. Von dem hier vorliegenden Gesichts- 
punkte aus wird man das dahin aussprechen: dass die Transforma- 
tionsqruppe, welche bei einer Mannigfaltigkeit adjungirt wird, wenn 
man ihr constantes Kriimmungsmass beilegt, bei passender Coordinaten- 
bestimmung in der Gruppe der linearen Transformationen enthalten ist, 
woraus man sofort schliessen wird: dass die Behandlung einer 
Mannigfaltigkeitt von constantem Kriimmungsmasse in der projectivischen 
Behandlung enthalten ist. 

Ich habe in meiner friiheren Arbeit namentlich noch ge- 
zeigt, dass die Massbestimmung, wie man sie unter Annahme eives 
* constanten Kriimmungsmasses erhiilt, mit der projectivischen zusammen- 
fallt, welche man nach Cayley’s Vorgange unter Zugrundeleguig 
emer quadratischen Gleichung aufbauen kann, und dieses ist nach der 
analytischen Seite hin das wesentliche Resultat meiner Arbeit. Ich 
hatte damals dem Resultate unter blossem Hinweis auf die Theorie 
mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten die geometrische Einkleidung 
gegeben: dass die auf einen passenden Kegelschnitt, bez. eine passende 
Fliiche zweiten Grades gegriindete Cayley’sche Massbestimmung ein 
iiquivalentes Bild fiir die Massbestimmung in Mannigfaltigkeiten con- 
stanter Kriimmung bez. von zwei und drei Dimensionen abgiebt. Und 
im Zusammenhange mit dem Vorhergehenden wird man das Resultat 
so formuliren: Die Gruppe von Transformationen, welche die Mass- 
bestimmung in einer Mannigfaltigkeit constanter Kriimmung ungedndert 
lassen, besteht bei passender Coordinatenbestimmung aus der Gruppe 
derjenigen linearen Trausformationen, welche eine quadratische Glei- 
chung in sich iiberfiihren. 


*) Vgl. besonders wieder die Teoria generale ete. 
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Icb muss hier einen Unterschied erwihnen, der zwischen der von 
Beltrami eingeschlagenen Darstellungsweise und der meinigen Statt 
hat. Bei Beltrami wird immer nur von reellen Werthen der Ver- 
iinderlichen gesprochen, wenigstens die complexe Variabilitiit der Ar- 
gumente nicht principiell eingefiihrt. In meiner vorigen Arbeit da- 
gegen fasse ich, wie auch hier, zunichst die Veriinderlichen als com- 
plexe Veriinderliche auf, und fiihre erst hinterher die Beschrinkung 
auf das reelle Werthgebiet ein. ,Dadurch ist es méglich den Aus- 
sagen, wie die vorstehenden sind, eine vollkommen allgemeine Form 
zu geben; achtet man nur auf reelle Werthe der Variabeln, so treten 
eine Reihe Beschriinkungen hinzu, iiber welche man meinen friiheren 
Aufsatz und die §§ 8, 9 dieses Abschnittes vergleichen mag. 

Sodann erscheint bei Beltrami die Mannigtaltigkeit constanter 
Kriimmung als durch eine quadratische Gleichung aus einer gewodhn- 
lich metrischen Mannigfaltigkeit von einer Dimension mehr ausge- 
schieden; wihrend in meiner friiheren Arbeit und auch hier von einer 
solchen umfassenderen Mannigfaltigkeit nicht die Rede ist. Hiermit 
hingt eine nachm einer Auffassung zu aindernde Behauptung bei Bel- 
trami zusammen, auf die ich hier kurz eingehen will, um den Gegen- 
stand wenigstens beriihrt zu haben, wenn er auch den Gang der all- 
gemeinen Betrachtung unterbricht. Es heisst dort: in der Mannig- 
faltigkeit von constantem positiven Kriimmungsmasse gelte nicht all- 
gemein das Axiom von der Geraden, d. h. die Forderung, dass die 
geodiitische Linie durch zwei ihrer Punkte vollkommen bestimmt sei. 
Beltrami’s Ueberlegung ist dabei etwa folgende: Man betrachte 
eine Kugel gls Bild einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit von 
constantem positiven Kriimmungsmasse; ihre gréssten Kreise repriisen- 
tiren die geodiitischen Linien. Ein grésster Kreis ist nun im Allge- 
meinen durch zwei seiner Punkte bestimmt, nicht aber, wenn diese 
Punkte einander diametral gegeniiber stehen. Aehnlich wird es, so 
schliesst Beltrami, iiberhaupt bei Mannigfaltigkeiten auch von mehr 
Dimensionen sein, die positives Kriimmungsmass besitzen. — Aber die 
Kugel ist nach cen Auseinandersetzungen meines vorigen Aufsatzes 
(§ 10.) nicht das einfachste Bild fiir eine Mannigfaltigkeit von posi- 
tivem constantem Kriimmungsmasse, sondern dies wird durch die 
Strahlen eines Strahlenbiindels vorgestellt, wobei die von den Strahlen 
gebildeten Ebenen die geodiitischen Curven vertreten. Line solche 
Ebene ist vollstindig durch zwei der Strahlen bestimmt. Wenn es 
auf der Kugel nicht so ist, so liegt das daran, weil sie vermdge einer 
zweideutigen Verwandtschaft auf ihr centrales Strahlenbiindel bezogen 
ist: Wollte man ein Strahlenbiindel auf eine beliebig gelegene Fliche 
n= Grades in gleicher Weise beziehen, so dass als Abstand zweier 
Punkte der Fliiche der Winkel erscheint, den ihre Verbindungsgeraden 
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mit dem Centrum des Biindels einschliessen, so wiirden gelegentlich 
nm Punkte nicht ausreichen, um eine geodiitische Curve eindeutig zu 
bestimmen. Aber das wiirde in ganz iihnlicher Weise bei anderen 
Massbestimmungen, auch der Massbestimmung von constantem nega- 
tivem Kriimmungsmasse der Fall sein kénnen und hiingt mit dem po- 
sitiven constanten Kriimmungsmasse als solchem gar nicht zusammen*). 
Endlich mag auch noch die folgende Bemerkung hier ihre Stelle 
finden, die bestimmt ist, die Fruchtbarkeit der Untersuchung von 
Mannigfaltigkeiten constanten Kriimmungsmasses auch fiir andere 
Fragen, als diejenigen, welche man gewohnlich mit ihr in Verbindung 
bringt, hervorzuheben, und die zugleich die Aussage, dass. iihnliche 
Transformationsgruppen identische Behandlungsweisen nach sich 
ziehen, illustrirt. Jede Behandlungsweise einer Mannigfaltigkeit, 
welche die linearen Transformationen in Betracht zieht, die eine qua- 
dratische Gleichung ungeiindert lassen, muss nach dieser Behauptung 
mit der. Behandlung der Mannigfaltigkeit als einer solehen von con- 
stanter Kriimmung iibereinstimmen. Nun aber habe ich bei einer 
friiheren Gelegenheit gezeigt (diese Annalen V, 2), dass die Theorie 
der biniiren Formen eine Transformationsgruppe benutzt, die mit der 
Gruppe der linearen Transformationen eines Kegelschnittes in sich 
selbst iihnlich ist, dass ein Gleiches ferner stattfindet mit den colli- 
nearen und dualistischen Umformungen des Raumes und den linearen 
Transformationen einer quadratischen Gleichung zwischen fiinf (sechs 
homogenen) Variabeln in sich selbst. Man muss zu diesem Zwecke 
als Element der geraden Linie nur das Punktepaar, als Element des 
Raumes den linearen Linien-Complex betrachten. Wir werden dieses 
Resultat jetzt so aussprechen kinnen: Die Theorie der bindren und 
quaterniren Formen ist bez. identisch mit der Theorie einer Mannig- 
faltigkeit constanten Kriimmungsmasses von zwei und von fiinf Dimen- 
sionen. Jede EKigenschaft biniirer Formen also ist auch eine Higen- 
schaft der Nicht-Euklidischen Geometrie in der Ebene, und umgekehtt. 
Die hiermit angedeutete interessante Analogie weiter auszufiihren, ist 
hier nicht der Ort. Aber es sei noch einmal betont, dass so schlecht- 
hin ausgesprochen, wie vorstehend geschehen, die Analogie nur gilt, 
sowie von dem Unterschiede von KReell und Imaginir abstrahirt wird; 
auch sind, was nicht ausdriicklich erwihnt wurde, die vorkom- 
menden quadratischen Gleichungen als allgemeine ihrer Art d. h. als 
Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante vorausgeseitzt. 


*) Wenn es im Raume vom Kriimmungsmasse Null keine geschlossene Fliche 
giebt von constantem positivem Kriimmungsmasse, auf der sich die geoditischen 
Linien in weniger als zwei: Punkten schneiden, so hat man darin vielmehr eine 
Eigenschaft der dem Raume beigelegten Massbestimmung zu erblicken, 
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Die Nicht-Euklidische Geometrie. 


§ 7. 


Ableitung des Begriffs einer Mannigfaltigkeit von constantem 
Kriimmungsmasse aus demjenigen der projectivischen Mannigfaltigkeit. 


Die Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen begriinden 
nun die folgende Methode, um zu der Vorstellung einer Mannigfaltig- 
keit von constanter Kriimmung zu gelangen: 

1) Man entwickele die projectivische Behandlungsweise einer 
Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen, im Anschluss daran 
den Begriff algebraischer Gebilde und complexer Elemente. 

2) Man griinde auf ein Gebilde, welches durch eine quadratische 
Gleichung (von nicht verschwindender Determinante) zwischen den 


_projectivischen Coordinaten dargestellt wird, zuniichst ohne auf den 


Unterschied von Reell und Imaginiir zu achten, die Cayley’sche 
Massbestimmung. : 

3) Man beschriinke sich auf die Betrachtung quadratischer Glei- 
chungen mit reellen Coefficienten, und untersuche, welche besonderen 
Kigenschaften die auf eine solche Gleichung gegriindete Massbe- 
stimmung fiir die reelien Elemente besitzt je nach der Art der gegebenen 
Gleichung. Unter der Eintheilung der quadratischen Gleichungen mit re- 
ellen Coefficienten in Arten ist dabei die Unterscheidung derselben nach 
ihrem Verhalten gegeniiber reellen Umformungen in die Summe von 
Quadraten gemeint. Bei jeder solchen Umformung ist bekanntlich 
der Unterschied in der Zahl der resultirenden positiven und negativen 
Quadraten ein constanter, und hierauf griindet sich die fragliche Ein- 
theilung. 

Hat die zu Grunde gelegte und auf die Summe von Quadraten 
transformirte Gleichung lauter iibereinstimmende Zeichen, so ergiebt 
die auf sie gegriindete Cayley’sche Massbestimmung die Vorstellung 
der Mannigfaltigkeit von constanter positiver Kriimmung. Die con- 
stante negative Kriimmung resultirt, wenn nur ein Zeichen von den 
iibrigen verschieden vorausgesetzt wird. Die auf quadratische Glei- 
chungen der iibrigen Arten gegriindeten Massbestimmungen finden in 
der Theorie der Mannigfaltigkeiten von constanter Kriimmung, wie sie 
gewohnlich vorgetragen wird, keine Stelle. Denn bei der letzteren 
setzt man von vorneherein voraus, dass die Entfernung reeller conse- 
cutiver Elemente reell sei, man nimmt entsprechend das Bogenelement 
als eine definite quadratische Form der Coordinaten-Differentiale an, 
und diese Annahme passt nicht auf die noch iibrigen Arten*von qua- 
dratischen Gleichungen. Um diese Verhiiltnisse deutlich zu iibersehen, 
denke man an die Cayley’sche Massbestimmung, die man im Raume 
auf eine Fliche zweiten Grades griinden kann. Ist die Fliiche eine 
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imaginiire, so hat man die positive Kriimmung, ist sie ein Ellipsoid 
oder zweischaliges Hyperboloid, so herrscht im Innern die negative 
Kriimmung. Ist aber die Fliche ein einschaliges Hyperboloid, so 
giebt es keine Partie des Raumes, von deren Punkten aus nicht reelle 
Kegel an die Fliiche gingen; diese Kegel bezeichnen Fortschreitungs- 
richtungen von der Lange Null; das Bogenelement wird nicht mehr 
durch eine definite Form der Differentiale dargestellt (vergl. hierzu 
die §§ 11., 12., 16., 18. meines friiheren Aifsatzes). 

Auf diese Weise ist der Begriff einer Mannigfaltigkeit von 
constantem Kriimmungsmasse gewonnen. Man mag hinterher die 
Untersuchung durchfiihren, welche Verhiiltnisse in einer Mannigfaltig- 
keit durch die blosse Forderung der’ freien Beweglichkeit starrer 
Korper definirt werden. Es ist diese freie Beweglichkeit eine Eigen- 
schaft der Cayley’schen Massbestimmung; die Untersuchung zeigt, 
dass ihre Annahme auch nothwendig zur Cayley’schen Massbestim- 
mung hinfiihrt*). Dabei erhilt man zuniichst alle Fille der Cay- 
-ley’schen Massbestimmung und die beiden, gewoéhnlich allein be- 
trachteten, erscheinen erst als die einzig méglichen, wenn man die 
Forderung hinzufiigt, dass das Bogenelement durch eine definite Form 
der Differentiale dargestellt wird (oder eine fiquivalente Forderung). 


In den nun folgenden beiden Paragraphen mégen einige Be- 
merkungen ihre Stelle finden, welche mit dem Vorhergehenden 
wenig zusammenhiingen, die aber einmal als eine Erginzung meines 
vorigen Aufsatzes in einzelnen Punkten zu betrachten sind, anderer- 
seits auch bei dem zweiten hier folgenden Abschnitte vorausgesetzt 
werden miissen. 


§ 8. 


Ableitung der projectivischen Behandlungsweise eiuer Mannigfaltigkeit 
von constanter Kriimmung. 


Der vorhin skizzirte Weg, vermége dessen man von den pro- 
jectivischen Vorstellungen zu der Vorstellung eines constanten Kriim- 
mungsmasses gelangt, zeichnet vor, wie das Umgekehrte zu leisten ist 
und es mag hier nur kurz die hauptsiichliche dabei zu benutzende 
Formel hingestellt werden. Dabei sei es gestattet, den Ausdruck so 
zu wiihlen, dass er sich an das fiir zwei oder drei Dimensionen in 
meinem friiheren Aufsatze in der Ebene und im Raume anfgestellte 


“*) Man kann diesen Beweis sehr einfach stellen, worauf ich gelegentlich zu- 
riickzukommen gedenke. 
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Bild anschliesst. Wir denken uns also in der Ebene oder im Raume 
Massverhiltnisse gegeben, wie sie sich unter der Annahme constanter 
Kriimmung gestalten; die gerade Linie sei als kiirzeste Linie zwischen 
zwei Punkten definirt. Wie bestimmt man diejenigen Coordinaten, in 
welchen die Gerade durch lineare Gleichungen ausgedriickt wird? 
Aus der projectivischen Geometrie ist bekannt, dass die bez. Coordi- 
naten die relativen Werthe gewisser Doppelverhiltnisse vorstellen und 
die Frage kommt also auf die folgende zuriick: Welche Function der 
gegenseitigen Entfernungen von vier Punkten einer. Geraden ist deren 
Doppelverhiiltniss ? 

Seien vier Punkte einer Geraden: 2, y, 2, ¢ gegeben. Auf der 
Geraden befinden sich gemiss der Cayley’schen Vorstellung zwei un- 
endlich ferne Punkte 0, o’ und es ist die Entfernung etwa von x und y: 


(x, y)=c. log [z, Y, 9, o}, 
wo ¢ eine charakteristische Constante*) und [7, y, 0, o'| das Doppel- 
verhiltniss von 2, y zu 0, 0 bedeutet. Hieraus: 
(zy) 


[z, y, 0, o]J==e°. 
Nun ist aber: 
fe [z, Y, 9; o} = 1 — [2, 0; y, Oo]; 
erner: 
[w, 0, 2, o| [y, 0, t, o| 
[a, o, t, o} ly, 0, g, o}" 


(x, ) Y, 4 ) 
(, ” i oo c—1 
((@.t) ) (2 pe 
(; © — 17 Ne ° —1 


und .als diese Function der Entfernungen vier in gerader Linie be- 
findlicher Punkte ist also das Doppelverhiltniss zu definiren, — womit 
der Uebergang zur projectivischen Geometrie vermittelt ist**). Das 


[z, Y, 2, t}= 
Also: 


o |x, Y, 2, t| = 


4 
**) Man kann, da fiir 4 in gerader Linie liegende Punkte offenbar 


. S.%, ae 
*) — —— ist das Kriimmungsmass, 
e 


(z,2) (y,?) 
e 2c e 2c 
(0 2 
2c .e 2c 


=1, 





é 


die Formel des Textes auch so schreiben: 


(x, 2) —%: 2) y,4 — wa 
5 ( = =): = 


[t, y, 2, t= 7 (x, _ &@, ’) (y, 2 2) aime Yy, 2) 
( = 2e € 2e e 2c 
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heisst: hat man unter Voraussetzung constanten Kriimmungsmasses 
irgend ein Formelsystem, welches gestattet, die Entfernung zweier 
Punkte zn bestimmen, nennt dann die aus den Entfernungen - von 
vier Punkten einer kiirzesten Linie nach der vorstehenden Formel 
gebildete Function ein Doppelverhiltniss, fiihrt endlich eine. auf der- 
artige Doppelverhiltnisse gegriindete Coordinatenbestimmung ein, so 
wird die Gleichung der kiirzesten Linie linear, und die projectivische 
Behandlung kann beginnen. 


§ 9. 
Besondere Betrachtung der reellen Elemente. Einfiihrung ideaier 
Elemente. 


Sei wieder in der Ebene, die uns die Mannigfaltigkeiten constanter 
Kriimmung iiberhaupt vertreten soll, eine auf einen Kegelschnitt ge- 
griindete projectivische Massbestimmung gegeben, so mégen wir zuerst 
eine metrische Coordinatenbestimmung treffen, etwa indem wir den Puukt 
durch seine Abstiinde von zwei festen Geraden definiren, sodann eine 
zweite, projectivische Coordinatenbestimmung, nach Anleitung des 
vorigen Paragraphen: 

Ist das constante Kriimmungsmass positiv, so werden den reellen 
Coordinatenwerthen der einen Art immer reeHe Coordinatenwerthe der 
anderen entsprechen, und zwar in der Weise, dass zu jedem Paare 
metrischer Coordinaten ein Paar projectivischer zugehért, umgekehrt 
aber zu jedem Paare projectivischer unendlich viele Paare metrischer, 
da der Abstand zweier Punkte eine reelle Periode hat, die man be- 
liebig oft zufiigen kann (vergl. § 11. des friiheren Aufsatzes). 

Ist dagegen das Kriimmungsmass negativ, so entsprechen reellen 
metrischen Coordinaten immer auch reelle projectivische, nicht aber 
umgekehrt. Die Punkte niimlich, welche ausserhalb des dann reellen 
Fundamental-Kegelschnittes liegen, bilden mit den Punkten innerhalb 
reelle Doppelverhiiltnisse, haben aber von ihnen imaginiire Abstiinde. 

Unter rein analytischem Gesichtspunkte hat dieser Umstand durch- 
aus nichts Merkwiirdiges; aber man kann die Frage etwas anders 
stellen und dann verlangt sie eine besondere Erledigung, die denn 
hier gegeben werden soll, weil sie im folgenden Abschnitte be- 
nutzt wird. 


und setzt man nun, wie bei der gewéhnlichen Winkelbestimmung (vergl. meinen 


7 2 
friiheren Aufsatz), c= 
yi 


[z, y, 2, t]) = 





» so kommt die bekannte Formel: 


sin (%, 2). sin (y, t) | 
sin (w, t). sin (y, 2) 








tiv 
wi 
abe 
an 
zug 
aus 


ihr 


Wie 
Ele 
def 
des 
alle 


gel 
unc 
end 
hie 


ste] 
ide 
din, 
kon 
The 
ein 

rad 
drit 
(fal 
fall 
Hie 
Cur 
SO 5 


lich 








ses 
“ier 
von 
mel 
ler- 

so 
che 


nter 
ge- 
erst 
wukt 
eine 
des 


Len 

der 
aare 
ehrt 
her, 


allen 
aber 
ellen 
halb 
nde. 
irch- 











Die Nicht-Euklidische Geometrie. 131 
Gesetzt, man befiinde sich auf der Ebene von constanter, nega- 
tiver Kriimmung und man kénne sich auf derselben frei bewegen; 
wie wird man geometrisch die Punkte, welche reelle Doppelverhiltnisse 
aber imaginiire Abstiinde besitzen, definiren kénnen? Oder in etwas 
anderer Form: Giebt es geometrische Eigenschaften des durch Bewegung 
zuginglichen Gebietes. der Ebene, die man in iibersichtlicher Weise 
ausdriickt, wenn man solche ideale Punkte — deren Zulissigkeit aus 
ihrer analytischen Definition erhelit — adjungirt? 

Erinnern wir zum Zwecke der Beantwortung an die Art und Weise, 
wie in der gewohnlichen (parabolischen) Geometrie die uneigentlichen 
Elemente, d. h. die unendlich fernen und die complexen Elemente 
definirt werden. Der unendlich ferne Punkt ist nur der Repriisentant 
des durch ihn gehenden Parallelstrahlenbiischels: weil dieser Biischel 
alle wesentiichen projectivischen Eigenschaften besitzt, die einem 
Biischel von Geraden zukommen, welche durch einen withichen Punkt 
gehen, ist die Ausdrucksweise: ,,ein unendlich ferner Punkt“ gestattet 
und brauchbar. Ganz ihnlich ist es mit den Ausdrucksweisen: un- 
endlich ferne Gerade, complexer Punkt, complexe Gerade ete., wie ja 
hier wohl nicht weiter erédrtert zu werden braucht. 

Durch einen Process derselben Art kann man nun die in Rede 
stehenden idealen Punkte, ideale Gerade etc. einfiihren. Dureh den 
idealen Punkt geht ein Biischel wirklicher Geraden hindurech, aller- 
dings kein geschlossenes, sondern ein begrenztes. Aber diesem Biischel 
kommen alle projectivischen Eigenschaften zu, welche einem begrenzten 
Theile eines wirklichen Biischels eigenthiimlich sind. Wenn man z. B. 
ein Vierseit- construirt, von welchem vier Ecken auf zwei festen Ge- 
raden des Biischels liegen, wiihrend sich die fiinfte Ecke iiber eine 
dritte Gerade des Biischels bewegt, so findet mit der sechsten Ecke 
(falls diese tiberhaupt existirt, d. h. nicht schon in das ideale Gebiet 
fallt) dasselbe mit Bezug auf eine vierte Gerade des Biischels statt ete. 
Hier ankniipfend kann man rein geometrisch ideale Gerade, ideale 
Curven etc. definiren, wobei nur Uebung dazu gehért, um sich gerade 
so sicher in diesen idealen Gebilden wie in den gleichbenanunten wirk- 
lichen Gebilden zurecht zu finden. 
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Zweiter Abschnitt. 


Ueber die Méglichkeit, auch ohne Voraussetzung des Parallelen- 
axioms nach dem Vorgange y. Staudt’s die projectivische 
Geometrie aufzubauen. 


§ 1. 
Formulirung des Problems. 


Der Aufbau der projectivischen Geometrie geschieht bei Staudt*), 
wie bekannt, durch blosses Betrachten des Ineinanderliegens von Ebenen, 
Geraden und Punkten. Es werden die verschiedenen Grundgebilde, 
mit denen die projectivische Geometrie operirt: die gerade Punktreihe, 
das Ebenenbiischel etc. aufgestellt; dieselben erscheinen vermége ihres 
Ineinanderliegens auf einander bezogen, und die Beziehung ist der 
Art, dass man ohne Weiteres zu dem Begriffe der harmonischen 'Thei- 
lung, weiterhin des Doppelverhiltnisses gelangt, womit alle Grund- 
lagen zur Behandlung , namentlich auch zur analytischen**) Behandlung 
der projectivischen Geometrie gegeben sind. Bei all diesen Entwicke- 
lungen wird von Maassbestimmung nicht geredet, aber allerdings wird 
das Parallelenaxiom vorausgesetzt, weil sonst z. B. zwischen einer 
geraden Punktreihe und einem Ebenenbiischel kein vollstindiges Ent- 
sprechen stattzufinden brauchte, sondern das Ebenenbiischel eine ganze 
Reihe von Ebenen enthalten kénnte, welche der Punktreihe gar nicht 
begegnen. 


*) Die Geometrie der Lage. 1847. Man vergl. auch Reye’s Geometrie der 
Lage, in welcher die Staudt’schen Betrachtungen in iibersichtlicber Form repro- 
ducirt sind. 

**) Von analytischer Seite hat man die Staudt’schen Untersuchungen nar zu 
wenig beriicksichtigt, wozu die vielfach verbreitete Auffassung beigetragen haben 
mag, als sei die synthetische Form, nicht die projectivische Auffassungsweise das 
Wesentliche an der Staudt’schen Geometrie. — 

Die Betrachtungen von Staudt’s haben eine Liicke, welche nur durch ein 
bez. Axiom zu iiberbriicken scheint, wie dies im Texte noch weiter auseinander 
gesetzt werden soll. Dieselbe Liicke findet sich bei der Ausdehnung der Staudt’- 
schen Methode, wie sie hier beabsichtigt wird, an der entsprechenden Stelle wieder; 
sie betreffen aber nicht die Ausdehnung, sondern das zu Grunde liegende Original. 
Geht man, wie im Texte zum Schlusse geschehen soll, von der, rein riiumlichen 
Auffassung ab und sucht den analytischen Inhalt der Staudt’schen Betrachtungen, 
so verschwinden die Sthwierigkeiten, und man kann dieselben hierdurch in der 
Forderung zusammenfassen: dass man den Punktraum unter dem Bilde einer 
dreifach ausgedehnten Zahlenmannigfaltigkeit soll auffassen kinnen, eine Voraus- 
setzung, die allen unseren riiumlichen Speculationen auch sonst zu Grunde liegt. 
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Nun hat sich aber ergeben, woriiber man den voraufgehenden 
Abschnitt dieser Arbeit vergleichen mag, dass die projectivische Geo- 
metrie auch gilt, wenn man das Parallelenaxiom nicht zugiebt, wenn 
man vielmehr den Raum als eine Punkt-Mannigfaltigkeit von con- 
stantem nicht verschwindendem Kriimmungsmasse betrachtet. Nimmt 
man das Kriimmungsmass positiv — die Annahme der elliptischen 
Geometrie — so gilt die projectivische Geometrie unbeschriinkt , wihrend 
“in der gewdhnlichen parabolischen Geometrie, die eine verschwindende 
Kriimmung voraussetzt, zur vollen Geltung der projectivischen Be- 
zichung die Adjunction uneigentlicher Elemente, der unendlich fernen, 
nothwendig wird. Ist das Kriimmungsmass negativ, so miissen ausser 
den unendlich fernen Elementen noch weitere ,,ideale“ Elemente ad- 
jungirt werden, die aber, nach dem letzten Paragraphen des vorigen 
Abschnittes dieser Arbeit, eine vollkommen bestimmte rein geometrische 
Bedeutung haben, so gut wie die unendlich fernen Elemente der para- 
bolischen Geometrie. 

Ist in dem durch diese Bemerkungen beschrinkten Sinne die pro- 
jectivische Geometrie unabhiingig von dem Parallelenaxiome giltig, so 
muss es moglich sein, dieselbe ohne vorherige Entscheidung iiber 
dieses Axiom aufzubauen; und wenn bei v. Staudt das Axiom mit in 
die Priimissen aufgenommen wird, so kann dasselbe nur eine bei- 
liufige, keine wesentliche Rolle spielen. Immerhin wire es méglich, 
dass der durch Staudt eingeschlagene Gang das Axiom wesentlich 
henutzte, aber es miisste sich dann der Gang so abindern lassen, dass 
das nicht mehr geschieht. Im Nachfolgenden soll nun gezeigt werden, 
dass man bei Nichtannahme des Parallelenaxioms den von Staudt 
eingehaltenen Gang nicht wesentlich zu modificiren braucht, eine Be- 
hauptung, die durch die vorhergehenden Auseinandersetzungen so 
wahrscheinlich gemacht wird, dass ich eine ausgefiihrte Begriindung 
derselben fiir kaum néthig erachten wiirde, hiitten sich nicht gerade 
dieser Behauptung gegeniiber, die ich in meinem friiheren Aufsatze 
aussprach (§ 17.), von -verschiedenen Seiten her Zweifel geltend ge- 
macht. 

Kin Aufbau der projectivischen Geometrie vor Entscheidung iiber 
das Parallelenaxiom ist aber desshalb fiir die theoretische Speculation 
von Werth, weil man dann beim Raume in fhnlicher Weise die Mass- 
bestimmung einfiihren kénnte, wie dies in § 7. des vorhergehenden 
Abschnittes fiir Zahlenmannigfaltigkeiten geschah: man wiirde den 
Raum zuniichst als eine projectivische Manuigfaltigkeit, sodann erst 
als eine Mannigfaltigkeit von constanter Kriimmung bezeichnen, und 
endlich durch Einfiihrung des Parallelenaxioms den Werth des Kriim- 
mungsmasses auf Null festsetzen. Man vergleiche hierzu den letzten 
Paragraphen (§ 18.) meines friiheren Aufsatzes, wo ich diese Art, die 
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Axiome der Geometrie einzufiihren , etwas niiher auseinandersetze; eine 
ausfiihrlichere Darlegung werde ich vielleicht bei einer anderen Ge- 
legenheit geben kénnen. Ich will iibrigens ausdriicklich bemerken, 
um Missverstiindnissen vorzubeugen, dass dieser theoretisch midgliche 
Weg nach meiner Meinung durchaus nicht theoretisch nothwendig ist, 
dass er unter vielen méglichen Wegen eben nur einen constituirt. 

Um mich zu iiberzeugen, dass Staudt’s Betrachtungen das 
Parallelenaxiom nicht wesentlich benutzen, wie ich vermuthete, und 
zugleich, um allen Beschriinkungen, die aus der Nicht-Annahme des 
Parallelenaxioms hervorgehen kénnen (wie z. B. in der hyperbolischen 
Geometrie), aus dem Wege zu gehen, stellte ich mir die Frage, ob 
man nicht Alles, was Staudt braucht, leisten kann, wenn man sich 
bei den erforderlichen Constructionen das Gesetz auferlegt, nicht aus 
einem gegebenen begrenzten Kaume hinauszutreten. Man denke sich 
also innerhalb eines begrenzten Raumes die Punkte, Geraden und 
Ebenen in ihrer gegenseitigen Lagenbeziechung gegeben. Ob ausser- 
halb des gegebenen Raumstiickes diese Gebilde iiberhaupt noch vor- 
handen sind, bleibe dahin gestellt; um so mehr, welche Beziehungen 
sie eventuell zu einander haben. Wird es dann noch mdglich sein, im 
Anschlusse an von Staudt’s Betrachtungsweisen innerhalb dieses 
Raumes die Geltung der projectivischen Beziehungen zu erschliessen? 

In dieser Form, die ich bereits in § 17. meiner vorigen Arbeit 
bezeichnete, soll im Folgenden die Frage iiber die Unabhiingigkeit 
der projectivischen Betrachtung von der Parallelentheorie untersucht 
werden. 


§ 2. 
Erweiterung des Problems. Aufstellung eines allgemeinen der Analysis 
situs angehérigen Satzes. 


Das im vorigen Paragraphen aufgestellte Problem mag vorerst 
noch verallgemeinert werden. Der Ausgangspunkt der Staudt’schen 
Betrachtung ist die Voraussetzung der Ebenen und Geraden, aber von 
deren Eigenschaften kommen, sofern man von dem hinzutretenden 
Parallelenaxiome absieht, wesentlich nur in Betracht, dass durch drei 
beliebig angenommene Punkte eine und nur eine Ebene geht, und 
dass durch zwei Punkte ein Ebenenbiischel geht, dessen Ebenen alle 


dieselbe Durchschnittsgerade besitzen. Ist dem so, so wird man, die" 


Richtigkeit der im vorigen Paragraphen vorgetragenen Behauptung 
zugegeben, die Staudt’schen Ueberlegungen auf jedes System von 
Fiiichen und Curven iibertragen kénnen, welches, schlechthin ausge- 
sprochen, dieselben Lagenbeziehungen in einem gegebenen begrenzten 
Raume besitzt; mit anderen Worten, man wird den folgenden Satz 
aufstellen kénnen: 
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»in einem begrenzten Raume sei eine unendliche Zahl iiberall 
stetig gekriimmter, nur durch die Begrinzung des Raumes geendigter 
Flichen gegeben, welche die folgende Gruppirung besitzen: 

1) Durch drei beliebig angenommene Punkte des gegebenen Raumes 
geht eine und nur eine Fliche des Systems hindurch. 

2) Die Durchschnittscurve, welche zwei Flachen des Systems ge- 
mein haben kénnen, gehdrt allen Flachen an, die zwei Punkte der 
Curve enthalten.“ 

»Fiir ein solches System von Fléchen und Curven gilt die projec- 
tivische Geometrie in demselben Sinne wie gemiiss den gewihnlichen Vor- 
stellungen fiir das System der Ebenen und Geraden in einem beliebig 
begrenzten Raume. Anders ausgesprochen: Man wird den Punkten 
des gegebenen Raumes in der Art Zahlen zuordnen (Coordinaten er- 
theilen) kinnen, dass die Flichen des Systems durch lineare Gleichungen 
dargestellt werden.“ 

Die hiermit formulirte Behauptung muss, falls sie richtig ist, vor 
allen Definitionen von Ebene, Gerade u. s. w. bewiesen werden kénnen, 
denn sie benutzt nur die Begriffe der stetig gekriimmten Fliche, der 
continuirlich verlaufenden Curve, die den Begriffen von Ebene und 
Gerade vorausgehen. Bei dem Beweise, wie er in den niichsten Para- 
graphen vorgetragen werden soll, sind dann auch die Ebenen und 
Geraden des Raumes nicht vorausgesetzt. 

Dass es tiberhaupt Flichensysteme der hier gemeinten Art giebt, 
zeigt das Beispiel der Ebenen der gewohnlichen Geometrie. Unbegrenzt 
viele solcher Flichensysteme erzeugt man, indem man sich die Ebenen 
in einem beliebig begrenzten Raume construirt denkt, und dann das 
Raumstiick einer durch stetige Processe herbeifiihrbaren Deformation 
unterwirft: Und die vorgetragene Behauptung kaun geradezu dahin 
ausgesprochen werden: dass jedes den Vorraussetzungen des Satzes 
entsprechende Flichensystem aus dem Systeme der Ebenen in dieser 
Weise erzeugt werden kann. ; 

Was diesen Satz sehr merkwiirdig macht, ist, dass ein analoger 
Satz, den man fiir die Ebene formuliren méchte, nicht existirt. Ist 
niimlich in einem begrenzten Theile der Ebene ein Curvensystem von 
der Eigenschaft gegeben, dass durch je zwei Punkte eine und nur eine 
Curve hindurchgeht, so bedarf es noch weiterer Bedingungen, ehe die 
Curven durch lineare Gleichungen zwischen Punkt-Coordinaten dar- 
gestellt werden kénnen, Diesen negativen Satz mag man aus einem 
Theoreme von Beltrami ableiten. Ein Curvensystem der gemeinten 
Art erhailt man niimlich z. B., wenn man auf einer begrenzten einfach 
zusammenhingenden Fliche die geoditischen Curven zieht und dann 
die Fliche auf einen Theil der Ebene beliebig ausbreitet. Aber 
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Beltrami zeigt*), dass nur den Fliichen von constantem Kriimmungs- 
masse die Eigenschaft zukommt, sich so auf die Ebene iibertragen zu 
lassen, dass sich alle geodiitischen Curven mit geraden Linien decken. 
Man darf es daher auch nicht, wie seither woh] geschehen, als einen 
Kunstgriff von Staudt’s auffassen, wenn er behufs Begriindung der 
projectivischen Geometrie auch der Ebene die stereometrischen Ver- 
hiltnisse in Betracht zog; es entspricht sein Ausgangspunkt durchaus 
dem Wesen der Sache: es gilt fiir die geraden Linien der Ebene, falls 
man im Anschluss an Staudt die Betrachtung der Massverhiiltnisse 
ausschliesst, nur desshalb die projectivische Gecmetrie, weil Ebene 
und Gerade als Glieder eines riiumlicher Systems aufgefasst werden 
kénnen. 

Ich werde nun den aufgestellten Satz uuter engstem Anschlusse 
an die Staudt’schen Betrachtungen rein geometrisch erweisen, wobei, 
wie bereits angedeutet, an einer Stelle (§ 5) eine Schwierigkeit auftritt, 
die sich auch bei Staudt findet und die nur durch ein Axiom zu be- 
seitigen scheint: durch das Axiom, dass man einen Punkt, der durch 
einen convergenten unendlichen Process erzeugt werden soll, als wirklich 
existirend annehmen darf. Sodann gebe ich in.den letzten Paragraphen 
einen analytischen Beweis des in Rede stehenden Satzes, der diese 
Liicke nicht mehr hat, insofern bei ihm der Raum als von vornherein 
unter dem Bilde einer Zahlenmannigfaltigkeit gegeben erscheint. Dieser 
analytische Beweis deckt zugleich den Grund auf, wesshalb der Satz 
fiir den Raum, das Gebilde von drei Dimensionen, gilt, nicht aber 
mehr fiir die Ebene, das Gebilde von zwei Dimensionen, 

Der Einfachheit wegen denke ich im Folgenden den Raum, in 
welchem die Fliichen gegeben sind, sowie die Flichen selbst als ein- 
fach zusammenhiingend; die Fille, in denen ein mehrfacher Zusammen- 
hang stattfindet, kénnen auf diese Annahme zuriickgefiihrt werden, 
indem man aus dem gegebenen Raume zuniichst ein einfach zusammen- 
hangendes Stiick ausschneidet, innerhalb dessen die gegebenen Flichen 
einfach zusammenhiingend sind. 


§ 3. 
Die Grundgebilde. Beziehung derselben aufeinander. 


Das vorhin eingefiihrte Fliichensystem heisse das System der Flichen 
F. Die Durchschnittscurve zweier F, falls eine solche existirt, heisse K. 
Aus den Punkten des gegebenen Raumes, den Curven K und den 
Flachen F setzen sich eine Reihe von Grundgebilden zusammen. Grund- 


*) In den Annali di Matematica. Serie 1, t. VIL. p. 185. 








gebil 
aufge 
einen 
hat f 
gebil 
FP, w 


wie i 


d 
gebet 
anbeg 
Punk 
gehe! 

’ 


Schn 
bezog 
gehe 
Punk 
Dies 
insof 
nicht 
sind 

der « 
dure 


erste 
woh 
anal 
viert 


schr 
uns 
erst 


folge 
eine 
heis 
fest 
die 

vor] 








we 


\e 


2 
u 


/, 





Die Nicht-Euklidische Geometrie. 137 
gebilde erster Stufe giebt es drei: die Curve K, als Ort fiir Punkte 
aufgefasst; das Biischel der Curven K, welche innerhalb einer F’ durch 
einen Punkt gehen; das Biischel der F, welche eine K enthalten. Man 
hat ferner vier Grundgebilde zweiter Stufe: die F, aufgefasst als Punkt- 
gebilde oder als Aggregat von Curven K, und die Gesammtheit der 
F,, wie die Gesammtheit der K, die durch einen Punkt gehen: Alles, 
wie in der gewoéhnlichen projectivischen Geometrie. 

Aber ein Unterschied tritt hinzu wegen der Begrenztheit des ge- 
gebenen Raumes. Unter den Grundgebilden finden sich begrenzte und 
unbegrenste. Begrenzt ist z. B. die Reihe der auf einer K befindlichen 
Punkte, unbegrenzt das Biischel von F, die durch eine K hindureh- 
gehen. 





Zwei Grundgebilde heissen aufeinander bezogen, wenn das eine ein 
Schnitt des anderen ist, oder wenn beide auf ein anderes als Schnitte 
bezogen sind. Es heisst z B. das Biindel der durch einen Punkt 
gehenden K auf eine F’ als Punktgebilde bezogen, wenn man jedem 
Punkte der F diejenige K zuordnet, welche durch ihn hindurehgeht ete. 
Diese Beziechung ist ausserdem, was man wnvollstindig nennen mag, 
insofern allerdings zu jedem Punkte der F’ eine K des Biindels gehort, 
nicht aber umgekehrt. Unmittelbar vollstiindig aufeinander bezogen 
sind nur das Biischel der durch eine K gehenden F’ und das Biischel 
der durch einen Punkt gehenden K, die in einer durch den Punkt hin- 
durchgehenden F’ verlaufen. 

§ 4. 


2 Definition harmonischer Elemente. 


Zu drei Elementen A, B, C eines unbegrenzten Grundgebildes 
erster Stufe kann man vermiége einer Construction, die der in der ge- 
wohnlichen projectivischen Geometrie angewandten Vierseits-Construction 
analog ist, ein bestimmtes viertes Element D construiren, welches das 
vierte harmonische zu A, B, C genannt werden soll. 

Um sich hiervon zu tiberzeugen, wollen wir den folgenden be- 
schriinkteren Satz fiir die Punktreihe K beweisen, deren Anschauung 
uns geliufiger. ist als die Anschauung der unbegrenzten Grundgebilde 
erster Stufe: 

Sind A, B, C Pwikte einer K, welche in der alphabetischen Reihen- 
folge einander auf der K folgen, so fiihrt die Vierseitsconstruction zu 
einem bestimmten vierten Elemente D, welches zu A, B, C harmonisch 
heisst. Die Reihenfolge von A, B, C muss hier desswegen besonders 
festgesetzt werden, weil sonst der gesuchte Punkt D gelegentlich tiber 
die Begrenzung des gegebenen Raumes hinausfallen, d. h. gar nicht 
vorhanden sein kénnte. Zum Zwecke des fiir unbegrenzte Grundge- 
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bilde aufgestellten Satzes geniigt es aber auch, den nun vorliegenden 
Satz mit seiner Beschrinkung zu beweisen; denn man tiberzeugt sich 
leicht: Wenn A, B, C drei Elemente eines F-Biischels sind, so kann 
man eine K immer so legen, dass die Schnittpunkte mit A, B, C 
beliebige Reihenfolge haben. Wenn drei Elemente A, B, C eines 
K-Biischels gegeben , so wiirde man dasselbe zuniichst auf ein F-Biischel 
beziehen und dann dieses durch eine K in gehdriger Weise schneiden. 


Den nun mit Bezug auf die Punktreihe. K aufgestellten Satz be- 
weist man genau im Anschlusse an das gewdhnliche Verfahren der 
geometrischen Lage. Es darf an dasselbe hier kurz erinnert werden: 

Sind A, B, C Punkte einer Geraden, so lege man durch A eine 
neue Gerade. Durch zwei Punkte 8, y derselben und B und C lege man 
die beiden Geradenpaare 6B, yC und BC, yB, welche beziiglich die 
beiden Schnittpunkte « und 0¢ hesitzen. Dann schneidet die Ver- 
bindungsgerade «d die urspriinglich gegebene Gerade in einem festen 
Punkte D, dem sogenannten vierten harmonischen Punkte zu A, B, C. 

' Der Beweis, dass der Punkt D von den bei der Construction 
willkiirlichen Elementen unabhiingig ist, ist folgender. Construirt 
man aus-A, B, C in einer anderen durch die gegebene Gerade hin- 
durchgelegten Ebene ein neues Viereck a’, B’, y’, 0’, so werden die 
Verbindungsgeraden aa’, BB’, yy’, 90’ sich in einem Punkte treffen; 
die beiden Vierecke miissen desshalb Schnitte des niimlichen Vierkants 
sein; es muss daher auch der Punkt D in beiden iibereinstimmen. 
Wire das zweite Viereck in derselben durch die gegebene Gerade 
hindurchgelegten Ebene construirt, wie das erste, so iibertrage man 
es durch Projection auf eine zweite durch die gegebene Gerade gehende 
Ebene*) und man hat den vorigen Fall. 

Genau dieselben Betrachtungen kénnen nun angestellt werden, 
wenn statt des Systems der Geraden und Ebenen das System der K 
und F gegeben ist. Die Annahme iiber die Reihenfolge von A, B, 
C sichert die Méglichkeit, trotz der Begrenzung unseres Raumes, die 
nodthige Construction ausfiihren zu kénnen. Hat man dann zwei Vier- 
ecke a, B, y, 0 und a’, B’, y’, o in verschiedenen durch K hindurch- 
gehenden F, so ziehe man die K ae’, BB’, yy’, 00’. Dann folgt ohne 
Weiteres: Schneiden sich zwei dieser K in einem Pankte, so gehen 
auch die anderen durch denselben. Aber der Schnittpunkt kann ge- 
legentlich iiber ‘den gegebenen begrenzten Raum hinausfallen, d. -h. 


*) Statt dessen wird gelegentlich gesagt: so.drehe man das Viereck sammt 
seiner Ebene um die gegebene Gerade in eine neue Lage; aber diese Operation 
wiirde man bei dem Systeme der K und F nicht wiederholen kénnen, da zuniichst 
noch nicht bekannt ist (was allerdings spiiter erschlossen wird. § 7.), dass dieses 
System Transformationen in sich selbst zuliisst, 
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gar nicht vorhanden sein. In dem Falle wird man eins der beiden 
Vierecke durch Projection auf eine neue durch K gehende F iiber- 
tragen, und mit diesem Verfahren so lange fortfahren, bis die Ver- 
bindungs-Curven K der Ecken des urspriinglichen und des neu con- 
struirten Vierecks sich treffen. Es ist das ein Process, der immer zu 
leisten ist, wie man sich sofort tiberzeugt, so wie man zwei Vierecke 
in den bewussten Lagenverhiiltnissen gezeichnet denkt. Eine ausge- 
fiihrte Discussion wiirde nur mit dem Begriffe des Grésser oder Kleiner, 
nicht aber mit einem Masse eines solechen Unterschiedes zu thun haben. 
Von zwei Strecken AB, AC einer K heisst AB kleiner als AC, 
sofern man, um von A nach C zu gelangen, B iiberschreiten muss. 

Man beweist ferner, dass vier harmonischen Elementen eines 
Grundgebildes bei einer vollstiindigen Beziehung wieder vier harmonische 
Elemente entsprechen. Bei einer unvollstiindigen Beziehung ist das 
Entsprechende wahr, sofern den vier Elementen des einen Gebildes 
wirklich vier Elemente des anderen zugeordnet sind. 


Projectivische Beziehungen. 


Zwei Grundgebilde heissen aufeinander projectivisch bezogen, wenn 
je vier harmonischen Elementen des einen, sofern tiberhaupt vier ent- 
sprechende Elemente im anderen Gebilde vorhanden sind, vier har- 
monische Elemente des letzteren entsprechen. 

Aus dieser Definition schliesst man-nun nach Staudt, dass das 
projectivische Entsprechen zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe 
durch drei einander entsprechende Elemente A, B, C und A’, B, C’ 
festgelegt ist*).. Da dieser Schluss, wie bereits angedeutet wurde, in 
seinem Beweise eine Liicke hat, die nur durch ein Axiom zu iiber- 
brticken scheint, so mége es gestattet sein, hier etwas ausfihrlicher 
bei demselben zu verweilen. Die bez. Auseinandersetzungen und For- 
derungen gelten gleichmiissig fiir das System der Ebenen und Geraden, 
wie fiir das System der F und K. 

Staudt’s Schlussweise ist etwa die folgende. Entsprechen ein- 
ander A, B, C und A’, B’, C’ so auch D und D’ die bez. vierten har- 
monischen Punkte zu A, B, C und A’, B, C0’; ferner Fund EF, die 
vierten harmonischen Punkte zu irgend drei der vier Punkte A, B, 
C, D bez. 4’, BY, C’, D’, ete. ete. Die Art der Zuordnung ist hier- 
nach durch die Zuordnung der drei Elemente A, B, C und A, B, C’ 
vollstiindig gegeben, so wie man zeigen kann, dass man zu jedem 


. 


*) Geometrie der Lage. p. 50. Vergl. p. 44 des Reye’schen Buches. 
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Punkte einer Geraden hingelangen kann, indem man zu drei gegebenen 
Punkten den vierten harmonischen aufsucht, zu irgend drei der so 
bestimmten vier Punkte wieder den vierten harmonischen u. s. w. Es 
kann diese Behauptung nur den Sinn haben, dass man jedem Punkte 
der Geraden durch die wiederholte Construction des vierten harmonischen 
Punktes beliebig nahe kommen kann, d. h. dass man immer einen 
entsprechenden Punkt finden kann, der zwischen dem zu bestimmenden 
Punkte und einem beliebig von ihm verschieden angenommenen inne 
liegt. Staudt beweist dies, indem er die Absurditit*der Annahme 
zeigt, ein gewisser Punkt sei der letzte, iiber den die Construction 
nicht mehr hinausfiihre. Aber die Annahme, dass es einen letzten 
durch die Construction erreichbaren Punkt gebe, ist noch willkiirlich, 
Es wiire denkbar, dass der fortgesetzte Process der Aufsuchung des 
vierten harmonischen Punktes iiber eine bestimmte Grenze nicht hinaus- 
fiihrte, ohne doch eine letzte Lage fiir den Punkt zu erreichen. Ueber 
diese Méglichkeit hilft, soviel ich sehe, nur das Axiom hinweg, dass 
es gestattet sein soll, den Grenzpunkt, auch wenn er in dieser Weise 
durch einen unendlichen Process definirt ist, als fertig vorhanden auf- 
zufassen. Bei dieser Annahme tritt der Staudt’sche Beweis wieder 
in Kraft und zeigt die Unmdglichkeit der Existenz von Grenzpunkten. 

Dieselben Erwiigungen, die hier fiir die Gerade vorgetragen worden 
sind, iibertragen sich auf die Grundgebilde erster Dimension aus dem 
Systeme der K und F’, wobei man zuniichst auf die unbegrenzten Grund- 
gebilde achten wird. Auch bei ihnen wird man ein dem _ vorher- 
gehenden analoges Axiom hinzuzufiigen haben, was dann als eine 
Forderung aufgefasst werden kann, der das System der K und F  ge- 
niigen soll. Diese Forderung ist mit den dem Systeme sonst auferlegten 
vertriiglich — das zeigt das Beispiel der gewéhnlichen Geraden und 
Kbenen —, ob sie aus den friiheren zum Theile folgt, bleibe dahin 
gestellt. Die Definition der projectivischen Beziehung, die so fiir un- 
begrenzte Grundgebilde erster Stufe aufgestellt ist, tibertriigt sich ohne 
Weiteres -auf begrenzte, indem man begrenzte Gebilde projectivisch 
sein liisst, wenn sie Schnitte projectivischer unbegrenzter Gebilde sind. 


§ 6. 
Die Geometric im Grundgebilde zweiter Stufe und im Raume. 


Die aufgestellten Principien geniigen, um fiir die unbegrenzten 
Grundgebilde zweiter Stufe, d. h. fiir das Biindel der durch einen 
Punkt gehenden K und das Biindel der durch einen Punkt gehenden 
F die projectivische Geometrie aufzubauen. Man vergleiche hierzu 
nur etwa die Partieen des Reye’schen Buches (p. 45 ff.), in denen 
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fiir die als unbegrenztes Grundgebilde gedachte Ebene das Entsprechende 
durchgefiihrt wird. Es ist dies wohl der einzige Gedanke, der bei den 
hier vorgetragenen Dingen nicht ohne Weiteres gegeben war, nimlich 
der Gedanke, darauf zu achten, dass, auch wenn der Punktraum, der 
gegeben ist, begrenzt ist, darum doch noch unbegrenzte Grundgebilde 
erster und zweiter Stufe vorhanden sind, und dass man fiir sie die 
Betrachtungen durchfiihren kann, die man sonst in Bezug auf die un- 
begrenzt angenommene Ebene anstellt. 
Namentlich wird man fiir die unbegrenzten Grundgebilde zweiter 
Stufe nun auch das Gesetz der Dualitit entwickeln kénnen, welches 


jetzt dahin auszusprechen ist, dass man in allen Siitzen, die sich auf 


K und F beziehen, welche durch einen Punkt gehen, statt K und F 
auch F und K setzen kann. 

Durch Uebertragung vom unbegrenzten Grundgebilde zweiter Stufe, 
dem Punkte (als Biindel von K und F' gedacht), gewinnt man die 
Geometrie auf dem begrenzten Grundgebilde zweiter Stufe der (als 
Punktaggregat oder als Ort fiir Curven K gedachten) F. Aber die 
projectivischen Beziehungen und die dualistischen gelten auf der F 
nur dann uneingeschriinkt, wenn man der I’ ideale Punkte und Curven 
K adjungirt, entsprechend denjenigen Curven K und Flichen F' des 
angenommenen Biindels, von dem aus man die projectivisch dualistischen 
Beziehungen auf die F iibertriigt, welche die F nicht treffen. Es ist 
ersichtlich , wie diese idealen Elemente der F’, die ihrem Wesen nach 
durchaus mit den idealen Elementen iibereinstimmen, von denen im 
letzten Paragraphen des vorigen Abgehnittes die Rede war, unabhingig 
sind von gem Biindel, von dem man gerade ausging. Der Grund liegt 
darin, dass nach Voraussetzung die /’ von allen anderen F in den- 
selben K, d. h. von jedem Biindel von J’ in demselben Curvensystem 
K geschnitten wird. Der ideale Punkt der gegebenen F' z. B. ist 
zuniichst definirt durch eine irgend einem Biindel angehérige Curve 
K, welche die F' nicht trifft. Aber durch die K geht ein Biischel von 
F und ein begrenzter Theil des Biischels begegnet der gegebenen LF’. 
Auf der letzteren erhalten wir also eine Schaar von Curven K, welche 
dieselben Eigenschaften haben, besonders hinsichtlich der Construction 
des vierten harmonischen Elementes, wie ein begrenzter Theil eines 
durch einen Punkt gehenden Biischels von Curven K. Legt man jetzt 
durch irgend einen Punkt und diese Curven K die beziiglichen F’, so 
werden diese sich nach einer K schneiden. Der ideale Punkt, den 
das erst angenommene Biindel lieferte, stimmt also mit dem idealen 
Punkte, den ein beliebiges anderes Biindel ergiebt, iiberein. 

Es ist hiernach auch ersichtlich, wie der ideale Punkt der ge- 
gebenen F’, der hierdurch definirt ist, nicht bloss als dieser F’ ange- 
sondern als idealer Rawmpunkt gedacht werden muss. _Damit 
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ist dann alles Material gegeben, um die projectivische Geometrie auch 
des Raumes zu entwickeln, und es ist der Beweis des oben aufgestellten 
Hauptsatzes: 
dass fiir das bez. Flichen- und Curvensystem die projectivische 
Geometric gilt 
geleistet. 


§ 7. 
Einfihrung der Doppelverhaltnisse und homogenen Coordinaten. 


In diesem Paragraphen mag noch kurz angegeben werden, wie 
man an den bisher auseinandergesetzten synthetischen Aufbau der 
projectivischen Geometrie die analytische Behandlung derselben zu 
kniipfen hat. Es enthilt dieser Paragraph also nichts mehr, was sich 
specifisch auf das System der K und JF’ bezieht; und er soll hier nur 
seine Stelle finden, weil die betreffenden Ueberlegungen, die man 
wesentlich alle den Staudt’schen Leitrdégen zur Geometrie der Lage 
entnehmen kann, nur zu wenig bekannt zu sein scheinen. 

Die Definition der Projectivitiit zweier Grundgebilde erster Stufe 
ergiebt, dass zwischen je vier Elementen eines solchen Gebildes eine 
constante Beziehung obwaltet. Drei Elemente sind noch von einander 
unabhiingig; die Beziehung zwischen vier Elementen kann man daher 
unter dem Bilde einer reellen Zahi auffassen*). Man bezeichne drei 
Elemente A, b, C als Grundelemente des Gebildes, auf die iibrigen 
Elemente D des unbegrenzt gedachten Gebildes vertheile man nach 
einem willkiirlichen Gesetze die retllen Zahlen von — oo bis + ov, so 
ist jeder Combination ABCD eine Zahl zugeordnet, welche sie 
charakterisirt; man hat einen Massstab, um die Beziehung ABCD 
zu messen. Hat man bei einem Grundgebilde erster Stufe diese Be- 
stimmung getroffen, so iibertriigt sie sich durch Projection auf alle 
anderen. 

Man wird darnach streben, diese willkiirliche Scala durch eine 
gesetzmiissig erzeugte zu ersetzen, und dies hat Staudt in den Para- 
graphen 19, 20 seiner Beitriige zur Geometrie der Lage geleistet. Er 
ordnet dort den Beziehungen ABCD, oder, wie er sagt, den Wiirfen 
ABCD dieselben Zahlen zu, welche man ihnen in der auf metrischen 
Definitionen fussenden gewdhnlichen Behandlungsweise beilegt, wo sie 
als Doppelverhiiltnisse aufgefasst werden**). Es geniigt zu diesem 
Zwecke, die Wiirfe ABCA, ABCB, ABCC bez. durch 0, 1, o© zu 
bezeichnen und dann eine Operation anzugeben, vermége deren man 


*) Hier kehrt unter einer etwas anderen Form das Axiom des § 5. wieder. 
**) Dasselbe kann man durch die von Mébius in seinem barycentrischem 
Calcul vorgetragene Theorie der geometrischen Netze erreichen. 
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zwei Wiirfe ABCD und ABCD’ addirt. Dabei wird der harmonische 
Wurf gleich — 1, und es finden Relationen statt, wie 


(ABCD) .(ADCB)=1 ete. 


Von den Doppelverhiltnissen steige man zu den homogenen Coordinaten 
auf, die nichts sind als die relativen Werthe gewisser Doppelverhiiltnisse. 
Es handelt sich dann besonders darum, einzusehen, dass durch eine 
lineare Gleichung zwischen den homogenen Coordinaten in der Ebene 
eine Gerade, im Raume eine Ebene dargestellt wird. Diese Aufgabe 
hat Fiedler neuerdings in sehr einfacher und iibersichtlicher Weise 
erledigt, indem er von vornherein neben den homogenen Punktcoor- 
dinaten auch die homogenen Liniencoordinaten, bez. Ebenencoordinaten 
einfiihrte*). Die lineo-lineare Gleichung zwischen den Coordinaten ver- 
einigt gelegener Punkte und Geraden (Ebenen) ist nur der Ausdruck 
fiir gewisse Beziehungen, die zwischen den in der Figur (die durch 
Hinzufiigen eines Coordinaten-Dreiecks bez. -Tetraeders entsteht) aut- 
tretenden Doppelverhiltnissen stattfinden**). 

Die hiermit angedeuteten Ueberlegungen kann man alle, statt fiir 
das System der Geraden und Ebenen, fiir das System der K und F 
entwickeln, da fiir das letztere ebenso die projectivische Geometrie gilt. 
Und damit ist also die zweite Form erwiesen, welche wir in § 2 
unserem Satze ertheilt hatten, die wir hier noch einmal wiederholen: 

Man kann den Punkten des urspriinglich gegebenen begrenzten 
Raumes in der Weise Zahlen zuordnen, dass die Flichen F' (die Curven 
K) durch lineare Gleichungen dargestellt werden. 

Als Folgerungen, die sich von selbst aufdriingen, seien erwihnt, 
dass man-nun in Bezug auf die Flichen F’ von algebraischen Gebilden, 
von imaginiiren Elementen, von collinearen und dualistischen Trans- 
formationen reden kann. 


§ 8. 
Analytischer Beweis des Hauptsatzes. 


Es wurde bereits darauf hingewiesen, wie sich der in § 2. aufge- 
stellte Hauptsatz viel einfacher und ohne Zuhiilfenahme besonderer 
Axiome beweisen liisst, wenn man die Voraussetzung macht, dass es 
gestattet sei, den Punktraum unter dem Bilde einer dreifach ausge- 


*) Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Ziirich. XV, 2. 
(1871). — Die darstellende Geometrie. Leipzig. 1871. — Bei Fiedler sind die 
Wiirfe als Doppelverhiiltnisse definirt; es ist das aber fiir seine weiteren Auseinander- 
setzungen ohne principielle Bedeutung, da er nur solche Relationen zwischen 
Wiirfen benutzt, welche man, nach der im Texte gemachten Andeutung, auch 
bei Staudt begriindet findet. 

**) Vergl. hierzu auch Hamilton’s Elements of Quaternious. p. 24—32. 
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dehnten Zahlen- Mannigfaltigkeit aufzufassen. Ein an diese Voraus- 
setzung ankniipfender Beweis enthilt die Erweiterung unseres Satzes 
auf Zahlen-Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen in 
sich; zugleich lisst er tibersehen, warum fiir zwei Dimensionen, wie 
in § 2. hervorgehoben wurde, ein entsprechender Satz noch nicht gilt. 

Den Vortheil, den man durch die Annahme, man koénne den 
Punktraum als eine Zahlen- Marnigfaltigkeit auffassen, in den Beweis 
des Satzes einfiihrt, ist der, dass man nun iiber den Begriff des Un- 
endlich - Kleinen verfiigt. Fiir die Fortschreitungsrichtungen von einem 
Punkte aus gilt bei beliebiger Coordinatenbestimmung die projectivische 
Geometrie in demselben Sinne, wie fiir die Geraden eines Strahlen- 
biindels. Hat man aber ein System von Flichen F und Curven K, 
wie es in dem Satze des § 2. vorausgesetzt wird, so bezeichnet jede 
der von einem Punkte aus mdglichen Fortschreitungsrichtungen eine 
der durch den Punkt hindurchgehenden K. Fiir das Biindel der durch 
einen Punkt gehenden K, und, vermige dualistischer Uebertragung, das 
Biindel der durch einen Punkt gehenden F gilt also ohne Weiteres die 
projectivische Geometric. Wir haben also von vornherein den Stand- 
punkt gewonnen, der sich bei der rein geometrischen Untersuchung 
erst in $6. ergab, noch mehr: es ist auch von vornherein wenigstens 
fiir das Biindel von K und F die projectivische Coordinatenbestimmung 
gegeben, die bei rein geometrischer Betrachtung erst durch besondere 
Operationen in § 7. entworfen werden musste. 

Von der Geometrie im Biindel von F oder K steigt man ihnlich 
wie in § 6. geschildert wurde, zur Geometrie auf den F und zur 
Geometrie im Raume auf. Durch eine beliebige F’, — sie heisse F’— 
werden je zwei Biindel von F aufeinander projectivisch bezogen. Denn 
die Biindel schneiden die F” laut Voraussetzung in dem niimlichen 
Curvensysteme K. Dabei iibertriigt sich von dem einen Biindel so gut 
wie vom anderen auf die F” die Vierseits-Construction; die beiden 
Biindel, und also iiberhaupt alle vorhandenen Biindel sind hiernach 
durch die F” aufeinander projectivisch bezogen w. z. b. Da aber 
projectivische Beziehung innerhalb eines Biindels bei Anwendung der 
projectivischen Coordinaten durch lineare Gleichungen bezeichnet wird, 
so ist ersichtlich, dass man die F” durch lineare Gleichungen zwischen 
den fiir zwei Biindel geltenden projectivischen Coordinaten darstellen 
kann ete. ete. 

Betrachtungen derselben Art kann man fiir Mannigfaltigkeiten 
von beliebig vielen Dimensionen anstellen; ist aber die Zahl der 
Dimensionen auf 2 gesunken, so haben die Betrachtungen nicht mehr 
denselben Erfolg. Es sei eine Fliiche und auf einem Theile derselben 
ein Curvensystem K gegeben, von der Kigenschaft, dass durch je zwei 
Punkte des Fliichentheils eine und nur eine K geht. Die Fliiche, oder 








viel 
Zah 
For 
Gec 


gea 
Pw 
ein 
die 
Biis 
gar 
sell 
vie 
zu 

nic 











Die Nicht-Enuklidische Geometrie. 145 


vielmehr ihre Punkte sollen unter dem Bilde einer zweifach ausgedehnten 
Zahlenmannigfaltigkeit gefasst werden kénnen. Dann gilt fiir die 
Fortschreitungsrichtungen von einem Punkte aus die projectivische 
Geometrie, d. h. vier Fortschreitungsrichtungen haben ein bestimmtes 
Doppelverhiltniss, welches bei keiner stetigen Verzerrung der Fiche 
geiindert wird. Es iibertriigt sich diese Beziehung auf das durch den 
Punkt gehende Biischel von Curven K. Man schneide dasselbe durch 
eine ihm nicht angehérige Curve K‘’ und ziehe nach den Schnittpunkten 
die einem zweiten Biischel angehérigen K. Jetzt sind die beiden 
Biischel durch die K’ auch eindeutig aufeinander bezogen, aber es ist 
gar kein Grund vorhanden, warum diese Beziehung eine projectivische 
sein soll, warum z. B. vier harmonischen Curven des einen Biischels 
vier harmonische des andern entsprechen sollen. Denn ein Analogon 
zu der Vierseitsconstruction, die sich im Raume iibertrug, existirt 
nicht mehr, weil eine Dimension zu wenig vorhanden ist. 


Gottingen, 8. Juni 1872. 


Verbesserung. 


Auf p. 112, Zeile 12 v. u. lese man ,,werde“ statt ,,wiire“, 


Matbematische Annalen. VI. 10 
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Ueber eine Darstellung willkiirlicher Functionen durch 
Bessel’sche Functionen. 


Von H. Weser in Ziricu. 


Die Liésung vieler physikalischer Probleme verlangt die Dar- 
stellung willkiirlicher Functionen zweier Argumente durch Bessel’sche 
und trigonometrische Functionen. Eine solche Darstellung von fun- 
damentaler Bedeutung fiir eine Function, die (geometrisch ausgedriickt) 
fiir alle Punkte einer Ebene willkiirlich gegeben ist, wurde zuerst von 
Herrn C. Neumann entdeckt. In der vorliegenden Arbeit soll nun 
eine verwandte Darstellungsweise entwickelt werden fiir eine Function, 
die in der ganzen Ebene, soweit sie ausserhalb eines gegebenen Kreises 
liegt, willkiirlich gegeben ist. Die Anwendbarkeit dieser Darstellungs- 
weise soll endlich an dem Beispiel der Green’schen Function fiir das 
Aeussere eines unbegrenzten Cylinders dargethan werden. 

Es scheint zweckmiissig, einige Betrachtungen iiber die als 
Bessel’sche Functionen zu definirenden Functionen voranzuschicken. 

Jede Function, welche der Differentialgleichung geniigt: 

2 ‘ @ 2 

c wet Pit (290 

miége als Bessel’sche Function der »'” Ordnung im weiteren Sinn 
des Worts bezeichnet sein. Alle diese Functionen lassen sich aber 
linear zusammensetzen aus zwei particularen Functionen der gleichen 
Art, von denen die eine fiir endliche Werthe von 2 endlich bleibt, 
wihrend die andere fiir « = 0 unendlich gross wird. Diese beiden im 
engeren Sinne als Bessel’sche zu bezeichnenden particularen Functionen 
sollen nun zuniichst zweckmiissig ausgewihlt und einige ihrer Eigen- 


schaften untersucht werden. Es werde dabei » als ganze positive Zahl . 


vorausgesetzt. 
Der Differentialgleichung (1) geniigt die Function: 
@ 2n—1 


*iag 2 
y=arfe (€?—1) dé, 


1 


welche jedoch durch das Integral nur erklirt ist, so lange der imaginiire 
Theil von x positiv ist. 
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Fiir den gegenwirtigen Zweck ist aber gerade der Fall eines re- 

ellen positiven x von besonderer Wichtigkeit. Wir setzen daher: 
. ~% 

(2) — 24 (— x)" fos : wr J K 
meee ngage! Ed ae eee 
und verstehen unter dem Ausdruck links den Grenzwerth, den man 
erhalt, wenn man von Werthen von «# mit positiv imaginiirem Theil 
zu positiv reellen Werthen von x iibergeht. Der reelle und imaginiire 
Theil dieses Grenzwerths sollen als Bessel’sche Functionen im en- 
geren Sinne erklirt werden, die durch die stetige Fortsetzung dadureh 
auch fiir complexe Werthe des Arguments definirt sind. Um analy- 
tische Ausdriicke fiir diese beiden Functionen zu erhalten, muss auf 
der linken Seite von (2) der Integrationsweg geiindert werden, was 
auf mehrfache Weise geschehen kann. Integrirt man von 1 bis 0 
und von 0 bis too, so wird dadurch der Werth des Integrals nicht ge- 
iindert. In dem so veriinderten Ausdruck darf dann x positiv reell 
genommen werden, wodurch sich ergiebt: 


1 
D> yr . ' ; ot! 
(3) Jy (@) == - oan Ty -_ os (w&) (1— &?) 2 dé, 
0 
1 


, os 2a" { : e 2n—1 
(4) K, (2) = 1.3..(2n—1)x! sin (w&) (1—&*) 2 dé 
0 


; —fesatey * ab}: 


Die Function J, (#) stimmt also iiberein mit der gewéhnlich durch 
J} bezeichneten Bessel’schen Function erster Art. Ich ziehe 
hier vor, den Index unten anzufiigen, um die Differentialquotienten 
der Bessel’schen Functionen bequemer durch J}, (#7) K%, (#) bezeichnen 
zu kénnen. Ein anderer Weg, das Integral (2) in eine Form zu 
bringen, in der 2 ohne Weiteres reell genommen werden darf, ist 
folgender: Substituirt man unter dem Integralzeichen 


in 
= 1 —_— 
- *> 
so darf man in dem transformirten Integral, wenn der Integrations- 


weg in (2) passend gewihlt wird, 4 auf reellem Wege von 0 bis oo 
gehen lassen und es ergiebt sich : 


(2a+ 1a 
y 4 ) 


4 1 


fc "2 (1 4 ine dy. 


10* 


9” +1 is (2 - 


8.8... 0 


(5) Jn (a)t+ieXK, (a) = 
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Man iiberzeugt sich nachtriglich leicht, dass diese Function der Diffe- 
rentialgleichung (1) geniigt, ohne dass die Veriinderlichkeit von x be- 
schriinkt ist, so dass sich daraus allgemein giiltige Darstellungen der 
Functionen J, (x), K, (#) ergeben, dadurch dass man den Ausdruck 
rechts formal, d. h. ohne Riicksicht auf das in x enthaltene ¢ in seinen 
reellen und imaginiiren Theil zerlegt. Man darf daher auch in (5) a 
ohne Weiteres reell und positiv annehmen. 

Aus dieser Form erhilt man nun leicht die halbconvergenten 
Reihen fiir die beiden F — J, (x), Ky (x),indem man unter dem 


2n — 


lutegralzeichen (1 + - : 1) 3 nach dem binomischen Lehrsatz ent- 


wickelt. Es ergiebt sich auf diese Weise : 


(6) J», (#) 4- ik, (2) = = 
fs gS") =(¢) ((20)? —1?) ((2m) bis .(( 2n)?—(2h—1)*) i 


ux 3. ch 





Die Trennung des Reellen vom Imaginiiren liefert fiir J, (x) ein be- 
kanntes Resultat. 

Die Untersuchung des Restes, welche zu einer strengen Be- 
griindung dex Formel (6) nothwendig wiire, glaube ich hier unter- 
driicken zu diirfen. Ich verweise hieriiber auf die Arbeiten der Herren 
Lipschitz*), Lommel*), Hankel***). 

Diese Entwicklung nach fallenden Potenzen von z liefert nun zu- 
niichst unmittelbar die Grenzwerthe der Functionen J, (x), K, (x) fiir 
fiusserst grosse Werthe von #. Diese nehmen hier eine sehr elegante 
Form an: 


| Lim J, (7) = yz. cos (« — + : x) 


fiir 2 = oo 
Scie (a) == y= sin (« _ srt n) 


das will sagen, es lisst sich eine bestimmte, endliche Zahl c? angeben 
von der Beschaffenheit, dass der Unterschied der Werthe von J, (2), 
K,, (x) und der auf der rechten Seite von (7) stehenden Ausdriicke 


a ‘ c . ‘ 
absolut kleiner ist als zy,? wenigstens von einem gewissen Werthe 
2 


(7) 


von 2 an. 
Um unsern Functionen J, (x), K, (x) vollstindig mit irgend wel- 
chen anderen Formen der Bessel chien Functionen vergleichen zu 


*) Lipschitz. Die Bessel’sche Transcendente J, Borchardt’s Journal Bd, 56. 

**) Lommel, Studien iiber die Bessel’schen Functionen. Leipzig 1868. 

***) Hankel. Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. Diese Annalen 
Bd. 1 pag. 467, 
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kénnen, ist es hinreichend, noch die Grenzwerthe dieser Functionen 
fiir ein verschwindend kleines x zu kennen. Man erhiilt leicht aus (5) 








Lim K, (x) = —2 2-4: a (n > 0) 
4 
(8) 2log x odevicd 
Lim K, (2) =-—2* 
und aus (3) 
Lim J, («) = 5, (n > 0) 
(9) - a=0 


Darnach lassen sich z. B. die immer convergenten Entwicklungen, die 
fir die Bessel’schen Functionen von den Herren Kirchhoff*), 
C. Neumann**), Hankel***) aufgestellt sind, leicht auf unsere 
Functionen iibertragen, 

Aus den Differentialgleichungen fiir die Functionen J, (vw), Kn (x): 





dx dJ,, (x) 
ae n 
(10) eae =~ 0 =) — 
d aK, (x) 
esc: re 1— ™) K, (2) 
xdx so ( a) " 


ergiebt sich: 
K, (2) J (®) —In (2) Ky (2) = £, 


worin ¢ eine Constante bedeutet, die aus den Grenzwerthen (7) oder 
(8), (9) bestimmt werden kann. Es folgt auf diese Weise: 
(11) K, (2) Js (2) —In (2) Kn (2) = — 2 


a? 


eine Formel, die fiir alle Werthe von ~ giiltig ist. 


Es lisst sich nach einer von Herrn C. Neumann entdeckten7) 
spiiter von Herrn P.du Bois Reymond streng bewiesenen}}) For- 


*) Kirchhoff: Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten Cy- 
linders von weichem Eisen. Crelle’s Journal, Bd. 48. ; 

**) Neumann: Theorie der Bessel’schen Functionen. Leipzig 1867. 

***) Hankel 1. c. 

+) C. Neumann: Allgemeine Lisung des Problems tiber den stationiren 
Temperaturzustand eines Kérpers, der von zwei nicht concentrischen Kugelschalen 
begrenzt wird. Halle 1862. 

++) Du Bois Reymond: Die Theorie der Fourier’schen Integrale und Formeln, 
Diese Annalen. Bd. 4 pag. 367. ’ 
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mel eine Function der zwei Veriinderlichen r, m, f(r, m), die zwischen 
den Grenzen 0< r < 00; 0 < gp < 2a willkiirlich gegeben ist, mit 
Hiilfe der Function J, durch ein dreifaches Integral darstellen in fol- 


gender Weise: 
2a 


(12) 2x f(r, %) — {ede fr dr, faoter P1) Jy (eR) 


wenn zur Abkiirzung gesetzt ist: 


R=/pr+r,? — 2rr, cos (py — ,)- 
Nimmt man die Function f nach dem Cosinus der Vielfachen von » 
entwickelt an, in der Form: 
f(r, 9) = Fy (r) + F, (*) cos » + F, (r) cos 2g +++: 
worin die Functionen /',, F,, F,.. zwischen den Grenzen 0 < r < oo 
als willkiirlich gegeben zu betrachten sind, und setzt nach einer ¢leich- 
falls von Herrn Neumann aufgestellten Formel*): 
J (2 fh) = J, (er) J (2 r;) + 
2d, (er) J, (21,) cos (p — 9) +24, (er) J, (er,) cos2 (p — y,) +-- 


so ergiebt sich aus (12): 
(13) F, (r) = [ eas fr dr, Jn (2r) Jn (27;) Fa (7), 


so dass eine Function, die fiir alle positiven Werthe des Arguments 
willkiirlich gegeben ist, durch Fourier’sche Integrale unter Ver- 
mittlung von Bessel’schen Functionen beliebiger Ordnung dargestellt 
werden kann. 

Der Zweck des Folgenden ist nun, analoge Darstellungen zu 
finden fiir Functionen, die nur fiir Argumentwerthe > 1 willkiirlich 
gegeben sind, durch Bessel’sche Functionen, welche fiir den Werth 1 
des Arguments verschwinden. Der hier mitzutheilende Satz enthehrt 
freilich bis jetzt eines allgemeinen Beweises. Die Méglichkeit der be- 
treffenden Darstellung ist vorausgesetzt und die Form wird unter dieser 
Voraussetzung gesucht. 

Zu diesem Ende aber soll hier zuniichst als Hiilfsmittel eine 
anderweitige Darstellung willkiirlicher Functionen mitgetheilt werden, 
deren Richtigkeit sich nach den Principien des Herrn du Bois Rey- 
mond**) streng beweisen lisst. 


*) Theorie der Bessel’schen Functionen. Leipzig, 1867. 

**) Du Bois Reymond. Ueber die allgemeinen Kigenschaften der Classe von 
Doppelintegralen, zu welchen das Fourier’sche Doppelintegral gehiért. Borchardt’ 
Journal Bd. 69 und 1. . 
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Wir setzen zunichst zur Abkiirzung: 


(14) fn (@,7) = Ky (ee) Jn (ar) — dy (a) EK, (ar), 
so dass die Function f, der Differentialgleichung geniigt: 
af, 
dr —- 
(15) sar + (@—F)h& = 0 


und fiir r = 1 verschwindet. 
Aus der Differentialgleichung (15) und der analog gebildeten fiir 
eine zweite Function /, (8,7) ergiebt sich in bekannter Weise: 


> . df, (8,7) af, (a, ,) 
(16)r( fale, 2)” —4,08,7) Ee ) 








*— B*) f rdr fala, r)fn(B,7). 


Wir suchen nun den Werth des folgenden Doppelintegrals zu er- 
mitteln : 


xr 6 
(17) [rar fe @ font Br) da, 

1 a 
werin @ und b beliebige positive Zahlen sind (a < b) und (a) eine 
zwischen den Grenzen a und b beliebig gegebene endliche Function. 
Dieses Doppelintegral kann in a Weise aufgefasst werden: 


Lim im fv (a) da Ji (a, r) fn (B, 7) rdr 


r= D 


oder mit te von 16): 








af, = af, ( 5): 


(18) Lim foes (fe (a7) A — fe (B,”) 


r= 


Um diesen Secret zu finden, kann man sich, da @ und 6 positiv 
sind, in den Functionen f, (@,7) f, (8,7) der Grenzwerthe (7) bedienen. 
Diese ergeben fiir fiusserst grosse Werthe von r: 


== ) Lf, (a,r) 
zr (fa (er) a” — 5, (8, ) MO”) 


(— 1) sin @ + B) x (/$ — 8) (Tu @ Ka (8) + In (B) Ke (0) 
+ cos (e — B)r (+ V%) In (@) Ku (8) —Jn (8) Ka (@)) 
+ (— trees (« + 8) r (VS — /®) In (@) In (8) Ku (@) Ky @)) 
+ sin (@ — B)r (E+ 2) On © In B)+Ks (0) K(B)) 


Setzt man nun dies in den Ausdruck (18) ein, so zerfillt derselbe in 
vier Bestandtheile, die sich nach der Dirichlet’schen Methode oder 
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nach dem Mittelwerthsatz des Herrn du Bois Reymond*) behandeln 
lassen. Die drei ersten Bestandtheile verschwinden aber in der Grenze 
y = oo, denn man kann dieselben durch passende Substitutionen und 


Zerlegungen darstellen als ein Aggregat von Integralen der beiden 
Formen: 


J (£) cos (r ) dé, J (&) sin (r&) dé 


worin x (&) Functionen bedeuten, die zwischen den Grenzen endlich 
und stetig sind, und von denen iiberdies angenommen werden kann, 
dass sie zwischen den Grenzen nicht wachsen oder nicht abnehmen. 

Ist nun M < uw < N, so erhalt man nach dem erwahnten Mittel- 
werthsatze: 





f 1 (€) 008 (18) dg — x (M) Sew) — sin 7D) 4 ayy 008 ON) — si (rn) 


r 





J (in 8) dB my (ay EM em 4 Blew) — ce 
M 


Ausdriicke, welche beide fiir unendlich grosse Werthe von 7 ver- 
schwinden. 


Demnach bleibt nur der letzte Bestandtheil iibrig, welcher ergiebt: 





b 
af, * ) af, (% 
Lim Poa r (te a, ‘) —— : —fn (8,7 7) 


r=on2 


= Lim 5 iS (Ju (@) Jn (8) +E (a) Ka(6)) =P" aa, 


Das Siiieia rechts hat nun geradezu die Form des Dirichlet’schen, 
und man schliesst daraus zuniichst, dass es verschwindet, wenn nicht 


B zwischen a und b liegt. Ist dagegen a < 6 <b, so ergiebt sich: 


Lim £/¥9 








»(@) In (B)-+ Kx (e+) K, (8)) @S—O" de 


— %0) {(Jn(B))? + (Kn (8))"} , 


wo, wie bei den gewodhnlichen Fourier’schen Integralen fiir einen 
Werth B, bei dem y (A) unstetig ist, statt y (8) rechts das arithme- 
tische Mittel zwischen den beiden dort zusammenstossenden Werthen 


*) Borchardt’s Journal 1. c. 
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za nehmen ist; ebenso ist fiir 8 =a und Bp = b statt w (8) zu setzen 
$v (a); 4 (0). Setzt man noch 


er {(Tn (8) + (Kn ())*} =¥ B) 


so ergiebt sich aus diesen Formeln: 








b 
ie a (a) f, (a,7) da 
(19) Ji (dr) fr (B, a (Tq (@)=+(K, (a)? =Y (B) oder = 0 
je nachdem die positiv vorausgesetzte Grosse 6 in dem Intervall a bis 
b liegt oder ausserhalb desselben. 

Es hindert nun nichts, a=0O und b= oo werden zu lassen, 
vorausgesetzt, dass die Function Y (a) so beschaffen ist, dass das In- 
tegral (19) dann noch convergent bleibt und man erhalt so eine Dar- 
stellung einer Function, die fiir alle positiven Werthe des Arguments 
willkiirlich gegeben ist: 


raw a mn (0,7 da 
(20) ¥ (6) = frart, 8") | orev arent 
1 0 


Diese Darstellung einer willkiirlichen Function ist aber, wie erwihnt, 
nicht das Ziel der gegenwirtigen Untersuchung. Dieselbe gewahrt, 
wie es scheint, keinen unmittelbaren Nutzen bei der Integration linearer 
partieller Differentialgleichungen. 

Wir nehmen an, es sei eine Function F'(r) zwischen den Grenzen 
1 <r < ce gegeben, setzen voraus, dieselbe sei darstellbar in der 
Form: 


(21) Fi)= Je (a, r) & (a) de 


und stellen uns die Aufgabe, unter dieser Voraussetzung die Function 
# (a) zu bestimmen. 

Es bedeute B eine beliebige positive Grosse; wir multipliciren (21) 
mit /, (8,7) rdr und integriren zwischen den Grenzen 1 und oo. Da- 
durch ergiebt sich: 


fro fr (8, vr) rdr = fi (B,r) rdr (i (a, r) (a) da. 
Das Integral rechts lisst sich nach der Formel (20) bestimmen, woraus 
folgt : 
[PO Gr) rar =P {TG + KH} 


1 
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Damit ist die Function @ bestimmt, und aus (21) folgt die ge- 
suchte Darstellung, ihre Méglichkeit vorausgesetzt: 
i ae af, (ar) da a 
(22) F (r) = CI, yr +K, wf 2 (0) fn (@, @) ede (lL <r<oo). 
1 


v 


Die zuletzt aufgestellte Formel verhilt sich zu den in der Physik 
vorkommenden. Reihenentwicklungen nach Bessel’schen Functionen 
iihnlich wie die Fourier’schen Integrale zu den Fourier’schen 
Reihen, und auch sie kann zur Lésung mancher physikalischen Auf- 
gabe dienen, z. B. zur Bestimmung des stationiiren Temperaturzu- 
standes in einer von zwei unendlichen parallelen Ebenen begrenzten 
Platte, welche eine cylindrische Durchbohrung besitzt, wenn die Tem- 
peratur der Oberfliiche dieses Kérpers beliebig gegeben ist. 

Ich will hier nur auf eine dieser Aufgaben niher eingehen, der 
eine gewisse allgemeine Bedeutung zukommt, niimlich auf die Er- 
mittelung der Green’schen Function fiir das Aeussere eines unbe- 
grenzten Cylinders mit kreisférmigem Querschnitt. 

Ks soll also eine Function bestimmt werden, welche fiir alle Punkte 
ausserhalb eines solchen Cylinders der Differentialgleichung geniigt: 
os eu au uw 
(23) ja + ay + jz = 0, 
die an der Cylinderoberfliiche und fiir Punkte im Unendlichen ver- 
schwindet und im ganzen Raume ausserhalb des Cylinders mit ihren 
ersten Ableitungen stetig ist, mit Ausnahme eines einzigen aber be- 
liebigen Punktes, in welchem sie unstetig werden soll wie die mit 
einem constanten Factor multiplicirte reciproke Entfernung von diesem 
Punkte. Dieser Function kann in doppelter Weise eine selbstiindige 
physikalische Bedeutung beigelegt werden: 

Man kann sie betrachten als das Potential der durch einen cin- 
zelnen elektrischen Massenpunkt auf dem zur Erde abgeleiteten Cy- 
linder inducirten statischen Elektricitit: oder aber sie stellt die Span- 
nung dar im Fall der stationiren Strémung, wenn der Eintritt der 
Elektricitit in einem Punkt eines unbegrenzten Leiters stattfindet, in 
welchem der Cylinder eingetaucht ist, vorausgesetzt, dass der Cylinder, 
der mit dem andern Pol der Kette verbunden ist, ein sehr viel héheres 
Leitungsvermégen besitzt, als die umgebende Substanz. 

Geht man von dieser letzteren Vorstellung aus, so erkennt man 
leicht, dass sich die Unstetigkeitsbedingung erfiillen liisst durch einen 
Grenziibergang in folgender Weise: 

Man sucht zunichst eine im ganzen Gebiete endliche und stetige 
Function w, im Uebrigen von den verlangten Kigenschaften, deren 
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Ableitungen gleichfalls stetig sind, mit Ausnahme einer klemen be- 
grenzten Fliiche 0, in welcher die nach der Normale genommenen 


4 ate r ine “ 
Ableitungen zu beiden Seiten = y sind, wenn ¢ eine gegebene Con- 


stante bedeutet. Liisst man in der so gefundenen Function 0 unendlich 
klein werden, so erhiilt man als Grenzfall eine Function wu, welche 
an der Stelle dieser unendlich kleinen Fliiche in der verlangten Weise 
unendlich wird. 

Legt man niimlich eine beliebige, die Fliiche 6 umschliessende 
Fliiche s, welche ihrer ganzen Ausdehnung nach in das Gebiet der 
Function w fillt, bezeichnet mit @ die Entfernung eines beliebigen 
inneren Punktes 0 von einem veriinderlichen Punkt dieser Fliaiche, mit 
R die Kntfernung desselben inneren Punktes von einem Punkt der 
Fliche 0, mit «, den Werth von uw im Punkt 0, mit ds, dd die Ele- 
mente der Fliichen s und 0, endlich mit dv, dy die Elemente der 
Normalen an die Fliichen s und 0, in das Innere des von s um- 
schlossenen Raumes positiv gerechnet, so erhilt man nach dem 
Green’schen Satze: - 


a: J et \ ? 


ew: 0 1 du 1 / R 1 du 
~ =f te a ds + 7— u at dé. 


0 ON Ov 
Nun ist, da die Integration in Bezug auf dd iiber beide Seiten 
der Fliiche 6 zu erstrecken ist, und w an dieser Fliche stelig voraus- 
gesetzt wird: 
5 1 
a € 


R "1 Gu e [ae 
—_ 
Je ak te, J Bat? =3 Si 


und man erhilt: 
\ 


_ 1 
1 , ° 1 Ou € “dé 
% = “2 — ds — ; 
° Lx, on @ On 4nd.) 


Liisst man nun 6 unendlich klein werden, so ergiebt sich hieraus 
sofort: 

uu = fest + einer im ganzen Inneren von s stetigen Function, 
was die verlangte Eigenschaft ausdriickt. 

Um also unsere Aufgabe zu lésen, legen wir die zAxe in. die 
Cylinderaxe und fiihren in der Ebene z= 0 Polarcoordinaten ein. 
Dadurch wird die Gleichung (23) in folgende transformirt: 





9 Cu 1 eu 1 fu Cu a 
(24) or 7 r or + x Og? Oz? ). 


Die gesuchte Function w wird cine gerade Function von ¢ sein, 
wenn wir den Unstetigkeitspunkt in die Ebene z= 0 verlegen, und 
wir kéuuen uns daher auf positive Werthe von z beschrainken, 
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Wir setzen den Radius des Cylinders = 1 und suchen zuniichst 
eine Lésung von (24), welche fiir positive Werthe von z mit ihren 
ersten Ableitungen endlich und stetig ist, im Unendlichen und fir 


r == 1 verschwindet und die Eigenschaft hat, dass fiir ¢ = 0 oe gleich 


einer beliebig gegebenen Function von r und g, ®(r, m) werde, von 
welcher der Einfachheit halber vorausgesetzt sein mag, dass sie in 
Bezug auf @ gerade sei. 
Kine hier brauchbare particulare Lésung von (24), welche an der 
Cylinderfliche und im Unendlichen verschwindet, ist: 
ef, (a, 7) cos (nq@) , 


worin ® eine ganze Zahl, @ eine beliebige positive Grosse ist, und /, 
die Bedeutung (14) hat. Man erhilt also ein allgemeineres Integral: 


n 


(25) “= = cos ng fof, (a, 7) Wn (a) da 
a @ 
0 


Wenn Wn eine willkiirliche Function bedeutet. Hieraus ergiebt sich 
fir z= 0: 


(26) a = — Z cos ng fn (@, T) Un (a) ada, 


was mit der gegebenen Function © iibereinstimmen soll. Denken wir 
uns diese in die Form gesetzt: 


© = = cos (ng) ®, 
n=0 
wo: 


0, = f@ cos x9) a9: &=1; ¢ =e =...—2, 
. § 
so verlangt unsere Bedingung: 
ou f "fe (et; 1) Wn (@) ede, 
woraus sich nach der tonal (22) ergiebt: 
% ©) =—— 7G, a+ (K,(@)) J ®, (0) fn (@, 0) ode 
i 


und sonach wird die Function u: 


Teg #4 f,, (4,7) doe 





u=— = Z,e,cos(ng) CT, @OP+(K,(@) | fale, )ede f (0,9) cos (nd) dd. 
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Um nun die gesuchte Green’sche Function zu erhalten, haben wir, 
dem oben Bemerkten gemiiss, nur anzunehmen, die Function ® sei 
iiberall =O mit Ausnahme der kleinen Fliche 0, welche an der 
Stelle s = 7’, p= 0 sich befindet, wo dieselbe den Werth ; hat, und 


dann 6 unendlich klein werden zu lassen. Dieser Grenziibergang, der 
fiir jedes positive ¢ ohne Weiteres geschehen kann, liefert: 


; a 7! € 9 fy (ety 8) fy (ty 0”) dee 
(27) U = — 5— Zrén COS (ng) | Tania)’ + (K, @)* 
0 
Fiir 2 = 0 ist dieser Ausdruck nicht mehr convergent, wohl aber’ fiir 


positive Werthe von z, und zwar wiichst seine Convergenz sehr rasch 
mit z. Fiir negative Werthe von z bilden wir die Werthe der Func- 
tion w nach der Gleichung u (2) =u (— 2), so dass die Function u 
selbst bei 2 = 0 stetig ist, mit Ausnahme des Punktes r =r’ p=—0O. 


: F OU ne ‘ ‘ 
Da die Ableitungen — fiir ¢— 0 verschwinden (mit Ausnahme des- 
5 Oz 


selben Punktes), so sind auch die Ableitungen stetig und die Function 
hat alle verlangten Eigenschaften. 


Es giebt einen zweiten Weg, die Green’sche Function fiir das 
Aeussere eines Cylinders zu bestimmen, der dieselbe in einer ganz 
anderen Form liefert, und es ist von Interesse, die beiden Formen 
in einander iiberzufiihren. ° 

Dieset zweite Weg beruht auf folgendem Gedanken: 

Man bezeichne mit R den Abstand eines verinderlichen Punktes 
von dem Unstetigkeitspunkt, also wenn die Coordinaten des letzteren 
s=0,r=—r’, p=0 sind: 





” R=/2+e, 9=Vr+ r?— 2rr cos 
und setze: 
(29) = z — Vv ’ 


dann hat man fiir » eine Lésung der Gleichung (24) zu suchen, die 
ausserhalb des Cylinders mit ihren Ableitungen endlich und stetig ist, 


im Unendlichen verschwindet und an der Cylinderoberfliche mit _ 
iibereinstimmt. Um diese Function zu finden, hat man zi an der Cy- 


linderoberflache darzustellen durch eine gewdhnliche Fourier’sche 
Reihe, deren Coefficienten Fourier’sche Integrale sind. Es treten 
dann in den Particularlésungen, die zur Darstellung der Function v 
verwandt werden, die Bessel’schen Functionen mit rein imaginaérem 
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Argument auf, tiber welche daher zuniichst einige Siitze hier ange- 
fiihrt werden sollen. 
Diese Functionen geniigen der Differentialgleichung: 


or ay 1 dy n? 
(30) qa + eae (i t+ ay 9. 
Als particulare Lésungen dieser Gleichung, aus welchen alle an- 


deren linear zusammengesetzt werden kénnen, wollen wir folgende 
betrachten : 





+3 2n—1 . 
a” .f 9 9 
Px (*) = 7337. none’ Ue 
. =e 
(31) ; 
nm : oe 2n = 
OMT enor Ta 
as 7 
+1 a 
. ¢ "as 
Po (x) bade V1 Pe 
(32) = 
, °e * dé 
’ wv) = : ° 
W ( } ‘/ Ve wae 
I 


Die Functionen g, bleiben endlich fiir endliche Werthe von « 
und werden unendlich fiir unendlich grosse Werthe von «; die Fune- 
tionen y, verschwinden fiir unendlich grosse Werthe von x und werden 
unendlich fiir « = 0. 

Aus den Ausdriicken (31) (32) ergeben sich leicht durch partielle 
Integration die Relationen: 


P a” @, (x) 
Pu (2) = (22 — Po 
(33) eal 
. P a” wy (x 
Wn (@) = (— 2a)" » ©, 
(d x) 


ferner folgt durch dieselbe Schlussweise, durch die oben die Gleichung 
(11) gefunden wurde: 


(34) Gn (2) Vn (2) — Vr (2) Gn (x) = *- 


Ist nun @ = Vr? + +? — 2rr’ cos@, so liisst sich die Function 
¥ (@) in eine Reihe entwickeln, die nach cos (n@) fortschreitet, genau 
in derselben Weise wie von Herrn C. Neumann die von ihm mit 
J und Y bezeichneten Functionen fiir dasselbe Argument ent- 
wickelt worden sind*). Man erhiilt durch ganz analoge Betrachtungen: 


*) Theorie der Bessel’schen Functionen. 
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(35) Ys (Q)—= FZ e005 (ng) Mm (me) (<r) 
~ ‘= &, 008 (ng) pr (r) de (r) = (> 7’). 


Ferner geht das bestimmte Integral: 


2 


J 00s (az) wy (ae) da 


0 


durch Substitution von (32) und Umkehrung der Integrations- 
folge iiber in folgendes: 


/ dé / R 
Ve—i.} (az) e— “eS da. 
* % 


Fiihrt man diese Integrationen aus, so erhilt man: 


x 


' 7 1 n 
(36) J cos (@2) Y (ae) da = 2 Vere = n° 
0 
Mit Benutzung von (35) ergiebt sich hieraus endlich: 
z eis 5 2 mn om (ng) { cos (@2) Qn (ar) (ar)da (r<r) 
(37) 0 
1 2 


a 
rz D . 
= » &, COs (no) | cos (@2) @r(ar)v,(ar)da (r>r). 
xn=0 
0 

Diese -Entwickelung der reciproken Entfernung zweier Punkte 
kann nun zur Lésung unseres Problems angewandt werden. 

Es ist niimlich ein particulares Integral der Gleichung (24): 


cos (ng) cos (az) w, (ar) 


und man wird daher v, welches fiir unendliche Werthe von 7 ver- 
schwinden muss, in der Form annehmen kénnen: 


D 
9g 2=@ r 
v= ai Z & cos (np) J cos (a2) w, (ar) D, (a) da, 
n—0 e 
v0 


wenn die Functionen ®, (a) dadurch bestimmt werden, dass fiir r= 1 


v mit i iibereinstimmen soll. 
Die Vergleichung mit der ersten Entwickelung (37) ergiebt aber 
sofort: 
Pn () ‘ 
= Oy On (ar 
on (0) = FE He (ar") 


und demnach wird: 
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(38) °= =" ‘Dt cos NP foo (az) © . 2 : Wn (@P) Un (ar) da. 
0 
Setzt man in u = —_ v die Entwickelungen (37), (38) ein und 


schreibt zur Abkiirzung: 


An (@, 7) = Un (@) Pa (@7) — Pn (@) Yn (ar), 


so ergiebt sich schliesslich: 


gr =@ i? wp, (ar) 2, (cr) dee 
din ~ > zZ n n ~ f 
u a=. En COS N | cos (@ 2) %, (a) (r<r) 
(39) 
2"=e Ww, (ar) a, (cr )doe bs 
em 5 = oe cosmo fs (az) ®, (a) o> #}. 


Um nun die Ausdriicke (39) direct in die Form (27) tiberzufiihren, 
stellen wir uns die Aufgabe, die Function 


a iy l 
(40) F(zr)= | cos (az) ** wok as (r<r) 
¥ n 
To W, (ar) 4, (a, 2”) dee : r 
aa cos (a2) iw (r>r) 


0 


darzustellen durch ein Integral von der Form: 
(40) J fu (0) ¥ (6,2) bt 


durch passende Bestimmung der Function ¥. Diese Ractiteiten der 
Function ¥ ergiebt sich aus (22): 


(42) ¥ (2) = (CAE <0), | F (¢, 1) fx (&") rar. 


Beachtet man nun, dass sowohl 4, (a,7) als ~, (ar) der Differential- 
gleichung geniigt: 


2 
gem (@ +89, 
dagegen f, (§, r) der Differentialgleichung: 
dr dy 
ar 


_ —(8— S)ry, 


so erhalt man die unbestimmten Integrale: 





na = rh 


ra 
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(a? B) [2 (a, r) fn (8, r) 9 dr=r(fi(&7) = ae An (@ nif 7) 
5 dy, (ar d 7 
und +8) fv (ar) fn (§, 7) rdr—r(t, (6,1) va " — Un (ar) 1 "). 


Setzt man also in (42) fiir F’(&,r) die Ausdriicke (40), kehrt die In- 
tegrationsfolge um und benutzt (43), so folgt: 


Fer) fal&nrdr = fo Ce Say (ar’) rfl tne — aa (ar) coal 
; ’ , (6+ a) w,, («) 


1 





r d i 
+ dn (a r)[r (fm: r) a ee 1 ee") | 
. Setzt man die Ganzen ein, beriicksichtigt die Bedeutung von 4, (a, 7), 
benutzt die Relation (34) und ein sehr bekanntes, bestimmtes Integral, 
so folgt: . 
ren, 


JFe r) fa (Er) rdr = xfs (8, 1’) fe Ode Fe hf, 1). 


) Mit Riicksicht auf diese waited Formel ergiebt sich sonach aus 
(39), (40), (41), (42): 
) "Sc cosng [aerial re as 
u ee of (J, ®)? + (K, ®) ’ 
0 
eine Formel, die mit (27) itbereinstimmt, wenn dort ¢c = — 22 


gesetzt wird. 


- 


Ziirich, im October 1872. 
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tial- 


" Mathematische Annalen. VI. 11 














Die Lie’sche Integrationsmethode 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Von A. Mayer in Lerpzie. 


Die hauptsiichlichsten Resultate des nachfolgenden Aufsatzes sind 
bereits verdffentlicht worden in den Gdéttinger Nachrichteu vom 9. Oc- 
tober 1872. Derselbe bezweckt eine rein analytische Ableitung der 
neuen Integrationsmethode der partiellen Diflerentialgleichungen erster 
Ordnung, auf deren Existenz Herr Lie durch geometrische Betrach- 
tungen, angestellt an, Riiumen von » Dimensionen, gefiihrt worden 
ist*). Diese Methode, welche die zur Ermittelung der vollstiindigen 
Lésung einer gegebenen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
erforderlichen Integrationen genau um dieselbe Anzahl verringert, wie 
dasjenige Verfahren, welches ich in diesen Annalen Bd. V p. 466 
auseinandergesetzt habe, ist in der That eine neue Integrationsmethode. 
Denn wiihrend alle Fortschritte, die bisher in der Integration der par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung gemacht wurden, im 
Grunde immer nur auf Vereinfachungen der Jacobi’schen neuen Me- 
thode hinauslaufen, benutzt die Lie’sche Methode von dieser gewisser- 
massen nur den allerersten Gedanken, ohne aber irgendwie der 
weiteren Details zu bediirfen. Es erschien daher wiinschenswerth, 
dieselbe auch ganz unabhiingig von jener darzustellen, und dies ist 
der Grund, weshalb man im Folgenden unter etwas veriinderter Form 
auch manches Bekannte wiederfinden wird. 


os 
Angabe des Problems und Specialisirung desselben. 


Das allgemeinste Problem, das in Bezug auf partielle Differential- 
gleichungen erster Ordnung gestellt werden kann, so lange man sich 
auf eine einzige unbekannte Function beschrinkt, ist folgendes: 


*) Vgl. die der Akademie zu Christiania am 10. Mai 1872 vorgelegte Note: 
»Neue Integrationsmethode partieller Gleichungen erster Ordnung zwischen n Va- 
riabeln,“ sowie die Mittheilung: ,,Ueber eine neue Integrationsmethode partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung,“ Gittinger Nachrichten 1872, Nr. 19. 
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Man soll eine Function V der » unabhiingigen Variabeln 4q,, q., ... Gn 
finden, die definirt ist durch a gegebene, von einander unabhiingige 
Gléichungen zwischen diesen Variabeln und den partiellen Differential- 
quotienten : 

av av aVv 


> = On’ P2™ 5q,2°°° Pe 5g 
Wenn niimlich in den gegebenen partiellen Differentialgleichungen 
die unbekannte Function V selbst vorkiime, so brauchte man nur an 
Stelle von V eine neue unbekannte Function W von V, q,, q,--+4n 
in der Art einzufiihren, dass man sich V durch die Gleichung 
W = const. 


bestimmt denkt, um hierdurch sofort die gegebenen Gleichungen zu 


-verwandeln in solche, die zwar eine unabhiingige Variable (V) mehr 


besitzen, dafiir aber von der neuen unbekannten Function W nur die 
partiellen Differentialquotienten enthalten. Wir brauchen daher immer 
nur partielle Differentialgleichungen von der oben genannten Form 
zu betrachten, und wenn im Folgenden von partiellen Differential- 
gleichungen mit einer bestimmten Anzahl unabhiingiger Variabeln die 
Rede sein wird, so werden darunter immer nur solche verstanden, in 
denen die unbekannte Function selbst nicht vorkommt. 

Jenes allgemeinste Problem lisst sich nun aber, unbeschadet der 
Allgemeinheit, seinerseits wieder weiter specialisiren und auf eine be- 
stimmte, einfachere Form zuriickfiihren, wenn man von. vornherein die 
Fiille ausscheidet, in welchen eine Lésung nicht existiren kann, 

In der That, zuniichst ist klar, dass, wenn es tiberhaupt, ohne 
die Unabhiingigkeit der Variabeln q aufzuheben, méglich sein soll, den 
gegebenen Gleichungen durch eine und dieselbe Function V Geniige 
za leisten, sich aus diesen Gleichungen die Differentialquotienten 
P;, Po)-+-pn nicht simmtlich dirfen eliminiren lassen. Es muss folg- 
lich die Anzahl w der Gleichungen <™ sein und es miissen sich aus 
ihnen w von den Gréssen p bestimmen lassen durch die tibrigen und 
durch die q. 

Simultane partielle Differentialgleichungen der ersten Ordnung, 
die eine gemeinsame Lisung V zulassen, miissen sich demnach immer 
auf die Form bringen lassen: 

(1) DP, =F, py = Fy, -- +, Pus Fu 
wo F,, F,,...F, Funetionen von q,,.~- Qn) Pu+iy++ + Pn, aber frei 
von p,,--+ Py sind. 

Betrachten wir ferner irgend zwei partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung: 

F (q,) «++ ny Pry +++ Pn) =O 
® (G1, +++ Uns Pry - ++ Pn) =O. 
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Jede Lésung V der ersten Gleichung muss zugleich den Gleichungen 
geniigen: 
or ‘Ss OF OP, 


: = —- =O 
Od k=1 OP, ON 


? 
die aus der ersten Gleichung durch Differentiation nach den Variabeln 
qs entstehen. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich aber durch Multi- 
plication mit é? und Summation 

op 


h 
AS OF 0@ , *5**S* 00 OF OM _ 
h=1 6%, OP, © 51 b= 1 OP, OPROD, 
Ist daher die betrachtete Lisung V der ersten Gleichung gleichzeitig 
eine Lésung der zweiten, so muss sie auch derjenigen Gleichung ge- 
niigen, die aus der vorhergehenden durch Vertauschung von F' und ® 
entspringt. Diese Gleichung aber stellt sich, wenn man zugleich in 
der Doppelsumme die beiden Indices h und i vertauscht, also dar: 
‘Si 00 oF EET AF 00 Omg. 
h=19% OP, © pa1k=1 OPE OP, “ON 
Indem man nun beide Gleichungen von einander abzieht und die Be- 
dingungen: 
OP, OP, 


Od’ 0% 


beriicksichtigt, sieht man, dass die beiden Gleichungen F' = ( und 
®=0 keine gemeinsame Lésung besitzen kénnen, fiir die nicht 
gleichzeitig auch 

(F, >) =0 


wiirde. Unter dem Zeichen (F’, ®) verstehe ich immer den Ausdruck: 


(F, 0) = ‘S Gz a> ~=—aF a0. 


na \OD OP, = OP, 4, 





Sollen daher die uw partiellen Differentialgleichungen (1) eine gemein- 
same Lésung zulassen, so muss diese auch eine Lisung aller der 


Gleichungen : 
(2) (F; — pi, Fi — m) = 0 
sein, in denen i und & irgend zwei der Zahlen 1, 2, ..w sind. 


Fiihren diese letzteren Gleichungen, aus denen sich p,, p,,.. . Pu 
ganz wegheben, durch Elimination von p,4+1,...- Pn auf eine nicht 
identische Relation zwischen den unabbingigen Variabeln gq allein, 
so ist man folglich sicher, dass fiir die Gleichungen (1) eine gemein- 
same Lésung nicht existirt. Ist dies nicht der Fall, so miissen sich 
aus den Gleichungen (2), falls dieselben nicht siimmtlich identisch 
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sind, immer noch eine oder mehrere der Gréssen p,+1, .-- Pn be- 
stimmen lassen durch die iibrigen und die g, und das System (1) wird 
dann durch Substitution dieser Werthe zuriickgefiihrt auf eins von 
der Form: . 

Pi = %, Py =O, .-- Pu = OM 

Putt = Pussy» + Puta Pu+a, 


in welchem ®,, 9,,...%,4, jetzt nur noch Functionen von 4q,, 
doy+++Yny Puth+i,> +++ Pn Sind. Indem sich nun aber an diesem System 
dieselben Betrachtungen wiederholen, erhellt, dass, wenn mehrere par- 
tielle Differentialgleichungen erster Ordnung mit derselben unbekannten 
Function V und denselben unabhingigen Variabeln g,, q.,.-- Qn eine 
gemeinsame Lésung besitzen sollen, diese Gleichungen sich noth- 
wendig immer auf die Form bringen lassen miissen: 


(3) — p=, pp = Fy... Pn = Fa-1, 


worn m—1<n und F,, F,,...Fy-1 frei von p,,..-Pm—1 und 
solehe Functionen von g,, 9, +--+ Qn) Pm) +++ Pn Sind, zwischen denen 


die ev e-*) Relationen : 


(4) (Fi — pi, Fe — tr) = 9 
identisch stattfinden. 

Wir werden uns daher im Folgenden auch nur mit simultanen 
partiellen Differentialgleichungen von dieser Form und Beschaffenheit 
zu beschiftigen brauchen. 


§ 2. 
Jacobi’sche Systeme. 


Wenn ein System Gleichungen zwischen q,,..- ny Py) +++ Dny 
unabhingig von einander beziiglich der p, die Higenschaft besitzt, 
dass allen seinen Gleichungen geniigt werden kann durch eine solche 
Function V von q,,..-@» und von willkiirlichen Constanten, die 
keinen anderen von diesen willkiirlichen Constanten freien partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen denselben Variabeln 
Geniige leistet, ausser solechen, die eine blosse algebraische Folge der 
Gleichungen des Systems sind, so will ich das System ein Jacobi’sches 
System und jede Functien V von der angegebenen Beschaffenheit eine 
vollstindige Lisung desselben, oder eine gemeinsame vollstindige Lisung 
seiner Gleichungen nennen. Man sieht unmittelbar, dass fiir ein 
Jacobi’sches System von m— 1 Gleichungen jede vollstindige 
Lisung n — m + 1 willkiirliche Constanten enthalten muss ausser einer 
bloss additiven. Von der letztern werde ich im Folgenden immer 
absehen. 
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Beschriinken wir uns im Besonderen auf ein System von der 
Form (3), so kénnen wir diese Definition auch so fassen: 

Wenn die m — 1 partiellen Differentialgleichungen (2) eine ge- 
meinsame Lisung V zulassen, die » — m + 1 willkiirliche Constante in 
der Art enthiilt, dass die partiellen Differentialquotienten von V nach 
dm) +++, wnabhingige Functionen dieser Constanten sind, so bilden 
diese Gleichungen ein Jacobi’sches System, von dem jede solche 
gemeinsame Lisung eine vollstiindige Lésung ist. Man sieht zugleich, 
dass die vollstindige Lésung eines Jacobi’schen Systems von der 
Formel (3) gleichzeitig auch *von jeder einzelnen Gleichung des 
Systems eine vollstiindige Lisung ist. Durch eine gegebene voll- 
stiindige Lésung ist das zugehérige Jacobi’sche System vollstiindig 
bestimmt und wir werden daher dasselbe vollstiindig integrirt haben, 
sobald es gelungen ist, eine vollstiindige Loésung desselben zu finden. 

Aus der ersten Definition eines Jacobi’schen Systems und dem 
Umstande, dass die Bedingungen (4) p,, ...m—1: gar nicht enthalter, 
ergiebt sich unmittelbar, dass, wenn die Gleichungen (3) ein Jaco- 
bi’sches System bilden sollen, nothwendig die Functionen F,, F,,...F'm—1 
den Gleichungen (4) identisch geniigen miissen. Bei der Frage nach der 
Integration eines Jacobi’schen Systemes von der Form (3) werden 
wir daher von der Voraussetzung der Identitiiten (4) ausgehen kénnen. 
Die Mittel, diese Integration zu bewirken, bieten die heiden Siitze, die 
ich im folgenden § voranschicke. Diese Siitze werden dort unmittelbar 
in der besonderen Form ausgesprochen, die fiir die spiiteren An- 
wendungen die bequemste ist; ich bemerke aber, dass dieselben im 
Grunde nur specielle, dem hier verfolgten Zweck angepasste Fassungen 
sind zweier Siitze (1) und (4) aus der, in den Giéttinger Nachrichten, 
1872, Nr. 21 verdffentlichten Mittheilung ,,Zur Theorie der voll- 
stiindigen Liésungen und der Transformation der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung“. Die unten folgenden Beweise geben 
gleichzeitig ein so deutliches Beispiel der Betrachtungen, die mich 
iiberhaupt zu den Siitzen dieser Note gefiihrt haben, dass eine be- 
sondere Begriindung derselben wohl iiberfliissig sein diirfte. 


§ 3. 
Ueber die Ableitung bestimmter vollstindiger Lisungen einer partiellen 


Differentialgleichung erster Ordnung und die Transformation eines 
Jacobi’schen Systems. 


Sate I. Es sei: 
a SE eo eer 
irgend eine in Bezug auf qn, . ~~ dm vollstiindige Lisung der partiellen 
Differentialgleichung : 
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ov av av 

(1) aq, (dis des «= Yn a we 

in der d,-++ Gm—1 nur wie Constanten auftreten, und a, irgend eine 
(von b»,... 6, unabhiingige) Constante von der Beschaffenheit, dass 
die partiellen Differentialquotienten von w nach qm,.-+ Gn auch nach 
der Substitution q, = a, noch unabhiingige Functionen der Integrations- 
constanten by, .. +b» bleiben. Wahlt man dann willkiirlich eime (von 
Gi Umy+++ ny Vny +++ Oy freie) Function: 


Pa = @ (4, Guy +> Buy Cmy >>> Cn)s 
deren partielle Differentialquotienten nach a,,, ... Gn, unabhiingige Funce- 
tionen VON Cy, .+ +n Sind, und bezeichnet mit wa, den Werth, den die 
Function w durch die Substitutionen: 

q = a» Am a An) eee Qn = Ay 
annimmt, so bestimmen die 2 (n — m+ 1) Gleichungen: 

OW, ow (3) OW, aes OPa 


~ == - a a 
0a, 0a), 


(2) 0b, dd, 
stets die 2 (n — m+ 1) Grissen 


Geiss ee iow 
als Functionen von 
Gir Toy ++ Uny Oma +++ En 
und man erhidlt durch Substitution ihrer Werthe in 


(4) V=Y—at Ga 

eine neue, in Bezug auf du, +--+ Qn vollstiindige Lisung der Gleichung 
(1). Diese neue Lisung, deren willkiirliche Constanten ¢,,,.. +n sind, 
erhdlt fiir q, = a, den gegebenen Werth: 


V axe @ (@,, Amy >> + Gay Omy s+ Gn) 


Beweis. Beziiglich der in diesem Satze gebrauchten Ausdrucks- 
weise bemerke ich zuniichst, dass ich unter einer in Bezug auf g,,, -- - dn 
vollstindigen Liésung der Gleichung (1) .eine solche Lésung verstehe, 
die » — m+ 1 willkiirliche Constanten enthilt und deren partielle 
Differentialquotienten nach qm, ...@, unabhiingige Functionen dieser 
Constanten sind. Fehlt in der Function F’, keiner der Differential- 
quotienten ~, tee ne , so erfiillt bekanntlich jede vollstiindige 
n 


m ; 
Lisung der Gleichung (1) diese Forderung. Wenn dagegen I’, etwa 
= 4 yee ed gar nicht enthalt — und solche Fille diirfen nicht 
Om 04m +i 

iibersehen werden, wenn man, wie im Folgenden, die Gleichung (1) 
nicht an sich, sondern im Zusammenhange mit anderen ‘partiellen 
Differentialgleichungen betrachtet —, so sind, da alsdann in der Glei- 
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chung (1) auch gm,--- m+: die Rolle von Constanten spielen, die 
vollstindigen Lésungen dieser Gleichung zuniichst nur von der Form: 


V = 4 (Gir Go» + = - nr Om+i4i,-- + bm) + Const. 


Da man aber dann die additive Const. einer beliebigen Function yon 
Qm; +++ Qm+i gleich setzen darf, so erhellt sofort, dass man in diesem 
Falle nur etwa: 


y= vA + bn Qn + -2?9 Om+iGm+i 


zu nehmen braucht, um der an die Lésung y gestellten Forderung 
gerecht zu werden. 

Was nun den Beweis selbst anbetrifft, so sieht man zuniichst, 
dass den Gleichungen (2), aus denen sich bei den gemachten Voraus- 
setzungen @,,...@, nicht eliminiren lassen*), fiir g, =a, geniigt 
wird durch 

» Gn = Gm; - + - On = In 


und dass, wenn man diese Substitutionen in den Gleichungen (3) 
macht, diese nun ihrerseits b,,,...0, bestimmen durch ¢,,,... Qn, 
Cm,+++¢, und zwar als unabhiingige Functionen von ¢,,...¢,, da 
die Gleichungen (3) umgekehrt auch nach den letzteren Gréssen auf- 
lésbar sind. 

Die Gleichungen (2) und (3), indem sie somit fiir den speciellen 
Werth a, von q, simmtliche Unbekannte a,,,...@,, Dn, ... 0, voll- 
stiindig und als unabhiingige Functionen von qm, ~~~. Gny Cmy+++Cn Ae- 
finiren, miissen diese Eigenschaft umsomehr bei unbestimmten q, 
besitzen. , 

Substituirt man nun die aus (2) und (3) folgenden Werthe von 
Gm,-+++@ny bm,..-ba in die Gleichung (4), so liefert diese V als 
Function von q,,%>,-+ +n) m-++€n» Durch partielle Differentiation 
dieser Function nach irgend einer der unabhiingigen Variabeln g; der 
Gleichung (1) erhalt man: 


0G O49; 5 nd (er, 26, ) 04; i tae) eq; {” 


oder in Folge der Identitiiten (2) und (3) einfach: 


OV __ ov, 
: 04; 04; 
sig ; . 
*) Denn so oft Ve tee wi unabhiingige Functionen von b,,,..., sind, 
e 


m n 
sind bekanntlich immer auch umgekehrt Va yore o¥a unabhiingige Functionen 
0b, ob, 
von @,,,...4 


n° 
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Wenn man daher Cm, +++ n als willkiirliche. Constanten betrachtet, so 
ist diese Function V wiederum eine Liésung der Gleichung (1). Man 
erkennt iiberdies aus dem Vorhergehenden, dass die Werthe von 
Gm,+++@, die man durch Auflésung der Gleichungen (2) und (3) 
nach den a, und 0, erhilt, fiir g,; =a, sich resp. auf gn,... Qn re- 
duciren miissen. Nach (4) nimmt daher diese neue Lésung V fir 
q, =a, den gegebenen Werth an: 































V=@ (@,, Gm +++ Guy Cmy +++ €n)y 


woraus nach der iiber gm gemachten Voraussetzung zugleich erhellt, 
dass auch die partiellen Differentialquotienten dieser neuen Lésung 
nach gm,... 4» unabhiingige Functionen der willkiirlichen Constanten 
Ging + 0's Ce: Cee. 
Sate II. Es sei: 
P = (41> Moy - ++ Any Emp ++ En) 
eine willkiirlich gewthlte Function, deren partielle Differentialquotienten 
nach €m,...€, wnabhiingige Functionen von qm,... Gn sind, so dass 
die n — m + 1 Substitutionen: 
a9, 9. 
0c, 0c, 
dien —m-+- 1 Unbekannten qu, ... qn als Functionen von 
ow ow 
Gir +++ Gm—1 Cmy +++ Cay Fea" * Fe 


vollstiindig definiren, wnd es werde durch diese Substitutionen allgemein: 


- 009 _o- PS 
e4; F; (a: Gor+++ ns Od,’ 3) 


ay 3 
=. (4 eer ae ee ov ee 
fi q " gg OC ’ - 0c, 


Wenn dann die m —1 partiellen Differentialgleichungen: 


(1) C40; = F; (a1, Way +++ ny eq,’ tee Ba, ‘ 


in denen i=1,2,...m—1 ist, ein Jacobi’sches System bilden, so 
gilt dasselbe auch von den m— 1 Gleichungen: 


ow ow ow 
(2) i, (a, v2 + Qm—1y Cmy +++ Cn Fe 9" °° e,)? 


und umgekehrt, und beide Systeme lassen sich gegenseitig in folgender 
Art aufeinander zuriickfiihren: 
Aus einer vollstiindigen Lisung 


V == 0 (q,, Gey - +> Guy Guys 


On) 
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des Systems (1) erhdlt man eine volistiindige Lisung W ies Systems 
(2) durch die Formel: 
(3). W=0—0+ 9, 


wenn man in dieser qu, --+n, sowie die Integrationsconstanten 
Om, .. + Oy mittelst der 2 (n — m+ 1) Gleichungen: 
20 98, 


ee. 6: = 06 dd 
(4) da, da,’ - (9) Ou — Ou 


durch q,,- ~~ Qm—1) €my+++€n und die willkiirlichen Constanten ay, .. . An 
ausdriickt. ; 
Umgekehrt geht aus einer beliebigen vollstindigen Lisung 

rem Oley . Gets Cas. - tay Mas sss AD) 
des Systems (2) eine vollstiindige Lisung V des Systems (1) dadurch 
vorher, dass man den Ausdruck 
(6) : V=% — 4 +9 
mit Hiilfe der 2 (n — m+ 1) Gleichungen 

ot “) a 

(7) ot le a ot _. CP 


Ope 98, ? OG = 0% 
als Function von q,,4%,---Gn wnd von den willkiirlichen Constanten 
Ay, ...@, darstellt. Hierbei entsteht 0, aus 0, und B aus & durch 
die Substitutionen: 
Gy M0 + 6 © © GIm—1 = An-1, Un = Gn, ++ + In = An 

und DV A By 2 © Gm —1 = Am—1» Cm = Any + + + On = an 
und a, A,,-..Gn—1 sind Constanten (d. h. von den Argumenten der 
Functionen @ und 0, resp. @ unabhiingige Groéssen), die willkiirliche 
Werthe erhalten kinnen, mit der Beschriinkung jedoch, dass auch fiir 


DQ) = Gy Wo FS Aq) - + + Un—1 = An-1 


die Ausdriicke 


ee 8 6 

ee ; i 00 und a ’ eo. op 

O%m Og, OCn, oc, 

0a oe 0p ep 
resp. » - Pe i Saeed 
> OC,’ 0c, nae 04m’ O4n 


noch unabhiingige Functionen bleiben miissen von 
Ga, ss OE G,.s  & 


resp. Bass. +B, wad Oa, ... 

Beweis. Ganz analog wie im vorigen Satze kommt es auch hier 
wieder zuerst darauf an, sich zu iiberzeugen, dass unter den gemachten 
Voraussetzungen die Gleichungen (4) und (5) siimmtliche 2 (x — m-+ 1) 
Unbekannte q,,,..+Qny @m,--+~ @, Vollstindig und auf bestimmte end- 
liche Weise definiren als Functionen von 
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ee ee eee ee 
Die Gleichungen (4) nun sind unabhiingig von einander in Bezug auf 
dmy+++Qa- Dies gilt auch dann noch, wenn mar 


j G1 = 41) Vx = Aqy + + + Um—1 = Gn-1 
setzt. Giebt man aber in den Gleichungen (4) den Variabeln q,, 
Yo) +++An—1 diese Werthe, so werden diese Gleichungen erfiillt durch 


Im = Amy +--+ In = Any 


und wenn man hiernach in den Gleichungen (5) allgemein q, = a, 
setzt, so bestimmen diese in Bezug auf «@,,,...a, unabhiingigen 
Gleichungen nun ihrerseits die letzteren Gréssen als Functionen von 
On, +++@ny Cmy+++Cn und zwar als unabhingige Funttionen von 
—r = 

Fiir die besonderen Werthe a,, ... @,—1 der Gréssen q,,~- + ~ Yn—1 
definiren also die Gleichungen (4) ‘und (5) siimmtliche Unbekannte 
volistiindig und als unabhiingige Functionen von @,,,..-@n, Gm) +++ Cn: 
Sie miissen daher dieselbe Eigenschaft umsomehr bei unbestimmten 
G19 +++ m—1 behalten. 

Setzt man nun die aus (4) und (5) folgenden Werthe dieser Un- 
bekannten in die Formel (3) ein, so erhiilt man aus dieser W als 
Function von g;,.~ + Gm—1) my +++ €ny Gmy +++ @, und durch partielle 
Differentiation von W nach c, und q;: 


aW _ a@ 3 08, 00 a Op _ 80\ &% 
ty eae (aay, da, } Oc, ON 04%.) 0%)’ 


OW p C k=" vr 00, 9 On, ) @\ 0% 
oF ow 88 ee BI ew BIS a See 
0 vA 04; 0 qi; k=™m é bad 3 On, é 4; Ou OU” 04; 
Wegen der Identitiiten (4) und (5) reduciren sich diese Formeln 
aber auf 





6W _ oy 
0c, = Oey 
OW __ dp 08 
0q; ~ 24; 04; 


Nun ist nach Voraussetzung identisch: . 
a) 00 00 
04; ei Fi (dis de «++ dn da,” Ki ia)? 
also nach Substitution der aus (4) und (5) folgenden Werthe von 


Um, +++ JUny mys 2. An 


- yee Og Oy 
oq, 7 (a, dor +++ ny 04,” in) 


Die Function W geniigt daher identisch den Gleichungen: 
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ow dm 
(8) Oe a 0c, 


" ow 
(9) cw oe 


7 C a 
04; to, (dis des = ++ dns ae e). 


ye | 
in denen rechter Hand fiir q,,,...q, die Werthe zu setzen sind, die 
sich durch Auflésung der Gleichungen (4) und (5) nach qm, ...- Qn, 
Gm, +++ &, ergeben. 
Aber die » — m + 1 Gleichungen (8) bestimmen _ihrerseits 
my ++ +n Aurch 
ow ow 
Vi> eee Qm--15 Cm y+ ++ Cny 0¢, eS dc, 7 
Wenn daher durch diese Gleichungen identisch wird: 
ih 0 a 
(10) .-* (4, Gey +++ ny 5g >* ' aa.) 
ow ow 
= Q; (a, ome enti tae >< « Mie 36? tee a) 
so geniigt die Function W identisch den m—1 Gleichungen (2). 
Sie erhilt iiberdies fiir g, = a,, dg = 4, ~~~ Yn—1 = Gm—1 nach (3) 
den Werth: 


W on OG, Ga, = - - Gay Gn; - - + Ce); 


woraus hervorgeht, dass W eine vollstindige Lisung des Systems (2) 
und dieses demnach wiederum ein Jacobi’sches System ist. 

Hiermit ist der erste Theil des Satzes bewiesen. 

Indem man die erhaltenen Resultate nun umgekehrt auf eine be- 
liebige vollstindige Lésung 


W = 8 (Gq), ++ + Gm—1y Cm; +++ €ny Buy - ++ Bn) 


des Jacobi’schen Systems (2) anwendet, ergiebt sich, dass diejenige 
Function V von q,, G2)-++Qmy 4m,+-+@n, die man aus der Formel 
(6) erhalt, wenn man darin fiir ¢,, ..-¢n, Bm,-.. 68» ihre Werthe 
aus den Gleichungen (7) einsetzt, eine vollstiindige Lésung des Systems 
partieller Differentialgleichungen ist, das aus den m — 1 Gleichungen: 


ov ep . og Cm 
Bq; — Bay — P% (Mir- + ants Oy +++ Ons 59-9 °° Ge.) 
durch die Substitutionen: 
dp _0V 
Ou CU 


hervorgeht. Da aber nach (8) und (10) identisch 
‘ . . 
a4, (Mi + «+ JUm—-1) my +++ Cny —_, ++ BE) 


@ ‘@ 
=F. (du dares des ioe) 


0% 
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ist, so sieht man, dass dieses System nichts anderes ist als das ur- 
spriingliche (1) und dass somit umgekehrt auch die Gleichungen (1) 
ein Jacobi’sches System bilden, so oft dasselbe von den Gleichungen 
(2) gilt. 


§ 4. 


Zurickfihrung eines Jacobi’schen Systems von zwei Gleichungen auf 
zwei partielle Differentialgleichungen, die jede fiir sich zu integriren sind. 


Man kann mit Hiilfe der beiden vorhergehenden Siitze direct fiir 
ein Jacobi’sches System von beliebig vielen partiellen Differential- 
gleichungen die Lie’sche Integrationsmethode “entwickeln. Ja, wenn 
es nicht wiinschenswerth erschiene, sich Schritt fiir Schritt von den 
Operationen Rechenschaft zu geben, die man unternimmt, mit andern 
Worten, wenn es sich nicht sowohl um eine Ableitung als vielmehr 
nur um eine nachtriigliche Verification der Lie’schen Methode han- 
delte, so wiirde hierzu schon der erste Satz des vorigen § ausreichen, 
verbunden mit der selbstverstiindlichen Bemerkung, die tibrigens im 
Grunde auch im Folgenden zur Abkiirzung der Rechnung benutzt 
wird, dass, sobald man im Satze If eine Function » finden kann, 
fiir welche die Ausdriicke 9,, 9,,...®,—; nachweislich simmtlich 
den Werth Null erhalten, das gegebene System (1) ein Jacobi’sches 
und V = @ eine yollstiindige Lésung desselben ist. 

Die ganze Darstellung wird aber, wie ich glaube, an Klarheit 
und Uebersichlichkeitt bedeutend gewinnen, wenn wir uns fiirs Erste 
beschriinken auf Jacobi'sche Systeme, die pur aus zwei Gleichungen 
bestehen. -Dieser besondere Fall verdient schon deshalb eine ein- 
gehendere Behandlung, weil derselbe bei der wichtigsten Aufgabe, bei 
der Integration einer einzelnen, beliebig gegebenen partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung allein in Betracht kommt. Durch 
directe Anwendung der fiir diesen Specialfall gewonnenen Endresultate 
auf den allgemeinen Fall eines Jacobi’schen Systems von m — 1 Glei- 
chungen werden wir dann leicht zum allgemeinen Ausdruck der Lie’- 
schen Methode gelangen. 

Betrachten wir jetzt also irgend zwei Gleichungen: 


(1) a = Fy (Gis day + + + ny Day = + Pr) 
Po= FP, (Qi, Gay +++ Uny Pzr +++ Dn)» 
die ein Jacobi’sches System bilden. 
Ks sei: 
V=P (Gy Gey ++ Any Cy, + + + Cn) 


eine beliebige, in Bezug auf q,,... qd, vollstindige Lésung der 
Gleichung: 
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(2) Pp, = F,. 
Die Function f erfiillt dann die Forderung, die fiir m —3 unser Satz 
II an die Function » stellt. Wir kénnen daher in diesem Satze gm = f 
nehmen. Da aber hierdurch: 

7) 0 0 

3a, Me a F, (a, da>+++n a,” ome 7) = () 
wird, so sehen wir, dass nach Auffindung einer vollstiindigen Lésung 
f der Gleichung (2) das Jacobi’sche System (1) sich zuriickfiihren 
lisst auf das folgende: 








aw, aw _ 
(3) ° On b ged 0, 0% so ®, ? 
worin ®, diejenige Function von 
ow ow 
W1> Tor Oy +++ Ons de,” Oe, 
bezeichnet, die aus der Formel 
— ee of _.. of 
(4) %. = 54, F, (a, Goo +++ Inyq>° 
durch die » — 2 Substitutionen hervorgeht: 
of _ aw 
(5) dc, = 0,” 


und dass umgekehrt die Gleichungen (1) ein Jacobi’sches System 
bilden, sobald dasselbe von den Gleichungen (3) gilt. 

Die Form der Gleichungen (3) zeigt aber unmittelbar, dass die- 
selben dann und nur dann ein Jacobi’sches System bilden, wenn ®, 
frei von q, ist. 

Soll demnach die Bedingung 


(6) (Fi — Pi» F, — p,.) =09, 
die nach dem Friiheren nothwendig ist, wenn die Gleichungen (1) ein 
Jacobi’sches System bilden sollen, hierfiir auch hinreichend sein, so 
muss sich zeigen lassen, dass unter Voraussetzung der Identitiit (6) 
der Ausdruck ®, unabhingig von q, wird. 

Dies ist nun in der That auch der Fall. Die Identitiit (6) lehrt 
naimlich, dass 
F=F, — p, 
eine Lésung der linearen Gleichung 


oF A=n oF, oF oF, oF = 
0% * p= 2 OP, O% ON; op.) , 


oder F', — p, = const. ein Integral des Systems von 2 (m — 1) ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen ist: 
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dq, «SOF, 4% OF, 


dq mpm’? dy a 


Von diesem Systeme sind aber die 2 (nm — 1) Gleichungen; 


a Oz 
(7) Tey 82 5g. Pos 
in denen 
(8) L=f+ &% 
und y,,...-Yn neue willkiirliche Constante sind, die vollstindigen 


Integralgleichungen*). : 
Wenn man daher aus den Gl. (7) q., --- ny Poy -+-Qn aUS- 
driickt durch : 


Gis Gey OS BS 
und diese Werthe in p, — F’, substituirt, so wird dieses frei von 4, 
und eine blosse Function von ¢,,...€n, Yo,-++ Yn 

Da aber nach (8) die Gleichungen (7) sich also darstellen: 


of 
%2= 29 Oa, + ¢, = py 
“or ae a 
dq, 7"? Bq, PE? k=o=3,4,...m, 
so kann man dies auch so aussprechen, dass, wenn man fiir q,, .. . 4n 
die Werthe einsetzt, die sich aus den » — 2 Gleichungen (5) ergeben, 
hierdurch der Ausdruck (4) iibergeht in eine blosse Function von 
_ aw aw 
s Y2> Sn |: dc, ? 
die g, nicht mehr enthilt. 


*) Wenn niimlich 
V = gz (Gs) Gar -- > pr C2r--- Cy) 


eine in Bezug auf q., .. . g, vollstiindige Lisung der partiellen Differentialgleichung 


Pi = Hy (> Gor- ++ In» Por- ++ Pp) 


ist, so bilden nach dem bekannten Jaco bi’schen Satze (20. Vorlesung iiber Dy- 
namik) dis 2 (n — 1) Gleichungen 


Le es 
dc, — %h? Og, — Pa 
ein vollstiindiges System Integralgleichungen der 2 (nm — 1) gewdhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen 
a _ _ OH, 4Px _ OM, 
dy OP, "d “" °* OY 
Von der partiellen Differentialgleichnng (2) aber ist V =f + c.q, eine solche 
Lésung. 
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Nach dem Vorhergehenden hat man also den 

Satz III. Sobald die Functionen F, und F,, der Bedingung (6) 
identisch geniigen, ist das System (1) ein Jacobi’sches System und es 
liisst sich dasselbe alsdann nach Ermittelung einer vollstiindigen Lisung 
V =f der Gleichung (2) zuriickfiihren auf die partielle Differential- 
gleichung zwischen W und den unabhiingigen Variabeln q., C3, - + +n 

ow 
(9) 0% = ®,, 
in der q, gar nicht mehr vorkommt. 

Hiermit ist die Integration des Jacobi’schen Systems (1) zuriick- 
gefiihrt auf die gesonderte Integration zweier partieller Differential- 
gleichungen, von denen aber die zweite zuniichst nur nach _ voll- 
stindiger Integration der ersten aufgestellt werden kann. 

Nun sieht man aber leicht ein, dass es zur Bildung der Gleichung 
(9) oder der Function ®, gar nicht ndthig ist, die Lésung / selbst zu 
kennen, dass es vielmehr schon hinreicht, wenn man nur weiss, 
welchen Werth diese Lisung fiir einen gegebenen constanten Werth 
von g, annimmt. 

Denn wir erhalten die Function ®, aus dem Ausdrucke (4), indem 
wir darin fiir g,,...@, die Werthe substituiren, die sich aus den 
Gleichungen (5) ergeben. Da aber durch diese Substitutionen der ge- 
nannte Ausdruck frei von qg, wird, so muss es auch gestattet sein, in 
den Gleichungen (4) und (5) der Variabeln g, irgend einen solchen, 
von q3,--+@n unabhingigen Werth a, beizulegen, fiir welchen die 
Gleichungen (5) noch simmtliche Unbekannte q,,...q, bestimmen. 
Deuten wir daher durch das Zeichen [}, die Substitution q, = a, an, 
so kénnen wir die Function ®, auch definiren durch die » — 1 Glei- 


chungen: 
ae rs YP. ! 
= [FEI % ot ote [$e [EI 


of) a. 2%. 
[ée, l= Oe 


Setzen wir aber a, als unabhingig nicht bloss von q,, . . . g,, sondern 
auch von q», ¢3,.-.+¢n Voraus, so ist: 


of) _ @lfle, 7 
E : sa * und fir h>1 


OC, 
of] — @ltle, | 
EAS 0% 


(10) 





Mit dem Werthe, den die Function f fiir g, =a, erhilt, sind also 
dann zugleich auch die Werthe der Differentialquotienten 


ae 
0c,’ 0c,’ Bq’ 0g,’ Ody 
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fiir g, = a, gegeben und wir kénnen die Gleichungen (10) oder die 
Function ®, bilden, ohne die Lésung f selbst zu kennen. 
Nehmen wir z. B. an, dass fiir q, = a, 
f= 393 + 494 +++ + Cn dn 
werde, so haben wir fiir q, = a, 


eT 4g oS ee 
9a, og? Shes 


a 7 
ek REET el 


und erhalten daher aus (10) einfach: 
oW ow 
(11) G = — F, (a, Oa Fe eye tn) d. h. 


Satz IV. Sobald man diejenige Lisung der Gleichung (2) kennt, 
die sich fiir q, =a, auf 


Cn 


V = 6393 + Gy +° ++ Cnn 


reducirt, so hiingt die Integration des Jacobi’schen Systems (1) nur 
noch ab von der vollstindigen Integration der partiellen Differential- 
gleichung: 

(12) oT +2, (a, da ar?” ** Ge, 27+» + 6a) =O. 

Nun kann man aber mittelst des Satzes I. aus einer beliebigen 
volistindigen Lésung der Gleichung (2) andere Lésungen derselben 
Gleichung ableiten, die fiir g, = a, vorgeschriebene Werthe annehmen, 
wobei nur~die Constante a, so gewihlt sein muss, dass die partiellen 
Differentialquotienten der betrachteten vollstindigen Liésung nach 
43) +++ Qn auch fiir g, =a, noch unabhingige Functionen der Inte- 
grationsconstanten bleiben. Um im Besonderen die in IV. verlangte 
Lésung zu erhalten, hat man in I. nur m = 3 und 

Pa = C33 + Cyd ++ + Cn On 
zu nehmen. 

Durch Satz IV. ist demnach die vollstindige Integration des 
Jacobi’schen Systems (1) jetzt zuriickgefiihrt auf die Integration zweier 
partieller Differentialgleichungen, die unabhingig von einander auf- 
gestellt und behandelt werden kénnen. 

Man sieht aber zugleich, dass diese Zuriickfiihrung nicht bloss 
auf eine, sondern auf unendlich viele Arten bewirkt werden kann. 
Denn, abgesehen von blossen Rechnungsschwierigkeiten, hindert uns 
nichts, statt der in IV. gewiihlten Lésung der Gleichung (2) diejenige 
zu Grunde zu legen, die fiir g, =a, den allgemeinen Werth 


Vi= P(A, G25 Wy> ++ + Iny Cg) +++ On 
Mathematische Annalen. VI. 12 
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erhalt, wo die Function » lediglich der Beschrinkung unterliegt, dass 


ihre partiellen Differentialquotienten nach q,, ... qd» unabhingige 
Functionen von ¢,, ... ¢, sein miissen. Wir wiirden dann nur gleich- 
zeitig auch der Gleichung (12) diejenige partielle Differentialgleichung 
zwischen W, q,, ¢;, . - + €, zu substituiren haben, die aus der Glei- 
chung 
we __ 0 7 ok) og’ 

(13) mee (a, a7 ++ +9 Iny 043” “++ Fe) 
durch die eit: 

dp _ OW 

dc, dey 


hervorgeht*). Dem entsprechend giebt es auch nicht bloss einen, 
sondern unendlich viele analytische Ausdriicke der Lie’schen Inte- 
grationsmethode selbst. Um aber nicht durch iiberfliissige Complication 
das Verstiindniss unnéthig zu erschweren, habe ich iiberall nicht 
sowohl die allgemeinste, als vielmehr gerade die einfachste Form der 
Saitze zu erstreben gesucht. Man wird iiberdies auch ohne nihere 
Erérterungen leicht erkennen, dass zwischen der einfachen Ausdrucks- 
weise des Lie’schen Fundamentaltheorems im folgenden § und der 
allgemeinsten Fassung, die man diesem Satze geben kann, hauptsiich- 
lich nur der Unterschied stattfindet, dass die erstere zu einer be- 
stimmten einfachen Lésung des Jacobi’schen Systems fiihrt, wihrend 
die andere auf die Ermittelung der allgemeinen Lésung ausgeht, \sodass 
also zwischen beiden ein ganz iihnliches Verhiltniss besteht, wie, fiir 
den Fall einer einzigen partiellen Differentialgleichung, zwischen der 
Jacobi-Hamilton’schenundderCauchy’schen Integrationsmethode**), 
Die unendliche Mannigfaltigkeit der betreffenden Zuriickfiihrungen riihrt 
eben im Grunde davon her, dass auch jedes Jacobi’sche System nicht 
bloss eine einzige, sondern unendlich viele vollstiindige Lésungen be- 
sitzt, die man aber durch ein dem Satze I. analoges Verfahren simmt- 
lich aus einer beliebigen vollstiindigen Lésung ableiten kann. 


*) Hieraus erhellt, beiliiufig bemerkt, dass man das Jacobi’sche System (1) 
auch direct auf die beiden Gleichungen (1) selbst zuriickfiihren, d. h, eine voll- 
stiindige Liésung desselben auch geradezu dadurch erhalten kann, dass man jede 
seiner beiden Gleichungen fiir sich vollstiindig integrirt. Denn wenn 


V=4(h, Gar- 2+ Un> gr+++ Cy) 


* eine beliebige, in Bezug auf q,,...4, vollstiindige Lisung der zweiten Glei- 
chung (1) ist, so kénnen wir in den obigen Formeln » =[z|,, nehmen. Hier- 


durch aber reducirt sich die Gleichung (13) auf a ad = 0. 
04 


**) Vgl. hieriiber dieses Journal Bd. III. p. 435. 
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$5. 


Das Lie’sche Fundamentaltheorem: Zuriickfihrung eines Jacobi’schen 
Systems von zwei Gleichungen mit » unabhaingigen Variabeln auf eine 
einzige partielle Differentialgleichung mit » — 1 unabhingigen Variabeln. 


Den Uebergang von dem letzten Satze zu dem Haupttheorem der 
Lie’schen Methode vermittelt die einfache Bemerkung, dass, wenn die 
Function F, die Eigenschaft besiisse, fiir q, =a, zu verschwinden, 
schon die vollstiindige Integration der Gleichung (2) allein ausreichen 
wiirde zur Ermittelung einer vollstindigen Liésung des Jacobi’schen 
Systems (1). Es wiire dann, wie sich aus den Entwickelungen des 
vorigen § (vgl. namentlich die Formeln (4) und (11)) ohne Weiteres 
ergiebt, die in IV. geforderte Lésung der Gleichung (2) geradezu auch 
eine vollstaindige Lésung des Jacobi’schen Systems (1). 

Dieser Fall niimlich, der auf den ersten Anblick als ein ganz 
vereinzelter und noch dazu sehr fraglicher Ausnahmefall erscheint, 
lisst sich immer durch eine vorgiingige Transformation der beiden 
Gleichungen (1) herbeifiihren. Diese Transformation ist nicht bloss 
auf eine, sondern auf unendlich viele Arten mdglich, von denen hier 
aber wieder nur die einfachste betrachtet werden soll. 

Ich fiihre an Stelle von q, eime neue Variable x, durch die Glei- 
chung ein. 

(«) é J, = 4, + (G1 — %) %; 

in der a, und a, unbestimmte Constanten sind. Hierdurch verwandelt 

sich die Function V von q,, q,--.Q» in eine Function U von q,, 

Xo, Y3,+++n, fiir welche: 
gu __ av, av 
qq, ' 0% 


°° 


ou ev ‘ oe . 

ax, oq, 21 — a,) und fiir i > 2 
oU av 

an 

eq; 64; 


wird. Die beiden Gleichungen: 

i 
(B) dq, Fs» aq, = 2 
gehen somit iiber in die folgenden: 


oU 
° =f\, 


on 


~ ee 
(7) _ hr» 
worin /, und f, diejenigen Functionen von q,, 2%), 93, +--+ Qny Psy +++ Pn 
sind, die durch die Substitution (@) aus den Ausdriicken 

13* 
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A=F,+4F,., fh=(% — a) Fy 
entstehen. 

Wenn daher die Gleichungen (8) ein Jacobi’sches System bilden, 
so gilt dies auch von den Gleichungen (y) und man kann dann auf 
diese den Satz IV. anwenden. Da aber nunmehr f/f, = 0 wird fiir 
q, = 4, so ergiebt sich nach dem Vorhergehenden der 

Sate V. Wenn die beiden Gleichungen (8) ein Jacobi’sches 


System bilden, so ist diejenige Lisung der Gleichung 


(0) a 


on 
die fiir g, =a, den Werth 


U = 6593 + 494 +++ On dn 
erhiilt, zugleich eine gemeinsame vollstiindige Lésung der beiden Glei- 
chungen (y). 

Indem man nun aber den Satz I. anwendet auf die Aufgabe, aus 
einer beliebigen vollstiindigen Lésung der Gleichung (0) die in V. ge- 
forderte bestimmte Lésung abzuleiten, und sich aus III. erinnert, unter 
welcher Bedingung die Gleichungen (8) ein Jacobi’sches System 
bilden, erhilt man hieraus sofort 

Das Lie’sche Fundamentaltheorem. 
Satz VI. Wenn F, und F, irgend zwei Functionen von q,, qx, +++ In 
P3>-++ Pn sind, zwischen denen die identische Relation besteht: 


OF, OF, '="(aF, oF; oF, oF 
(1) (F, —p,, F. —p.) =S'*-—F'+ 2 ek ee oe ee he, 
ae . . on Ode h=3\OU, CPh OP, OU 
so besitzen die beiden partiellen Differentialgleichungen mit zusammen 
n unabhingigen Variabeln: 
‘ ov ’ ov ’ 
(2) =F, =F, 
on Ole 
eine gemeinsame vollstindige Lisung mit n — 2 willkiirlichen Constanten, 
die durch vollstindige Integration einer ecinzigen partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung mit nur noch n — 1 unabhiingigen Variabeln 
folgendermassen gefunden werden kann: 
Man fiihrt statt q, eine neue Variable x, durch die Gleichung ein: 
(3) dz = 4 + (% — %) %, 
in der a, und a, unbestimmte, in den Gleichungen (2) nicht vorkommende 


Constanten sind, und integrirt sodann die partielle Differentialgletchung 


.(4) eT mF 4 oF, 


On . 


in der x, nur als Constante erscheint, vollstiindig. Ist: 
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Ves (9, Lo Iy> >>> Gur Ogy - » - On) 
eine belicbige vollstindige Lisung derselben, so setze man: 
- Voy — Wa + C35 + Ca, + +++ Caan, 
Pa = OG, Bay Bqs - » «+ Gay Og, - - - Be) 


ist und fiir dy... . An, b3,.+.+0, thre Werthe aus den 2(n — 2) Glei- 
chungen: 


worin 


0%, dw i. ee 
0b, 0b’ da, a 

zu substituiren sind. Man erhilt hierdwrch eine Function V_ von 
Gy> B25 Igy ++ In und den n — 2 willkiirlichen Constanten ¢,, . . . €,, die 
eine gemeinsame vollstindige Lisung der beiden partiellen Differentialglei- 
chungen zwischen V und den unabhiingigen Variabeln q,, X25 G3 + + + Un? 
On 


bad ’ - y 0 V 7 
(5) Fi+ 2 F,, Fa, = (a —a,) FP, 
ist und die daher, wenn man in derselben riickwirts 


f2 — 2 
. UW — % 


Ce == 


setzt, dibergeht in eine gemeinsame vollstindige Lisung der beiden ge- 
gebenen Gleichwigen (2). 

Bevor wir jedoch diesen Satz als volistiindig bewiesen zugeben 
kénnen, miissen wir noch ein Bedenken beseitigen, das sich bei 
niherer Verfolgung der vorhergehenden Ableitung nothwendig auf- 
driingen muss und das einer genaueren Untersuchung mir um so mehr 
bediirftig erscheint, als auch meiner friiheren Zuriickfiihrung eines 
unbeschriinkt integrablen Systems totaler Differentialgleichungen auf 
ein einziges System gewohulicher Differentialgleichungen*) ein ganz 
iihnlicher Einwurf gemacht werden kann und dieser Kinwurf dort nicht 
ausdriicklich hervorgehoben, sondern nur stillschweigend durch die 
Betrachtungen des letzten § entkriiftet worden ist. 

Nach Satz I. niimlich, durch dessen Anwendung auf eine voll- 
stiindige Liésung der partiellen Differentialgleichung (4) das Lie’sche 
Theorem aus V. hervorging, ist die Wahl der Constanten a, nicht voll- 
kommen willkiirlich, vielmehr ganz wesentlich an die Bedingung ge- 
bunden, dass die partiellen Differentialquotienten dieser Lisung nach 
d3)+++Q, auch fiir g, =a, noch unabhiingige Functionen der Inte- 
grationsconstanten bleiben miissen. Die Gleichung (4) enthilt aber 


*) Dieses Journal Bd. V p. 455. 
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in Folge der Substitution (3) selbst schon die Constante a,. Es bleibt 
daher noch nachzuweisen, dass, wenn 


V= WG» Ley Iyr- ++ Iny dy, ~~ + dn) 
eine beliebige vollstindige Lésung der Gleichung (4) ist, die Ausdriicke 


av av 

043,” *** 04, 
auch fiir gq, =a, noch unabhiingige Functionen der willkiirlichen Con- 
stanten b,, ... 0, bleiben. 

Um dies einzusehen, gehe ich zuriick auf den Satz III. Dieser 
lehrt , dass unter Voraussetzung der Identitat (1) die beiden Gleichungen 
(2) stets eine gemeinsame vollstindige Lésung besitzen, die n — 2 
willkiirliche Constanten enthalt und deren partielle Differentialquotienten 
nach q;,..-. da wnabhaingige Functionen dieser Constanten sind. Aus 
einer jeden solchen Lésung erhilt man eine vollstiindige Lésung der 
Gleichung (4) durch die Substitution (3). Daraus folgt unmittelbar, 
da in den Gleichungen (2) die Constanten a, und a, nicht vorkommen, 
dass es unter der Voraussetzung (1) jedenfalls immer gewisse voll- 
stindige Lésungen 


V=f(H, X43, +++ ny Cy, +++ Cn) 
der Gleichung (4) giebt, von der Beschaffenheit, dass ze, tae a 
3 n 
auch fiir g, =a, noch unabhingige Functionen der Integrationscon- 
stanten ¢,,...¢, bleiben. 
Sei andererseits 


V=yv(q,, Bas Gos «- + Gay bg, ~-- O) 


irgend eine beliebige, vollstiindige Lésung der Gleichung (4). Dann 
bilden nach dem schon einmal benutzten Jacobi’schen Satze sowohl 
die Gleichungen: 

af ae 
(6) Fa = Pe: OF oe y, 


als auch die Gleichungen 


Op oy 
(7) Ou, = Pr; ab, — By 


ein vollstiindiges System Integralgleichungen der 2 (n—2) gewohn- 
lichen Differentialgleichungen 


qq (Fi + mF) “4% _ 0(F,+%F,) 
dq, Or, > dy On : 


in denen k = 3, 4,...m ist und 2, nur als Constante auftritt. 
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Nach dem Vorhergehenden lassen sich nun aus den Gleichungen 
(6) auch fiir g, =a, die Integrationsconstanten ¢,,...¢n, 73, .. Yn 
bestimmen durch q,,..- Qn, Py, +++ Pn und umgekehrt. Wenn daher 
nach der Substitution q, = a, aus den Gleichungen (7) sich die Con- 
stanten b,,...0,, B;,.-. 8, simmtlich eliminiren liessen, so lige der 
offenbare Widerspruch vor, dass in einem und demselben System ge- 
wohnlicher Differentialgleichungen und fiir ein und denselben Anfangs- 
werth der unabhingigen Variabeln die Anfangswerthe der abhiingigen 
Variabeln unabhiingig und doch wieder abhingig von einander wiren. 


Es miissen folglich auch die Gleichungen (7) fiir g, = a, noch simmt- 
liche Constanten 6,,...0,, Bs, ... Bn bestimmen, oder es miissen 
nothwendig auch fiir g, =a, die Ausdriicke 

ow oy 

aS 
noch unabhiingige Functionen von b,,... 0, bleiben, was eben zu be- 


weisen war. 


g 6. 


Die Lie’sche Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


Der Gedanke, welcher der Lie’schen Integrationsmethode der par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu Grunde liegt, ist der, 
dass man zu der gegebenen partiellen Differentialgleichung zunichst 
eine zweite partielle Differentialgleichung sucht, die mit jener ein 
Jacobi’sches System bildet und hierdurch die Aufgabe, die gegebene 
Gleichung- zu integriren, direct zuriickfiihrt auf die vollstindige Inte- 
gration des erhaltenen Jacobi’schen Systems*). 

Ist niimlich: 

(1) Py = Hy (Gis doy +++ Qny Poy + + + Dn) 
die gegebene partielle Differentialgleichung und kann man eine Glei- 
chung von der Form finden: 


(2) f (Gi Qor+ ++ Uns Poy +++ Pn) = const. 
die mit (1) ein Jacobi’sches System bildet, so sieht man unmittelbar, 


dass jede gemeinsame vollstindige Lésung der Gleichung (1) und (2) 
zugleich auch eine vollstiindige Lésung der gegebenen Gleichung 


~ (1) ist. 


Sollen aber die Gleichungen (1) und (2) ein Jaqpbi’sches System 
bilden, so muss / eine Lésung der linearen Gleichung sein: 


*) Die Art, wie diese zweite partielle Differentialgleichung gefunden wird, 
ist das Einzige, was die Lie’sche Methode der Jacobi’schen entnimmt, 
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‘ ‘s" OH, Of _ OH, OF 
(3) (H, — I f= a —=9 2, (ou OP, CP, vn) — 0, 
und umgekehrt, sobald die Function f der Gleichung (3) geniigt und 
nicht gerade frei ist von siimmtlichen Variabeln p, so bilden die Glei- 
chungen (1) und (2) ein Jacobi’sches System. 

In der That, sei f eine beliebige Lisung der Gleichung (3) und 
p» irgend eine der Variabeln p, die in f vorkommen. Ergiebt dann 
die Gleichung (2) durch Auflésung nach p, 


(4) Dy = Fy (Gy 5 Gay + + + Ins Dgy + + + Dn) 


und wird durch Substitution dieses Werthes: 

(5) H, = F, (G1, oy -- + Gn» Dg, s+ Pn), 

so kann mau die Gleichungen (1) und (2) ersetzen durch die beiden 
(6) ry =F, ry» = F, 


Diese aber bilden nach III. ein Jacobi’sches System. Denn versteht 
man unter « irgend eine der Variabeln q,, q,. ~~. ny Py, ++ Pay 8O 
erfiillt die Substitution (4) mit den Gleichungen (2) und (5) zugleich 
auch die folgenden: 


aH, aF, 
Ops Ou 


ef of oF, c Zi , oH 

= — ! 
ou + Op, ou und u ou * 
Bildet man aber mit diesen Werthen der Differentialquotienten 
or und an den Ausdruck (3), so findet man: 


. of ’ 
(1, — prof = — OD> (Ff, —p,, F, P2); 
woraus sich wegen der Identitiit (3) ergiebt, dass die Functionen F, 
und J’, identisch der Bedingung: 

i (Ff, —p,, FP, — p,) =90 
geniigen. 

Durch Auffindung einer beliebigen Lésung der Gleichung (3) oder 
eines beliebigen Integrales der 2 (n — 1) gewodhnlichen Differential- 
gleichungen 

dq, aH, «py aH, 


Se Op,’ dq Ow, 


- 
wird also die Aufgabe, die Gleichung (1) zu integriren, zuriickgefiihrt 
auf die vollstiindige Integration des Jacobi’schen Systems (6). Da 
aber nach dem Lie’schen Fundamentaltheorem die Loésung dieser 
letzteren Aufgabe selbst wieder nur abhiingt von der vollstindigen Inte- 
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Die Lie’sche Integrationsmethode. 


gration der einen partiellen Differentialgleichung mit nur noch n — 1 
unabhingigen Variabeln: 


(7) y= F,4+4,F,, QQ =a + (G — 4) 2») 
so erhilt man den . 

Satz VII. Die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit n unabhiingigen Variabeln lisst sich nach Er- 
mittelung eines beliebigen Integrales von einem System von 2 (n — 1) 
gewoihnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung curiickfiihren auf 
die Integration einer partiellen Differentialgleichung derselben Ordnung 
mit nur noch n — 1 unabhiingigen Variabeln. 

Indem man nun die partielle Differentialgleichung (7) ihrerseits 
wieder mittelst eines Integrales von 2 (nm —2) gewodhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen in derselben Weise zuriickfiihren kann auf eine par- 
tielle Differentialgleichung mit nur noch n — 2 unabhingigen Variabeln 
u. 8. f, ergiebt sich, dass man zur vollstiindigen Integration emer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit n unabhiingigen Va- 
riabeln nur bedarf der Kenntniss eines Integrales von je einem 
Systeme von 


. 


2(n— 1), 2(m —2),...2 


gewihnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. 


‘ % 


Integration eines Jacobi’schen Systems von m —1 partiellen 
Differentialgleichungen. 


Um aus den Resultaten des § 5. eine Methode zur gemeinsamen In- 
tegration der m — 1 partiellen Differentialgleichungen abzuleiten : 

: oV av ov 
(a) = F, = F., eee ™ 
2 Odm—1 


F. 
. z — 4m—1) 
on ? Ode 


in denen F’,, F,,... 7,1 solehe Functionen der 2n —m-+1 Va- 
riabeln q,, Go) ~ ++ ny Pmy +++ Pn Sind, welche den Bedingungen: 
; oF, @F, , *=" @F,aF,  aF, aF, 
(b) (Ff; —pi, Fie — px) = 5 - — a + (; — == () 
09; ON: h=m \C% OP; OP, 9% 

identisch geniigen, gehen wir am Bequemsten auf den Satz V. zuriick. 

Nehmen wir an, dass in den Functionen F, und F,, die in § 5. 
hetrachtet wurden, p,,..~Pma—1 gar nicht vorkommen und somit in 
den Gleichungen (8) jenes § gq, -. + Gm—1 nur wie Constanten auf- 
treten, so ergiebt sich durch Anwendung des Satzes ITI. und wenn wir 
den Index 2 ersetzen durch den Index i, dass man fiir diesen Fall 
dem Satze V. die folgende Fassung geben kann: 
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Sate VIII. Es seien F’, und F, zwei gegebene Functionen von 
G1» Ws Ym) +++ ny Pm; - ++ Pn, Und indem man g durch die Substitution 
ke = & + (4) — %) % 
eliminirt, werde: 
Fy + xT, =f, (a — a) F, =f - 
Wenn dann zwischen f, und d fe die identische Relation besteht 


ey 0, yo m\O% OD, OP, ON, 
so ist diejenige Liésung ey partiellen Differentialgleichung : 
ba == f, ( y= oU 
iq hh (Dm Oh , 


die fiir g, = a, den Werth 


U = Cm Qm + Cm+1Ym+1 + ***€nQn 
erhalt, zugleich eine gemeinsame vollstiindige Lésung der beiden _par- 
tiellen Differentialgleichungen 


aU U 
Ba ht Gay —F 


Dies vorausgeschickt fiihre man durch die Substitutionen: 


do = 4, + (G,; — 4%) 
(c) } 13 = 43 + (4) — %) Xs 


Gu—-1 = Any-1 + a — a;) XLm—1) 


in denen a,, a, ...@,—1 unbestimmte Constanten sind, an Stelle von 


Go» 93> +++ Um—1 die Groéssen %, %,..- %m—1 als neue Variable ein. 
Die Function V von 4q,, q,,.--Q» verwandelt sich dann in eine 
Function U von q,, %, ~~. %m—1+Qm)+++Qn und man erhilt: 
oU oV 
~ Xo aed x — 
on oa, ati or P + OFn—-1 . 
oU__ av 


an, ™ Ode (% rar’ a;) ? 


wahrend fiir h > m — 1 ungeiindert bleibt: 


i 
ON 0% ”- 

Durch Einfiihrung der neuen Variabeln x gehen daher die Glei- 
chungen (a) iiber in die folgenden: 


(a) oe =f ef ge 


in denen: 


- a= Pent ’ 


= : 
OXm_4 
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Die Lie’sche Integrationsmethode. 


fi, =F, +4, F, +++ + taiFnu 
(e) und fir k= 2, 3,...m—1 
fe = (G — %) Fe 


ist, und umgekehrt verwandeln sich die Gleichungen (d) vital in die 
urspriinglichen (a), sobald man durch die Substitutionen (c) statt der 
« wieder die alten Variabeln q einfiihrt. 

Wenn sich nun zeigen liesse, dass /, und f, solche Functionen 
VON Gy, Lis Ymy+++Qny Pms +++ Pn sind, fiir welche der Ausdruck: 


oh af, ,*S"/at, he df oh 
a Ox, . (55 Op, OP, an) 


Aa=m 


identisch verschwindet, so wiirde nach VIII. diejenige - vollstindige 
Lésung der Gleichung: 
(f) | os hs 


04g 
die fiir g, = a, sich auf 


U = CnQm = Cm+19m+1 4 *** €nQn 


reducirt, gleichzeitig eine gemeinsame Liésung {der beiden Gleichun- 
gen sein 


a hy mh. 
Hieraus aber wiirde folgen, da die Function /, fiir jedes & denselben 
Werth behiilt, dass die genannte Lésung der Gleichung (f) tiberhaupt 
eine gemeinsame Lisung aller m — 1 Gleichungen (d) ist, voraus- 
gesetzt natiirlich, dass fiir alle Werthe des Index k die Identitat 

Dies ist nun aber in der That der Fall. Denn nach (c) und (e) 
hat man: 





oh, oF, oF, 
= == IT oy — Xs cee ae —— Zu— 
O41 (di — &) ee ee O4m—1 "7 


F 
Se at fiat +2 2 ae 08° Dm a} @ — a) 


OX), 


und wenn w irgend eine der Variabeln gn, ..+ Qn) Pm) +++ Pn be- 
zeichnet : 


of, oF, 
k 
= OS — 
Cu (41 1) Ou 
. on + 4 r OF 1 
ou  S ou ~m—s ou 


Bildet man aber hiermit den Ausdruck M;,, so findet man: 
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M, = (4, — %) {CF — 21, Pe — pe) 
+ %4 (Fy — pr, Fe — x) + + + Gua (Fut — Pui, Fe — De)} P 
also ist in Folge der Identitiiten (b) jedes 
M, =0. 


Die vollstiindige Integration des’ Systems (4) hingt somit nur ab von 
der Ermittelung jener bestimmten Lésung der Gleichung (f). Diese 
aber lisst sich nach I. finden, sobald man nur iiberhaupt eine voll- 
stiindige Lésung dieser Gleichung kennt. Auf diese Weise ergiebt 
sich der 

Satz 1X. Wenn F,, Fy, ... Fiun—1 solche Funetionen von q,, 


: (im 1) (m — 2) as 
Gay +++ Gny Pmy-++Pn Sind, welche den —— Bedingungen 
oF oF h=n /0F. OF, OF. oF 
al ’ k ’ i k 
(1) (Fi— pi, F.—px) = a —_ = . +. >» a : : : = ) = | 
€ uF ‘ C % h m\EOU CP, CP, OU, 


identisch geniigen, so besitzen die m — 1 partiellen Differentialgleichungen 
mit zusammen n unabhiingigen Variabeln: 
‘ a] V F oV F oV F 
(2) 5 = > = 2) eee ; = mm 1 
701 CF OUn—1 

eine gemeinsame vollstiindige Lisung mit n — m + 1 willkiirlichen Con- 
stanten und diese Lisung lisst sich durch vollstiindige Integration einer 
einzigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit nur noch 
n—m-—+ 2 unabhingigen Variabeln in folgender Weise finden: 

Man fiihre an Stelle von q,, -.~ Qm—1 Ue Grissen %y, 06. Xy—1 
als neue Variabeln durch die Gleichungen ein: 


| I2 = 4, + (4) — %) % 
(3) é 403. . 


| Qm—1 == An—1 + (4 an a) Lm—15 


im denen @,, dy, . +. Ay—1 unbestimmte, in den Gleichungen (2) nicht 
vorkommende Constanten sind. Hierdurch verwandeln sich die Glei- 
chungen (1) in die folgenden: 


V ’ 7 ’ 
oa; =F, + 2,F, 4+ +++ Gui Fs 
Co V \ ’ 
ae, = (h — 4%) FY 
(4) 0X < 
oV ’ 
| Sea a (“1 (a a) Fe ~ 
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Die Lie’sche Integrationsmethode. 


Ist nun: 


V= y (> Hoy ++ + Lm—1y Ym> +++ Iny - cee bn) 


eine beliebige vollstiindige Lisung der ersten Gleichung (4), in der 
Yy,+++%m—, nur als Constante erscheinen, so setze man: 


V = y Par; Wa + Cm Am + €Cn+14%m+1 + *** Cn Uny 
worin wa durch die Substitutionen: 
G1 = A, Im = Gny + + + Un On 


aus w entsteht, und substituire fiir dm,..- Gn, 0m,...b, thre Werthe 
aus den 2 (n — m-+ 1) Gleichungen: 


OW, ow OW, oe: 
(5) aS eS” 


Man erhiilt hierdurch eine Function V von q,, 2), +. + %m—15 Ymy -'+ + Un 
und den willkiirlichen Constanten Cn, ...¢n, die eine gemeinsame voll- 
stiindige Lisung der m — 1 Gleichungen (4) ist, und die daher, wenn 
man in derselben fiir 2% ,...%m—1 thre Werthe aus den Gleichungen 
(3) einsetat, iibergeht in eine gemeinsame vollstindige Lisung der ge- 
gebenen Gleichungen (2). 
Das Bedenken, ob nicht méglicher Weise die Unabhingigkeit der 
Differentialquotienten ba yoo oe 
o 4m 64 
bn, ..-6,-dureh die Substitution gq, =a, zerstért und daher die Be- 
stimmung der Unbekannten a,,,... Gn, bm, -.-b, aus den Gleichungen 
(5) unmdglich werden kénunte, wiirde sich durch eine ganz ‘hnliche 
Betrachtung wie in § 5. heben lassen, wozu aber allerdings néthig 
wire, sich vorher auf irgend eine Weise davon zu iiberzeugen, dass 
unter Voraussetzung der Identitiiten (1) die Gleichungen (2) auch 
wirklich ein Jacobi’sches System bilden. Die Mittel, dies zu be- 
weisen, wenn man es nicht geradezu als Thatsache der Jacobi’schen 
Methode entlehnen will, bieten die Siitze I. und I. 


in Betreff der Integrationsconstanten 


n 


g 8. 


e 


Anwendung der Lie’schen Methode auf lineare homogene partielle 
Differentialgleichungen. 


Die Zuriickfiihrung einer gegebenen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit » unabhiingigen Variabeln auf je ein System von 
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2 (n — 1),2(m —2),...2 


gewobniichen Differentialgleichungen, von denen man immer nur ein 
Integral zu finden braucht, wird in der Lie’schen Methode direct er- 
reicht durch die in VI. enthaltene Lésung der fundamentalen Aufgabe, 
ein Jacobi’sches System von zwei beliebigen partiellen Differential- 
gleichungen vollstiindig zu integriren Zu demselben Resultate gelangt 
das Verfahren, welches ich in dem Aufsatze ,,Ueber unbeschrinkt 
integrable Systeme von totalen Differentialgleichungen etc.“, diese 
Annalen Bd. V. p. 448—-470 angegeben habe, indem es den Umweg 
durch die Jaco bi’schen Systeme von linearen homogenen partiellen 
Differentialgleichungen nimmt, auf welche Jacobi das allgemeine 
Problem der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung zuriickgefiihrt hat. Es wird daher nicht uninteressant sein, 
schliesslich noch zuzusehen, wie sich die Lie’sche Methode fiir den 
speciellen Fall eines solchen Jacobi’schen’ Systems gestaltet. 


Sind in Satz IX. F,, F,,...F,—1 lineare homogene Functionen 
VOR Pm, +--+ Pn 80 ist auch die Gleichung mit » — m-+ 2 unabhin- 


gigen Variabeln: 


( V 7 y 
(6) OV am Fy + 0, Fy +++ + m1 Fn—1; 


¢, 


auf welche durch diesen Satz die vollstiindige Integration des Jacobi- 
schen Systems (2) oder zuniichst des durch die Substitutionen (3) 
transformirten Systems (4) zuriickgefiihrt wird, eine lineare homogene 
Differentialgleichung. Sie besitzt also » —- m-+ 1 verschiedene Léi- 
sungen, die unabhiingige Functionen von q,,, ...q, sind, und wenn 
man diese Lésungen durch V,,,, Vinoi,..- Vn bezeichnet, so ist: 


V —- bn Fu + Din+-1 Vin +1 + re b, | 


eine vollstindige Lésung der Gleichung (6). Um daher die gemein- 
same vollstindige Lisung der m — 1 Gleichungen (4) zu erhalten, 
haben wir nach der Lie’schen Methode 


(7) V = bi, ( Fe == Fao + Dnt ( Lae nyo Vin+1) + _7™ by CFs = Vin) 
a Cn Am + Cm+1Om+1 + *** Cn On 
zu setzen, wo allgemeine V; aus V;, durch die Substitutionen 


GQ; = Uy Im = Gm) + + » In = An 


hervorgeht, und hieraus die Gréssen 
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Die Lie’sche Inéegrationsmethode. 


ee ere 


mit Hiilfe der 2 (n — m+ 1) Gleichungen 


(8) lin Ko, Eaton 
h=n OQ, 

zu eliminiren. Da aber in Folge der n — m+ 1 ersten Gleichungen 
(8) die Gréssen b,,,...b, aus dem Ausdrucke (7) ganz von selbst 
herausgehen, so sieht man, dass man in dem betrachteten speciellen 
Falle zu der gesuchten vollstiindigen Liésung des Jacobi’schen 
Systems (4) einfach dadurch gelangt, dass man die n — m + 1 Glei- 
chungen 


Vix V; 
nach @»,...@, auflést und die erhaltenen Werthe in 


V = Cntim + Cm41dm4i ++ Cn Qn 
substituirt. 
Nach meiner Methode dagegen (a. a. O. p. 462) hat man simmt- 
liche Lésungen Vy Vin4i,..-. Vn der Gleichung (6) aufzusuchen, 
und indem man hierauf a,,,'...a, aus den n — m- 1 Gleichungen 


Vim Vi 


bestimmt, erhilt man in den also gefundenen Werthen dieser Gréssen 
die nm — m + 1 gemeinsamen Lésungen der m — 1 linearen Glei- 
chungen (4). 

Man siéht also, dass fiir lineare homogene partielle Differential- 
gleichungen beide Methoden genau zu demselben Resultate fiihren. 

Wihrend nun aber, wenn man die Integration eines Jacobi- 
schen Systems von linearen homogenen Gleichungen nur als Hiilfs- 
problem zur Lésung derjenigen allgemeinen Aufgaben betrachtet, die 
sich auf diese zuriickfiihren lassen, nicht die vollstdndige. Integration, 
sondern die Auffindung iiberhaupt irgend einer gemeinsamen Loésung 
die fundamentale Aufgabe bildet und daher dort nothwendig die Frage 
sich aufdringen musste, ob fiir das System (4) hierzu nicht schon die 
Kenntniss einer beliebigen particuliiren Lésung der Gleichung (6) 
ausreichend sei, eine Frage, durch deren Bejahung dann gleichzeitig 
fiir alle jenen allgemeineren Aufgaben eine betrichtliche Reduction 
in der Anzahl der zur Lésung erforderlichen ‘Integrationen erlangt 
wird, kann ihrer ganzen Anlage nach die Lie’sche Methode sich 
diese Frage schon deshalb nicht stellen, weil sie, von vornherein auf 
eine bestimmte jener Aufgaben sich beschrinkend und diese nun aber 
auch ohne Umschweife angreifend, nothwendiger Weise gerade die 
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vollstiindige Integration eines Jacobi’schen Systems von beliebigen 
partiellen Differentialgleichungen als ihr Fundamentalproblem _be- 
trachten muss. Eben dadurch aber, dass sie ihre Aufgabe von vorn- 
herein ganz bestimmt abgrenzt, wird es ihr auch moglich, fiir ihr 
besonderes Problem die einfachsten und schénsten Resultate zu 
erzielen. 


Leipzig, October 1872. 


Nachtrag. 


Directe Ableitung des Lie’schen Fundamentaltheorems durch 
die Methode von Cauchy. 


In seiner letzten Mittheilung iiber partielle Differentialgleichungen*) 
macht Herr Lie die wichtige Bemerkung, dass sich die Cauchy’sche 
Methode zur Integration einer partiellen Differentialgleichung ausdeh- 
nen lisst auf ein Jacobi’sches System solcher Gleichungen, woraus 
dann folgt, dass, ebenso wie bei der Combination der Methoden von 
Lie und von Jacobi, auch bei meiner Methode der scheinbar ungiin- 
stigste Fall in Wirklichkeit der allergiinstigste ist. 

Diese Bemerkung hat mich auf eine neue und wie ich glaube ein- 
fachste Art getiihrt, auf analytischem Wege zu dem allgemeinen Lie’- 
schen Theorem IX zu gelangen, eine Art der Ableitung oder des Be- 
weises, an die ich, obgleich sie sich aus der Form dieses Satzes 
eigentlich ganz von selbst ergiebt, doch friiher nicht gedacht hatte. 

Nach dem Satze IX kommt es nimlich, um eine vollstiindige 
Lésung des transformirten Jacobi’schen Systems (4) zu erhalten, nur 
darauf an,- diejenige Lésung der ersten Gleichung (4) zu finden, die 
sich fiir q, = a, auf 

: V = Cnn + --- Cada 
reducirt. Nun erhilt man aber, wenn man die Cauchy’sche Methode 
in ihrer einfachsten Form, wie ich sie in diesem Journal Bd. IIL. 
p. 444 auseinandergesetzt habe, auf jene Gleichung anwendet, und 
dabei a, zum Anfangswerth von g, wiihlt, gerade diese besondere Li- 
sung. Ks ist daher von vornherein klar, dass diese Anwendung der 
Cauchy’schen Methode auf die erste Gleichung (4) zu einer gemein- 
samen Lisung aller m-— 1 Gileichungen (4) fiihren muss, und es 
kommt, um unabhiingig von dem Friiheren zu einer Integrationsmethode 


*) Géttinger Nachrichten vom 30. Oct. 1872 p. 488, 
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der Jacobi’schen Systeme zu gelangen, nur noch darauf an, direct 
nachzuweisen, dass wirklich diese Cauchy’sche Lésung der ersten 
Gleichung auch den iibrigen Gleichungen (4) geniigt. Dieser Beweis 
aber lisst sich sehr einfach fiihren und man erhilt auf diese Weise 
die folgende neue Ableitung des Satzes IX. 

Es handelt sich um die simultane Integration der m — 1 partiellen 
Differentialgleichungen 

av av ov 

(1) oan 19 a, = Ee eee dq. Fa 
in denen F, F,, ... Fin—1: irgend solehe gegebene Functionen von 


G1» Yor +++ ny Pm, +--+ Pn sind, welche paarweise die Bedingungen 
erfiillen 


(2) (Fi — pi, Fi— rx) = 0. 
Wir fiihren diese Gleichungen zuniichst wieder durch die Substitutionen 
(3) , Gi = 4 + (GQ — %) 2, 


in denen i = 2, 3, ...m — lunda,, a,, ... @,—1 unbestimmte Con- 
stanten sind, zuriick auf die Gleichungen: 


(4) =f; nah v= = fm—1, 
deren rechte Seiten diejenigen Functionen der Variabeln 

Qiy Voy +++ Vm—1y Ymy +++ ny Pmy + ++ Pn 
sind, die dureh die Substitutionen (3) aus den Formeln 
(6) { =F,+4,F, +... %n—-1Fn-1, 

fi= (a, — @,) Fi, t= 2, 3, ...m—1 

hervorgehen. Zwischen diesen Functionen bestehen in Folge der Iden- 
tittiten (2) u. A. die identischen Relationen: 
‘ of, th 3° (eh Oh, _ Mh Mr) _ 9 

On Ou; OG, OP, OP), OY, 
Von der ersten Gleichung (4) erhalten wir nun nach der genannten 
Methode die geforderte Lésung auf folgendem- Wege. 





A=m™m 


Wir bilden die 2(»—m-+1) gewohnlichen Differentialgleichungen: 
(7) Od, Of, Pa __ Of, 
On OP,’ O%  04),’ 

in denen 2, ...%m—, nur als Constanten auftreten, integriren die-- 
selben vollstiindig und driicken die 2 (n — m + 1) Integrationsconstan- 
ten durch die fiir g, =a, genommenen Anfangswerthe 

Gy 002 Guy Cmy so Cy 
der Variabeln 

Gm, +++ ny Pmy - ++ Pn 
aus. Diese Anfangswerthe kénnen und sollen im Folgenden als will- 
Mathematische Annalen. VI. 13 
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kiirliche, auch von 2, ... %m-—: unabhingige Constanten betrachtet 
werden*). 

Es mégen: 
(8) qs =[q), r= [pa] 
die also erhaltenen vollstiindigen Lisungen der Gleichungen (7) be- 
zeichnen. Die [q,] und [p,] sind dann bestimmte Functionen der 
Gréssen : 

Gas Bay + + - Bamty Gy «0 ~ Ong Cary «+ > Cary 

die sich fiir g, = a, resp. auf a, und c, reduciren, und durch die Sub- 
stitutionen (8), deren Ausfiihrung in der Folge stets durch Einschliessung 
in eckige Klammern angezeigt werden soll, werden die Gleichungen (7) 
identisch. 

Berechnet man schliesslich vermége einfacher Quadratur: 


(9) Vom = Pam +f [fi —"3 z Pai op, | am 


als Function noamin Gréssen und setzt in dieser Function fiir a», 
. @, die Werthe ein, die sich aus den » — m+ 1 Gleichungen er- 

geben 

(10) Lan] = 9%, - 

so ist der resultirende Werth W von V die gesuchte vollstindige Li- 

sung der ersten Gleichung (4) und zugleich hat man identisch: 


(11) [Fm | = (wal: 


Um nun zu zeigen, dass dieser Werth von V gleichzeitig auch den 
iibrigen Gleichungen (4) Geniige leistet, brauchen wir nur den par- 
tiellen Differentialquotienten der Function V nach 2; einmal direct aus 
der Definitionsgleichung (9) und dann indirect aus der Formel V = | W] 
zu berechnen und beide Werthe mit einander zu vergleichen. 

Aus (9) ergiebt sich zuniichst 


sa S { BA] +E (eas) — a5 (2A))} om 


*) Dass diese Anfangswerthe in der That stets ein System unabhiingiger 
Integrationsconstanten der Gleichungen (7) bilden, erkennt man leicht, wenn man 
bedenkt, dass unter unseren Voraussetzungen die m — 1 linearen Gleichungen: 


of , *= oF, af oF, af) — 0 





0% ham \O% OP, OP, O% 
in denen die unbestimmten Constanten a,, a,,...a,,_; gar nicht vorkommen, 
2(m —m-+1) gemeinsame Lisungen besitzen, die unabhingige Functionen von 
Gm> -++%n2 Pm» -++Py Sind, und dass jede dieser Lésungen, einer willkiirlichen 
Constanten gleich gesetzt, durch die Substitutionen (3) tibergeht in ein Integral 
der Gleichungen (7). 
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oder, wenn man den Ausdruck unter dem Summenzeichen mit Hiilfe 
der Gleichungen (7) in einen exakten Differentialquotienten nach q, 


umwandelt, 
eS [Zon + '3 2" [nS 


Durch die Subétitationen (8) geht aber sii in Folge der Glei- 
chungen (7) die Identitit (6) tiber in die: 
ef] — @tfil 


und man erhiilt daher, da nach (5) f; = 0 wird fiir g, = a,, auf diesem 
Wege schliesslich: 





7] = 





av A=n 
da, ~ lhl + = [ml 
Aus der Identitit V = [W] dagegen folgt: 


OV — 7) yy O(a) 
ga, = |oa, | + 2. [Ger | ts," 


Die Subtraction beider Werthe liefert daher nach (11): 


pz} 


Diese Formel enthilt den verlangten Beweis. Verbindet man sie nim- 
lich mit den Formeln (11), so zeigt sich, dass die Gleichung: 





ow 

(12) oY fi, 

nachdem man in /; allgemein oa statt p, gesetzt hat, identisch wer- 
h 


den muss durch die Substitutionen q, = [q,]. Diese Substitutionen 
werden aber wieder aufgehoben, wenn man fiir a,,,...@, ihre Werthe 
aus den Gleichungen (10) einsetzt; also muss nach der angegebenen 
Ersetzung die Gleichung (12) an und fiir sich identisch sein. 

Unsere Lisung V = W der ersten Gleichung (4) ist also in der 
That eine gemeinsame vollstindige Lésung aller m— 1 Gleichungen 
(4) und wir brauchen-nur noch in derselben riickwirts fiir v7, . . . %m—1 
ihre Werthe aus den Substitutionen (3) einzusetzen, um eine vollstiin- 
dige Lésung des gegebenen Jacobi’schen Systems (1) zu erhalten. 

Man sieht, dass diese Ausdehnung der Cauchy’schen Methode 
auf die Integration eines Jacobi’schen Systemes genau dasselbe lei- 
stet, wie das Theorem IX. Um dieses selbst aus ihr abzuleiten, be- 
darf es nur der Bemerkung, dass, wenn: 


V= (Gs Lay +++ Lm—1, Ymy+ ++ Any Dm, ++ + Dn) 
eine vollstiindige Lésung der ersten Gleichung (4) ist, die 2 (n — m+ 1) 


Gleichungen : 
13* 
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Op __ ay __ 
3g, 8? 9b, — Bs 
ein vollstindiges System Integralgleichungen der Gleichungen (4) bilden. 
Um niamlich aus diesen Integralgleichungen unsere gemeinsame 
Lisung V = W der m — 1 Gleichungen (4) zu erhalten, haben wir 
nach dem Vorhergehenden aus den 3 (n — m- 1) Gleichungen 
ow _ 0%, ht ow ys" 0%, 
dq, P? Ga, > Ob, ™ 9B,” 
in denen y, den Werth bezeichnet, den y durch die Substitutionen 
GQ; = 4%, Im = Gm, -- + In = A 
annimmt, nach Elimination von b,,,... 6, die Werthe von qm, ...- Qn; 
Pm, - ++ Pm za berechnen und dieselben in die Formel (9) zu substi- 
tuiren. Nach Ausfiihrung der Quadratur sind dann schliesslich noch 
Gm, +++ G mit Hilfe der Gleichungen zu eliminiren, welche gq», .. - dn 
durch q,, 2)... %m—1) Gm;+++Ony Cm,--+ + Cm ausdriicken. 
Dieses Verfahren vereinfacht sich aber betrichtlich, da sich die 
Quadratur sofort ausfiihren lisst. Denn da jetzt 


ss aa te 
i) = [3a |> tm) = [oa] 
ist, so reducirt sich bei Anwendung der Identitit : 


ae) -- [3 


hA=n u 
7) 
v— = cuts — Jf Gg, Oa — [4] — Ye. 


die Formel (9) auf: 


Hiernach erhellt, dass man aus irgend einer bekannten vollstiindigen 
Lésung V = w der ersten Gleichung (4) die gemeinsame vollstiindige 
Lésung V = W aller m — 1 Gleichungen (4) einfacher dadurch er- 
halten kann, dass man mit Hiilfe der 2 (xn — m+ 1) Gleichungen 

ay 9%, OM, 

db, 00,’ da, ™ 
die Gréssen a,,,... Gn, bm,...6, aus dem Ausdrucke 

V = wv — Wat CnOn +... Crdn 


eliminirt. Dies ist aber eben das Theorem IX. 
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Zum Andenken an Rudolf Friedrich Alfred Clebsch*). 


Rudolf Friedrich Alfred Clebsch wurde am 19. Januar 1833 zu 
Kénigsberg in Pr. geboren, wo sein Vater Regimentsarzt war. Auf 
dem Altstadt’schen Gymnasium daselbst empfing er neben der ersten 
wissenschaftlichen insbesondere auch die erste mathematische Anregung. 
Clebsch gedachte noch im spiiteren Leben mit besonderer Vorliebe 
und Dankbarkeit seiner damaligen mathematischen Lehrer: Miittrich 
und Schumann, die nun ebenfalls im Grabe ruhen. Eben 17 Jahre 
alt (Ostern 1850) bezog Clebsch die Universitit seiner Vaterstadt, 
wo er spiter (1854) das Doctor- und das Staats-Examen fiir Mathe- 
matik und Physik absolvirte. 

In Kénigsberg war damals durch die Vereinigung von Neumann, 
Richelot, Hesse zur griindlichen und umfassenden Ausbildung in 
den mathematisch-physikalischen Disciplinen eine selten giinstige Ge- 
legenheit geboten, Wiahrend Clebsch unter Richelot’s Anleitung 
die Hauptwerke von Euler und Jacobi mit rastlosem Eifer studirte, 
und in solcher Weise den Grund legte fiir seine spiteren Arbeiten 
iiber partielle Differentialgleichungen und Variationsrechnung, wurde 
er gleichzeitig durch Hesse’s meisterhafte Vortrige iiber analytische 
Geometrie zu zahlreichen eigenen Versuchen angeregt, und mit be- 
sonderer Vorliebe fiir diejenigen Methoden der Forschung erfiillt, in 
deren Vervollkommnung er spiter so Ausserordentliches geleistet hat. 

Von grésstem Einflusse auf Clebsch war Neumann, in dessen 
befreundetem Hause er anregenden Verkehr fand, und mit dessen 
gleichaltrigem Sohne ihn seit dem Gymnasium gleiches Streben und 
dauernde Freundschaft verband. Von den Vorlesungen Neumann's 
auf’s Lebhafteste angezogen, beschaftigte Clebsch sich in eingehender 
Weise mit Problemen der mathematischen Physik, namentlich mit 
Optik und Hydrodynamik. Letzterem Gebiete gehérten seine ersten 
Publicationen an, sowohl seine Inauguraldissertation (Bewegung eines 
Ellipsoids in einer Fliissigkeit, eine Aufgabe, deren einfachster Fall 
schon von Dirichlet behandelt war), als auch mehrere andere Ar- 
beiten, die im Crelle’schen Journal erschienen sind. 

Im Jahre 1854 begab sich Clebsch nach Berlin, um zunichst 
in das mit dem Friedrich-Wilhelmstiadtischen Gymnasium verbundene, 
unter Schelfbach’s Leitung stehende Lehrer-Seminar einzutreten, 
und sodann mehrere Jahre hindurch als Lehrer der Mathematik an 
verschiedenen Schulen Berlins thitig zu sein. Hier begann sich sein 


*) Mit unbedeutenden Aenderungen wiederholt aus den Nachrichten der K, 
Ges. d. Wiss. zu Géttingen. Eine ansfiihrlichere Darstellung von Clebsch 
wissenschaftlichen Arbeiten wird in einiger Zeit erscheinen. 
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padagogisches Talent zu entwickeln, das ihn spiater in so hervor- 
ragender Weise ausgezeichnet hat. Der mathematische Unterricht, 
so wollte Clebsch, sollte nicht mit einer Reihe schwerverstindlicher 
abstracter Definitionen beginnen, sondern von der Anschauung aus- 
gehen, und durch die Anschauung Interesse erwecken. Das eben war 
auch bei seinen spiteren Universitiits-Vortrigen das Charakteristische: 
der Gegenstand des Vortrages erwuchs vor den Zuhérern in orga- 
nischem Aufbau. Und das in in seinem ganzen Wesen und Denken 
zu Tage tretende, selbst in seinen einzelnen Abhandlungen erkenn- 
bare Streben nach plastischer Darstellung und kiinstlerischer Ab- 
rundung gab seinen Vortraigen eine seltene Vollendung und An- 
ziehungskraft, und verwandelte den Gegenstand des Vortrags in ein 
Bild von wahrhaft idealer Schénheit. Es war, im héchsten Sinne des 
Wortes, ein asthetischer Genuss, seinem Vortrage zu folgen. 

Ende 1858 habilitirte sich Clebsch als Privatdocent an der 
Berliner Universiiit. Aber er hat als solcher merkwiirdiger Weise 
nur eine Stunde gelesen; denn an demselben Tage, an dem er be- 
gonnen hatte, erhielt er einen Ruf an das Polytechnicum zu Carls- 
ruhe fiir theoretische Mechanik. 

Clebsch ist (ebenso wie spiter in Giessen) fiinf Jahre in Carls- 
ruhe gewesen. Bedenkt man, wie er wihrend seines dortigen Aufent- 
haltes mit Vorlesungen, die einem unmittelbar praktischen Zwecke 
dienen sollten, iiberhiuft war, so wird man die zu jener Zeit von ihm 
ausgefiihrten wissenschaftlichen Arbeiten sowohl ihrem Inhalt wie ihrer 
Zahl nach gleich bewunderungswiirdig finden. Auch gelang es ihm, 
einige Schiiler des Polytechnicums niiher zu sich heranzuziehen und 
dieselben dauernd fiir rein mathematische Studien zu gewinnen. Was 
seine Schiiler damals und spiiter mit so unwiderstehlicher Gewalt an 
seine Persénlichkeit fesselte, war nicht nur die wissenschaftliche An- 
regung, die von ihm ausging; es war vor Allem auch der herzliche 
Antheil, den er allen ihren Bestrebungen entgegentrug. Er war nicht 
nur der Lehrer, er war auch der viterliche Freund seiner Schiiler. 

Clebsch fand in Carlsruhe bei mehreren seiner Collegen, nament- 
lich bei Wiener und Schell, lebhaftes Interesse fiir mathematische 
Bestrebungen; noch jetzt besteht das mathematische Krainzchen, in 
welchem sie allwécbentlich zusammen kamen, und von ihren wissen- 
schaftlichen Bestrebungen einander erzaihlten; hier wyrde Clebsch 
durch Schell in die eigenthiimlichen Methoden der neueren Geo- 
metrie zum ersten Male eingefiihrt. Solcher Beziehungen zu gedenken 
erscheint keineswegs unwesentlich; denn fiir Clebsch war der per- 
sdnliche Gedankenaustausch, den er sehr liebte, das lebendige 
Mittel, um seinen Gesichtskreis zu erweitern, und neue ihm noch un- 
bekannte wissenschaftliche Gebiete seiner Herrschaft zu unterwerfen. 


Zum Andenken an 
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Clebsch hat stets das wiirmste Interesse fiir die wissenschaftlichen 
Forschungen Anderer an den Tag gelegt. Er hielt seine eigenen An- 
schauungen selbst in solchen Gebieten, in denen er Meister war, nie- 
mals fiir abgeschlossen. Jede wissenschaftliche Unterhaltung erweckte 
in seinem selten beweglichen Geiste neue Reflexe; hiufig die Aus- 
gangspunkte neuer Gedankenreihen und wichtiger Arbeiten. In vor- 
urtheilsloser und freudiger Anerkennung fremder Gedanken empfing 
er ebenso gerne, als er gab. 

Bald nach seiner Niederlassung in Carlsruhe verheirathete sich 
Clebsch mit Fraulein Elise Heinel aus Kénigsberg. Seine Eltern 
waren auch zu ihm gezogen, so dass er eine behagliche Hiuslichkeit 
um sich entstehen sah. Sie sollte nicht von langer Dauer sein. Bald 
nach seiner Uebersiedelung nach Giessen starben seine Eltern, nicht 
lange danach seine Frau, die ihm vier Knaben im zarten Kindesalter 
hinterliess. 

Die Uebersiedelung nach Giessen erfolgte 1863. Erst hier in der 
freieren akademischen Luft vermochte die doppelte Begabung von 
Clebsch als wissenschaftlicher Forscher und Lehrer zur vollen Gel- 
tung zu gelangen. Seine wissenschaftliche Production steigert sich von 
Jahr zu Jahr, und gleichzeitig umgiebt ihn ein mehr und mehr an- 
wachsender Kreis von Schiilern. In erster Beziehung war fiir 
Clebsch von héchster Bedeutung, dass sich damals Gordan in 
Giessen fiir Mathematik habilitirte. Clebsch hatte kurz zuvor aus 
Aronhold’s Arbeiten die neuere Algebra kennen gelernt; er hatte 
dieselbe in Verbindung gebracht mit Hesse’s und Cayley’s analy- 
tisch-geometrischen Untersuchungen, und in solcher Weise begonnen, 
dasjenige Feld der Wissenschaft sich zu erdffnen, in welchem er fortan 
der Meister war, und in welchem seine Bedeutung fiir die Wissen- 
schaft vielleicht ihre stiirksten Wurzeln hat. Gordan fihrte er in 
diese neue Speculationen ein, wihrend umgekehrt jener ihn mit Rie- 
mann’s Arbeiten tiber Abel’sche Functionen bekannt machte. Beide 
haben seitdem zusammen gearbeitet, wie es selten geschehen mag. 
Als erste Frucht erschien Clebsch’s Anwendung der Abel’schen 
Functionen auf Geometrie; und bald darauf (1866) die von beiden ge- 
meinsam verfasste ,,Theorie der Abel’schen Functionen.“ Sodann 
concentrirte sich ihr Interesse auf die neuere Algebra; und. die 
»Theorie der binéren Formen“, welche Clebsch spiter (1871) publi- 
cirte, ist als der Ausdruck der gemeinsam in dieser Richtung ge- 
wonnenen neuen Anschauungen anzusehen. Unabhingig hievon be- 
schiftigte sich Clebsch in eifriger Weise mit mehr geometrischen 
Arbeiten, besonders mit der Theorie der Abbildung algebraischer 
Flachen auf der Ebene, zu der ihm Betrachtungen von Chasles die 
Anregung gegeben hatten. Erst einer spiteren Zeit wird es beschieden 
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sein, alle diese Arbeiten ihrer ganzen Tragweite nach zu erkennen 
und ihren Zusammenhang mit den gleichzeitigen Bestrebungen Anderer 
zu tibersehen. ? 

Im Herbste 1868 siedelte Clebsch nach Gottingen iiber. Einige 
Zeit vorher hatte er in Fraulein Minna Raiss aus Giessen zum 
zweiten Male eine Gefahrtin seines Lebens und die Begriinderin einer 
anmuthenden Hiuslichkeit gefunden. Bald wurde das Haus Clebsch 
fiir die jiingeren Glieder der Universitat ein Mittelpunkt, wo sie neben 
wissenschaftlicher Anregung gemiithlichen Anhalt fanden. Die Zu- 
neigung und das Vertrauen seiner Gottinger Collegen erwarb sich 
Clebsch in so hohem Grade, dass schon nach vierjihriger Anwesen- 
heit das Prorectorat ihm tibertragen wurde; er sollte es nicht linger 
als zwei Monate fiihren. Clebsch starb am 7. November dieses 
Jahres in der Bliithe seines Lebens, in wenigen Tagen von der Diph- 
theritis hinweggerafft. 

Fiir seine wissenschaftliche Wirksamkeit hatte Clebsch 1868 
mit C. Neumann zusammen in den ,,Mathematischen Annalen“ ein 
neues Organ geschaffen, von dem zur Zeit die fiinf ersten Binde voll- 
endet vorliegen. Aber gleichzeitig wusste er die Abhandlungen der 
K. Gesellschaft der Wissenschaften mit grésseren Arbeiten zu schmiicken 
und die gelehrten Nachrichten durch seine vielfaltigen Verbindungen 
in eine Zeitschrift zu verwandeln, welche fiir den Mathematiker fast 
unentbehrlich war. Ungemindert blieb darum seine Thitigkeit als 
Lehrer. Geometrie in erster Linie, neuere Algebra, elliptische und 
Abel’sche Functionen, Hamilion’sche Theorie sind diejenigen 
Gegenstinde, iiber die er wiederholt gelesen hat, und die er als stiin- 
dige Vorlesungsthemata beizubehalten gedachte. Clebsch pflegte in 
seinen Vorlesungen rasch fortzuschreiten; er brachte die neuesten und 
schwierigsten Untersuchungen, die er durch seine Gabe, iiberall die 
leichtesten und naturgemiissesten Wege zu finden, sowie tiberhaupt 
durch sein eminentes Darstellungstalent dennoch verstindlich zu 
machen wusste. Kein Wunder, wenn die Anzahl der Zuhdérer von 
Semester zu Semester sich hob. 

Obwohl im Reiche der mathematischen Wissenschaft die Wege 
des weiteren Vordringens nicht weniger verschieden und mannig- 
faltig sind als die einzelnen Gebiete selber, so kann man dennoch 
von einem gewissen Gesichtspunkte aus die ganze Mannigfaltigkeit 
dieser verschiedenenen Wege in zwei Gruppen bringen, auf zwei 
Hauptrichtungen vertheilen. Clebsch selber in seiner Gediichtniss- 
rede auf Pliicker (in der er iiberhaupt mehr als sonst Gelegenheit 
genommen, tiber allgemeine wissenschaftliche Gesichtspunkte sich aus- 
zusprechen) hat diese beiderlei Richtungen mit folgenden Worten 
charakterisirt : 
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»Hs kann die Forschung von bestimmten Problemen aus- 
gehen, deren Wichtigkeit sie anerkannt hat, deren Lésung mit 
allen Kraften mehr oder weniger direct angestrebt wird. — Aber 
ebenso berechtigt ist die andere Art der Forschung, welche sich 
nur das Gebiet der Thitigkeit wihlt, in diesem aber freie Um- 
schau halt, und, entgegengesetzt der ersten, uach Problemen 
spiht, deren Lésung sich ermdgliche.“ 

Ueber den relativen Werth dieser Forschungsmethoden 
werden verschiedene Individualititen immer verschiedener Ansicht 
sein. Wenn die erstere zu grésserer Vertiefung fiihren kann, so 
ist sie auch der Unfruchtbarkeit nur zu leicht ausgesetzt. Der 
andern schuldet man Dank fiir die Erwerbung grosser und neuer 
Gebiete; wobei dann im Einzelnen Vieles der ersten Methode zu 
ergriinden und zu begrenzen verbleiben mag.“ 

Was die Arbeiten von Clebsch betrifft, so werden seine Epoche 
machenden Untersuchungen iiber analytische Geometrie, iiber Algebra 
und Flichentheorie, ahnlich etwa wie die Arheiten von Pliicker und 
Mobius, als Reprisentanten der zweiten Richtung zu bezeichnen sein. 

Nicht weniger entschieden aber sind andererseits seine Arbeiten 
iiber partielle Differentialgleichungen und Variationsrechnung als Re- 
prasentanten der ersten Richtung anzufiihren; sie stehen in engster 
Beziehung zu den Untersuchungen Jacobi’s. Der geistige Nachlass 
dieses gewaltigen Mannes bestand nicht nur in schon erschlossenen 
Schiitzen des Wissens und Denkens, sondern (was nicht minder schitz- 
bar) anch in einer grossen Anzahl neuer, noch ungeléster Probleme, 
welche er der Nachwelt vererbte. Clebsch, der die Werke Jacobi’s 
mit besonderer Vorliebe studirt hatte, und demgemiiss auch gerne als 
einen Schiiler Jacobi’s sich zu bezeichnen pflegte, richtete die ganze 
Kraft seines Nachdenkens und alle Mittel seines erfindungsreichen 
Geistes auf die Ueberwindung derjenigen Classe von Problemen, welche 
durch die Untersuchungen des grossen Meisters zu Tage getreten 
warer im Gebiete der partiellen Differentialgleichungen und der Va- 
riationsrechnung ; und dass er aus diesem Kampfe, der schon vor ihm 
von héchst namhaften Mathematikern, aber nur mit theilweisem Er- 
folge aufgenommen war, in allen Punkten als Sieger hervorging, 
zeigen seine betreffenden Abhandlungen. 

Clebsch hat also in beiden Richtungen Ausserordentliches ge- 
leistet. Seine hiedurch documentirte Vielseitigkeit tritt vielleicht noch 
deutlicher hervor, wenn man die verschiedenen Gebiete seiner wissen- 
schaftlichen Thitigkeit, der Zeitfolge nach, sich vergegenwirtigt. Er 
beschaftigt sich zu Anfang mit Problemen der mathematischen Physik; 
er wendet sodann eine Zeitlang denjenigen Problemen sich zu, welche 
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen betreffen; es folgen 
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die bahnbrechenden Untersuchungen iiber analytische Geometrie; er 
wendet sich zu den Abel’schen Functionen; dann wieder theilt er 
sein Interesse zwischen neuerer Algebra und Fliichentheorie. 

Gerade vermége seiner Vielseitigkeit war Clebsch zu Ent- 
deckungen befahigt, welche andernfalls unmdglich gewesen wiiren, 
nimlich zur Auffindung von Uebergiingen zwischen solchen Gebieten 
der Wissenschaft, die bis dahin als vollig getrennt, als heterogen be- 
trachtet waren. Als eines gliinzenden Beispiels in dieser Beziehung 
ist namentlich seiner Anwendung der Abel’schen Functionen auf 
Geometrie und der Entdeckung zu gedenken, dass von einem gewissen 
Standpunkte aus das Abel’sche Theorem identisch erscheint mit den 
Siitzen iiber die Schnittpunktsysteme algebraischer Curven. Ferner 
ist in dieser Beziehung zu erwihnen, wie er auf Hesse’s Behandlung 
der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung fussend, die Glei- 
chungen héheren Grades, zu denen geometrisch-algebraische Probleme 
Anlass gaben, mit der Theorie der Abel’schen Functionen und der 
allgemeinen Theorie algebraischer Gleichungen, die durch Galois ge- 
schaffen, von Kronecker und Camille Jordan weiter entwickelt 
war, in Verbindupg zu setzen wusste. 

An Anerkennung in Nahe und Ferne, namentlich auch im Aus- 
lande, hat es Clebsch nicht gefehlt. Er war correspoudirendes Mit- 
glied der Akademien in Berlin und Miinchen, in Mailand und Bo- 
logna, sowie in Cambridge; er was eines der wenigen Mitglieder der 
London Mathematical Society. Aber nicht nur in der idusserlichen 
Beziehung solcher Ehrenbezeugungen hat er zu seinen Fachgenossen 
gestanden ; aufrichtige Freundschaft hat ihn mit den Gleichstrebenden 
verbunden. Denn so muss man die Beziehung nennen, die ihn (um 
von der grossen Anzahl der Einheimischen zu schweigen) z. B. mit 
Cremona in Mailand, mit Camille Jordan in Paris, mit Cayley 
in Cambridge verband. — Er ist vom Tode dahingerafft, zu 
friih fiir seine Familie, zu frih fiir seine Freunde, zu friih fiir die 
Wissenschaft! 

Bei der fast unermesslichen Ausdehnung, welche die mathema- 
tische Wissenschaft allmahlich erlangt hat, und bei der hiedurch her- 
vergerufenen Zersplitterung in viele einzeine Disciplinen, ist der Ver- 
lust, den die Wissenschaft durch seinen Tod erlitten hat, doppelt 
schmerzlich. Schien er doch berufen, die Vertreter jener verschie- 
denen Disciplinen mit einander zu verséhnen, — berufen, dereinst 
einzutreten in die Zahl jener grossen weit iiber das gewdhnliche 
Niveau hervorragenden Meister der Wissenschaft, deren Urtheil von 
Allen anerkannt, deren Rath und Leitung von Allen ersehnt war. 
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Ueber ein neues Grundgebilde der analytischen Geometrie der 
Ebene. *) 


Von A. Criesscn fF. 


In einem Aufsatze, welcher im 17. Bande der Abh. der K. Ges. d. Wss. 
zu Gottingen gedruckt ist**), habe ich es versucht, die Grundgebilde zu 
kennzeichnen, welche fiir die Invariantentheorie zu studiren sind. Fiir 
die analytische Geometrie der Ebene (Algebra der terniren Formen) 
ergab sich hiebei die Nothwendigkeit, ein Gebilde zu untersuchen, 
welches die algebraische Curve als sehr besondern Fall einschliesst 
und welches zugleich das umfassendste ist, dessen Studium durch die 
Invariantentheorie bei terniiren Formen gefordert werden kann. Dieses 
Gebilde, dessen Untersuchung so zu sagen die ganze analytische 
Geometrie der Ebene in sich schliesst, in einigen seiner wesentlichen 
Beziehungen darzulegen, ist der Zweck der gegenwirtigen Mittheilung, 
wihrend ich eine eingehendere Ausfiihrung einer weitern Publication 
vorbehalte. 


§ L. 
Definition des Connexes. 


Das Gebilde, um welches es sich hier handelt, wird gegeben durch 
eine Gleichung, welche die Coordinaten eines beweglichen Punktes (x) 
und einer beweglichen Geraden (uw) jede in homogener Weise enthilt, 
(1.) f (x, uw) = 0. 

Es sind also Formen von der Art derjenigen, die in der neuern 
Algebra als Zwischenformen bezeichnet werden, welche als selbststin- 
dige Grundformen betrachtet durch ihr Verschwinden zu den hier zu 
untersuchenden Gebilden Veranlassung geben. In der Form f mégen 
die « zur Ordnung m, die uw zur Ordnung » vorkommen. Ich. be- 
zeichne dann das durch die Gleichung (1.) dargestellte Gebilde als Con- 
nex m'" Ordnung und nt” Classe, oder kiirzer als Connex (m, 1). 

Man kann ein solches Gebilde mit Hiilfe eines Mechanismus in 
ahnlicher Weise construiren, wie Grassmaun dies fiir algebraische 


*) Aus den Nachr. der K. Ges, d. Wiss. zu Géttingen vom 18. Sept. 1872, 
**) Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie. 
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204 
Gebilde iiberhaupt und fiir algebraische Curven insbesondere gelehrt 


hat. Dabei entsprechen jeder Geraden u im Allgemeinen unendlich 


viele Punkte x, welche eine Curve C,, der mten Ordnung bilden; jedem 
Punkte x unendlich viele Gerade u, welche eine Curve XK, der nten 
Classe umhiillen. 

Um diese Verhiltnisse einfach aufzufassen, ist es zweckmissig, 
weder den Punkt noch die Gerade an und fiir sich als Grundelement 
der Ebene zu betrachten; vielmehr bezeichne ich als Element die Com- 
bination eines Punktes mit einer Geraden. Die gesammten Elemente 
(z,u) der Ebene bilden dann nach der gewohnlichen Bezeichnung ein 


vierfach unendliches System*). Aus diesem hebt die Gleichung eines | 


Connexes die dreifach unendliche Schaar der Elemente heraus, welche 
derselben geniigen. Das Obige kann man dann auch so aussprechen: 
Die Punkte, welche mit einer gegebenen Geraden Elemente des Con- 
nexes (m, ») sind, bilden eine Curve C,, mter Ordnung; die Geraden, 
welche mit einem gegebenen Punkte Elemente eines solchen Connexes 
sind, umhiillen eine Curve K, nter Classe. 

Nur in besondern Fallen tritt es ein, dass jeder Punkt der Ebene 
mit einer bestimmten Geraden, oder jede Gerade der Ebene mit einem 
bestimmten Punkte Elemente des Connexes bildet. Solcher ausge- 
zeichneter Punkte und Geraden kann es bei besondern Connexen be- 
liebig viele geben; ja ihre Zahl kann unendlich gross werden. Dies 
letztere tritt bei irreducibeln Connexen ein, wenn die Gleichung f = 0 
die x oder die w gar nicht enthalt. Enthilt sie die w nicht, so hat 
man die Gleichung einer Curve in Punktcoordinaten vor sich; sie ist 
als Connex so aufzufassen, dass jeder Punkt der Curve mit jeder be- 
liebigen Geraden ein Element des Connexes bilden kann, dass aber 
andre Punkte sich mit Geraden zu Elementen iiberhaupt nicht ver- 
einigen kénnen. Das Entsprechende tritt ein, wenn f= 0 die x nicht 
enthalt und also die Gleichung einer Curve in Liniencoordinaten 
darstellt. 

Die Connexe (1, 1) fihren auf die Collineation, aber in solcher 
Weise, dass auch diejenigen Ausartungen hier noch einen Sinn behal- 
ten, welche als Collineationen bedeutungslos werden. Die Behandlung 
der Collineation durch Untersuchung eines Ausdrucks, welcher die « 
und die « linear enthalt, haben Hr. Gordan und ich im 1. Bande der 
math. Annalen (p. 359 folgd.) bereits gegeben. Geht man vom Begriff 








*) Diese Bezeichnung ist zuniichst der Vorstellung reeller Verianderlicher 
entnommen, dann aber so iibertragen, dass man unter einer einfachen Unendlich- 
keit die Gesammtheit der Werthe einer unbeschriinkt verinderlichen Grisse ver- 
steht, wiewohl die Anzahl der complexen Werthe, welche eine solche annehmen 
kann, eigentlich doppelt unendlich ist. 
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des Connexes aus, so gehért zu jedem Punkte x der Ebene ein Punkt y, 
welcher der Traiger eines Strahlbiischels (Curve 1. Classe) ist; alle Ge- 
raden durch y bilden mit 2 Elemente des Connexes, und zugleich ist 
y der in der Collineation dem Punkte x entsprechende Punkt. Ebenso 
gehért zu jeder Geraden uw eine andere, v (Curve 1. Ordnung), deren 
Punkte mit « Elemente bilden, und zugleich ist uw die Gerade, welche 
der Geraden v in der Collineation entspricht. Man wird bei dieser 
Auffassung auch beziiglich der Collineation auf interessante Saitze und 
Aufgaben gefiihrt. Ich erwihne nur die Construction collinearer Fi- 
guren, wenn nicht 4 Paare entsprechender Punkte gegeben sind, son- 
dern 8 Punkte und 8 Gerade, auf denen die entsprechenden Punkte 
liegen sollen; sowie’ den Satz: 

Bei allen Collineationen, bei welchen die zu gegebenen fiinf Punkten 
gehirigen Punkte auf fiinf gegebenen Geraden liegen, existirt immer 
noch ein sechster Punkt, dessen entsprechende Punkte stimmtlich auf 
einer Geraden liegen, und zwar wird der sechste Punkt und diese Ge- 
rade linear construirt. 


§ 2. 
Coincidenzen und Curvenpaare. 


Wie aus den algebraischen Flichen algebraische Raumcurven ab- 
geleitet werden, so ergeben sich hier aus dem Connex neue Gebilde, 
welche das mehreren Connexen Gemeinsame umfassen. 

Die Gesammtheit der Elemente, welche zwei Connexen gemeinsam 
sind, — oder wenn diese Gesammtheit in rational trennbare Theile zer- 
fallt, jeden solchen Theil — bezeichne ich als Coincidenz. 

Innerhalb einer Coincidenz gehért zu jeder Geraden im Allgemei- 
nen nur eine endliche Anzahl (uw) von Punkten, welche mit ihr ein 
Element bilden kénnen; ebenso gehért zu jedem Punkte eine endliche 
Anzahl (v) von Geraden. Man kann dann uw die Ordnung, v die Classe 
der Coincidenz nennen, diese selbst aber als eine Coincidenz (u, v) 
bezeichnen. 

Die Coincidenz deckt sich mit dem allgemeinsten Begriffe der re- 
ciproken Verwandtschaft, d. h. einer solchen, bei welcher bei zwei 
auf einander liegenden ebenen Systemen A, B jedem Punkte von A 
eine Anzahl von Geraden in B, jeder Geraden in B eine Anzahl von 
Punkten in A entspricht. Das Umgekehrte ist dabei im Allgemeinen 
keineswegs der Fall; den Punkten einer Geraden in A entsprechen im 
Allgemeinen in B die Tangenten einer Curve, und umgekehrt entspre- 
chen einem Punkte in B, d. h. den Geraden des durch ihn gehenden 
Strahlbiischels, Punkte von A, welche eine Curve beschreiben. So sind 
besondere Bedingungen zu erfiillen, damit aus der zwei Connexen (1, 1) 
gemeinsamen Coincidenz die lineare reciproke Verwandtschaft im ge- 
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wohnlichen Sinne hervorgehe; welche dann freilich bei geeigneter 
Wahl der Connexe in allgemeinster Weise hierdurch erzeugt wird. 

Die Gesammtheit aller Elemente, welche drei Connexen gemeinsam 
sind — oder ein rational darstellbarer Theil einer solchen Gesammt- 
heit — bildet ein Curvenpaar. Es sind vermége der Gleichungen 
dieser Connexe im Allgemeinen sowohl die « durch die x als die x 
durch die u rational ausdriickbar, wihrend zugleich durch Elimination 
der x eine Gleichung zwischen den u, durch Elimination der u eine 
Gleichung zwischen den « erhalten wird. Man hat also eine Curve in 
Punktcoordinaten und eine Curve in Liniencoordinaten vor sich, und 
die Punkte der einen sind auf die Tangenten der andern eindeutig 
bezogen. 

Es ist nicht ohne Interesse, das eindeutige Entsprechen zweier 
Curven gerade in der Weise zu betrachten, wie es hier auftritt. Denn 
gerade die nicht aufgeléste Form der Gleichungen, wie sie hier sich 
theoretisch darbietet, ist es, auf welche man in den meisten derartigen 
Untersuchungen unmittelbar gefiihrt wird. 


§ 3. 
Covariante Gebilde und ihr Zusammenhang mit doppelt biniren Formen. 


Jeder Connex fiihrt eine Anzahl covarianter Connexe, Coinciden- 
zen, Curvenpaare unmittelbar mit sich, wie andrerseits auch Gebilde 
der letztern Arten wiederum covariante Gebilde aller drei Stufen im 
Gefolge haben. So erhilt man eine einem gegebenen Connexe cova- 
riante Coincidenz, wenn man jede Gerade der Ebene nicht mit allen 
Punkten der zugehdérigen C,,, sondern nur mit deren Wendepunkten, 
bez. Beriihrungspunkten von Doppeltangenten, zu Elementen verbindet; 
oder wenn man jeden Punkt der Ebene nicht mit allen Tangenten der 
zugehorigen K, zusammenstellt, sondern nur mit den Tangenten ihrer 
Riickkehr- bez. Wendepunkte. Ein Curvenpaar wird gebildet durch 
die im Systeme der C,, auftretenden Doppel- und Riickkehrpunkte und 
die zugehérigen Geraden, so wie durch die im Systeme der XK,, auf- 
tretenden Doppel- und Wendetangenten und die zugehdrigen Punkte. 

Vom Standpunkte der Invariantentheorie ist zunichst von beson- 
derem Interesse eine Classe aus einem gegebenen Connexe abzuleiten- 
der covarianter Connexe (Zwischenformen), welche in folgender Weise 
entstehen. 

Betrachten wir ein beliebiges, nicht dem gegebenen Connexe an- 
gehériges Element (y, v). Der Punkt y ist Scheitel eines Biischels von 
Strahlen u, die Gerade v Triiger einer Reihe von Punkten x. Soll 
(x, «) Element des gegebenen Connexes sein, so wird jedem & eine 
Gruppe [,, von ” Strahlen «, jedem w eine Gruppe G,, von m Punkten 
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x zugeordnet. Betrachten wir ein solches dem gegebenen Connex an- 
gehériges Element (x, «), und die zu x gehorige [, (welche wu ent- 
halt), sowie. die zu u gehdrige G,, (welche x enthilt). Man stelle nun 
die Forderung, dass die Gruppe [,, eine binire Invarianteneigenschaft 
besitze, und dass ebenso G,, dieselbe oder eine andre habe. Dann re- 
sultirt daraus eine Bedingung fiir (y, v), und dieses Element gehért 
einem covarianten Connexe an. 

Es ist eine charakteristische Kigenschaft der so gebildeten cova- 
rianten Connexe, .dass die Gleichungen derselben aus der Theorie bi- 
nirer Formen abgeleitet werden. Die biniiren Formen, welche hier 
zu betrachten sind, enthalten zwei Reihen von Veriinderlichen; und 
die Invarianten, welche bei der obigen Darstellung zu untersuchen sind, 
haben die Invariantenéigenschaft auch dann noch, wenn die eine Reihe 
von Veriinderlichen einer, die andre einer beliebigen andern linearen 
Transformation unterworfen wird. Stellt man eine solche doppelt bi- 
nire Form symbolisch durch 

P = (A,X, + Ay Hy) (Uy &y > Uy Oy)” 
dar, so haben die Invarianten der in Rede stehenden Art den symbo- 
lischen Ausdruck 
J = Zc. (ab) TT (af), 
wo die ¢ Zahlencoefficienten, die a, b . . . Symbole der einen, die a, B ... 
Symbole der andern Art bedeuten, diese beiden Classen von Symbolen 
aber niemals vereinigt auftreten. 
Ist nun symbolisch 


f= (4, %, + Gy Hy + Gy 5)” (Hy, + Uy, + Uy ry)" = O 
die Gleichung des gegebenen Connexes, so findet man als die Gleichung 
des covarianten Connexes, welcher auf die oben angegebene Weise aus 
der Invariante J entsteht: 
O= Ze. TI (abv) TI (@By). 

Diese Classe covarianter Connexe ist also ebenso auf das Studium 
der Invarianten jener doppelt biniiren Formen zuriickgefiihrt, wie die 
Liniengleichung einer in Punktcoordinaten gegebenen Curve auf das 
Studium der Discriminante einer biniren Form mit einer Reihe von 
Verinderlichen. 


§ 4, 
Conjugirte Connexe. 


Unter den Invarianten einer doppelt bindren Form » = (%,, 223%, My) 
giebt es eine, welche den oben angegebenen Forderungen entspricht, 
und welche der Discriminante einer gewéhnlichen biniren Form in ge- 
wissem Sinne analog ist. Geben wir in g den x beliebige feste Werthe, 
so mégen die aus g = 0 entspringenden Werthsysteme der w eine 
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Gruppe [,, bilden; ebenso sollen, wenn wir den u beliebige feste Werth- 
systeme beilegen, die zugehérigen Werthsysteme der x eine Gruppe C,, 
ausmachen. Das Verschwinden der in Rede stehenden Invariante 
driickt dann aus, es existire ein solches Werthsystem x,, 2, U,, Uo, 
dass sowohl die zu x gehérige Gruppe [, die w als Doppellésung ent- 
halte, wie umgekehrt in der zu den u gehérigen Gruppe C,, die x eine 
Doppellésung bilden sollen. Man erhilt diese Invariante, gleich Null 
gesetzt, indem man die x und w aus den vier Gleichungen 


7 09 09 7] 
Ba Say Fa RO 

eliminirt, Gleichungen, welche nur die Stelle von dreien versehen, und 
daher nur auf eine Resultirende fiihren. Diese ist in Bezug auf die 
Coefficienten von g im Allgemeinen vom Grade 2[mn-+ 2 (m — 1) (n— 1)]. 
“Aus ihr entsteht ein in Bezug auf den gegebenen besonders merkwiirdi- 
ger covarianter Connex von der Ordnung n [mn + 2 (m — 1) (n — 1)| 
und der Classe m [mn + 2 (m — 1) (n — 1)], welchen ich den zu dem 
gegebenen conjugirten nenne. Er steht zu dem gegebenen in einem 
Reciprocititsverhiltnisse; der conjugirte des conjugirten ist wieder der 
urspriingliche; und diese ganze Beziehung ist durchaus derjenigen ana- 
log, welche zwischen einer Curve als Punktgebilde und derselben Curve 
als Liniengebilde stattfindet. 


Geometrisch definirt man den conjugirten Connex in folgender 
Weise. Gehen wir von einem Elemente (x, uw) des gegebenen Con- 
nexes aus, so ist x ein Punkt der zu wu gehdrigen C,,, uw eine Tangente 
der zu x gehdrigen K,. Sei nun y der Beriihrungspunkt von uw mit 
dieser K,, v die Tangente jener C,, in x. Alsdann ist (y, v) ein Ele- 
ment des conjugirten Connexes, und man erhalt den ganzen conjugir- 
ten Connex, indem man das Element (7, u) den ganzen gegebenen 
Connex durchwandern lisst. Man erhalt demnach auch die Gleichung 
des conjugirten Connexes, indem man aus den Gleichungen 


af of ro 


Qu; = Oan,? oY = Bu,’ 
die x und die w eliminirt. 


Der gegebene und der conjugirte Connex sind eindeutig auf einan- 
der bezogen. Aber Ordnung und Classe des conjugirten Connexes 
iibertreffen, so lange der gegebene allgemeine Coefficienten besitzt, bei 
weitem die des letzteren. Soll also der conjugirte Connex des conju- 
girten wieder der urspriingliche sein, so muss der conjugirte gewisse 
Kigenschaften besitzen, welche die Ordnung und Classe des ihm con- 
jugirten reduciren. Man findet diese in dem Auftreten der nothwen- 
digen Singularititen. 


Unter den nothwendigen Singularitiiten verstehe ich eine Classe 
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von Singularititen, welche sich bei jedem Connexe selbst oder doch bei 
seinem -conjugirten finden. Bezeichnet man als allgemein einen Connex 
auch dann noch, wenn er zwar nicht ganz willkiirliche Coefficienten 
besitzt, aber die Willkiirlichkeit seiner Coefficienten nur durch das Auf- 
treten dieser Art von Singularitiiten beschriinkt ist, so tritt bei dem 
conjugirten dasselbe ein. Die nur mit solechen Singularititen behafte- 
ten Connexe bilden daher ein in sich geschlossenes System, welchem 
auch ihre conjugirten angehéren. Dieser Begriff ist zuniichst an den 
algebraischen Curven der Ebene gebildet; wo denn jeder Curve in 
Punktcoordinaten sie selbst in Liniencoordinaten in fihnlicher Weise 
gegeniibersteht, wie oben der conjugirte Connex dem urspriinglichen. 
Die nothwendigen Singularitiiten sind hier diejenigen, welche in den 
Pliicker’schen Formeln vorkommen — Doppelpunkte und Riickkehr- 
punkte einerseits, Doppeltangenten und Wendetangenten andrerseits. 
Geht man von einer Curve aus, welche bei iibrigens willkirlichen 
Coefficienten Doppel- und Riickkehrpunkte von willkiirlicher Lage be- 
sitzt, so wird zwar die Zahl der Doppel- und Wendetangenten dadurch 
modificirt werden kénnen, dieselben werden aber sich nicht etwa zu 
hdhern Singularititen zusammenziehen. Die Curve als Ordnungscurve 
betrachtet kann demnach nothwendige Singularitiiten aller Arten ent- 
halten, ohne dass dieselbe Curve, als Classencurve betrachtet, andre 
als ebenfalls nothwendige Singularitiiten enthilt. In gleicher Weise 
kann man den Begriff der nothwendigen Singularititen bei allen al- 
gebraischen Gebilden charakterisiren. 

Wie bei den algebraischen Curven in der Ebene es die Doppel- 
punkte und Doppeltangenten (incl. Riickkehrpunkte und Wendetan- 
genten) sind, welche die nothwendigen Singularititen ausmachen, bei 
den Flichen Doppelcurven und Doppel- bez. dreifache Punkte, so tre- 
ten hier doppelte, dreifache, vierfache Gebilde auf, welche die noth- 
wendigen Singularitiiten bilden. Und zwar erheben sich die Doppel- 
gebilde bis zur zweifachen Mannigfaltigkeit, also bis zur Coincidenz, 
die dreifachen bis zum Curvenpaar, wihrend vierfache Elemente als 


nothwendige Singularitiiten nur discret auftreten. 


g 5. 


Die Hauptcoincidenz und die algebraischen Differentialgleichungen 
-erster Ordnung. 


Als identischen Connex bezeichne ich den Connex (1, 1), welcher 
durch die Gleichung 
U, 2, + UL, + Ur, = 0 
gegeben ist. In diesem Connex gehdrt zu jedem Punkte die Gesammt- 
heit der durch ihn gehenden Geraden, zu jeder Geraden die Gesammt- 
Mathematische Annalen. VI. 14 
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heit der auf ihr liegenden Punkte, Element des Connexes ist tiber- 
haupt jede Combination von Punkt und Gerader in vereinigter Lage. 

Durch die Gesammtheit der Elemente, welche einem beliebig ge- 
gebenen Vonnexe f= 0 und dem identischen Connexe gemeinsam sind, 
ist eine fiir das Studium des Connexes f = 0 besonders wichtige co- 
variante Coincidenz gegeben; ich nenne sie die Hauptcoincidenz des 
Connexes. In dieser Coincidenz entsprechen jedem Punkte » durch ihn 
gehende Strahlen, die von ihm an die zugehérige K, gelegten Tan- 
genten; und jeder Geraden entsprechen m Punkte, ihre Schnittpunkte 
mit der zugehérigen C.,. 


Die Untersuchung der Hauptcoincidenz ist identisch mit der Unter- 
suchung der allgemeinsten algebraischen Differentialgleichung erster Ord- 
nung. Betrachten wir in jedem Punkte der Ebene die m unendlich 
kleinen Elemente, welche von ihm in der Richtung der zugehdrigen 
m Strahlen ausgehen, so setzt sich aus diesen Elementen ein Curven- 
system zusammen, welches die Eigenschaft hat, dass durch jeden Punkt 
der Ebene » Zweige des Systems gehen, und dass jede Gerade von 
m Zweigen des Systems beriihrt wird. Ich nenne diese Curven, die 
zu f = 0 gehérigen Connexcurven. Sie sind das Integral einer alge- 
braischen Differentialgleichung, welche durch den Connex gegeben ist 
und welche allgemeine Coefficienten besitzt, sobald dem Connexe solche 
beigelegt werden. Man hat also eine geometrische Darstellung dieses 
Integrals unmittelbar vor sich, und zwar in einer Weise, dass der 
dualistische Charakter der Integrale sofort hervortritt. Denn die Dif- 
ferentialgieichung selbst kann unmittelbar in doppelter Weise gebildet 
werden, einmal, indem man die x, das andre Mal, indem man die u 
als Veriinderliche einfiihrt. Das erstere geschieht, indem man die u 
durch die Gréssen 


dx, — X,dx,, X,dx, — X,dx,, «,dx, — x, dx, 
ersetzt, das zweite, indem man an Stelle der x die Gréssen 

Uy du, — Ugdu,, U,du, — U, dus, u, du, — updu, 
in die Gleichung des Connexes einfiihrt. 

Jede Differentialgleichung erster Ordnung mit algebraischen Coeffi- 
cienten kann auf diese Weise erhalten werden. Man kann den Zusam- 
menhang einer gegebenen algebraischen Differentialgleichung mit der 
Hauptcoincidenz eines Connexes folgendermassen darlegen. 


Zu einer gegebenen Hauptcoincidenz gehéren noch unendlich viele 
Connexe. Sie sind, wenn f = 0 einer derselben ist, durch die Glei- 


chung f+ M-u, = 0 gegeben, wo M eine beliebig zu wiihlende 


ganze Function der z, uw von den entsprechenden Dimensionen ist. 


Es sei nun eine algebraische Gleichung zwischen §, y, a =p ge- 
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gegeben, p (§, n, p) = 0. Man bringe die Gleichung » =0 in die 
Form 

((&,0; —p, &p — 4) =9, 
was auf unendlich viele Weisen geschehen kann. Dann ist immer 


x“, & uU U 
(Caragaghag) 278 
die Gleichung eines Connexcs, dessen Connexcurven durch die Gleichung 
y = 0 gegeben werden. 

So lange tiber die Coefficienten des Connexes besondre Festsetzungen 
nicht gemacht werden, hat die Differentialgleichung kein singulires In- 
tegral. Es ist aber leicht diejenigen Curven aufzustellen, von welchen 
eine der Ort der Riickkehrpunkte der Integraleurven ist, wihrend die 
andre von den Wendetangenten derselben umhiillt wird. In das sin- 
guliire Integral der einen oder andern Form der Differentialgleichung 
verwandeln sich diese Curven, sobald die Richtung der Riickkehrtan- 
gente iiberall mit der Tangente der Curve der Riickkehrpunkte zusam- 
menfallt, bez. der von den Wendetangenten umhiillte Ort mit dem Orte 
der Wendepunkte selbst identisch wird. 


§ 6. 
Satz iiber algebraische Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Die hier entwickelten Vorstellungen fiihren auf eine interessante 
Anwendung der angedeuteten Theorie, indem sie eine Classification der 
algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung liefern, welche der 
Riemann’schen Classification der A bel’schen Integrale durchaus ana- 
log ist. 

Diese Untersuchungen kniipfen sich an die Erweiterung, welche 
ich dem Riemann’schen Satze iiber die Erhaltung der Zahl p bei ein- 
deutigen Transformationen, oder, geometrisch ausgedriickt, iiber die Er- 
haltung des Curvengeschlechtes, in den Comptes Rendus vom Jahre 1868 
in Bezug auf algebraische Fliichen gegeben habe, und welche Hr. 
Nother im zweiten Bande dieser Annalen auf algebraische Gebilde 
von beliebig vielen Dimensionen ausgedehnt hat. 


Wir bezeichnen durch (x, u) ein Element des Connexes f = 0, 
durch d’x eine Fortschreitung der x innerhalb des Connexes, bei wel- 
cher die w ungeiindert bleiben, ebenso durch d”u eine Fortschreitung 
der « innerhalb des Connexes, bei welchen die # ungeiindert bleiben, 
endlich durch dx, du irgend eine andre innerhalb des Connexes zu- 
lissige Fortschreitung. Es seien ferner a, B beliebige Gréssen, © eine 
ganze Function, welche fiir die « und w bez. zu den Ordnungen m — 3 
und » — 3 aufsteigt. Dann ist 

14* 
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O-(cad’x)(wudud"u) __—- 9 -(w@dxd’x) (wf d"u) 

Za, f x; kan 2B; f u; 
das Element eines dreifachen Integrals. Bestimmt man die Constan- 
ten in © so, dass dieses Integral niemals unstetig wird, so giebt die 
Zahl der iibrigbleibenden Constanten von © das Geschlecht des Connexes 
an, d. h. eine Zahl, welche unveriindert bleibt, wie man auch den Con- 
nex eindeutig transformirt. — In tihnlicher Weise kann man von dem 
Geschlecht einer Coincidenz und eines Curvenpaars sprechen. Das letz- 
tere ist identisch mit dem Geschlecht, welches nach der Theorie der 
Abel’schen Functionen jeder der beiden Curven zukommt. Zur De- 
finition des Geschlechts einer Coincidenz bezeichne ich durch f = 0, 
g@ = die Gleichung der Connexe, deren ganzer oder theilweiser 
Durchschnitt die Coincidenz ist, durch m, » und m’, n’ Ordnung und 
Classe derselben. Es seien sodann dz, du und d’xz, d’u zwei’ Ver- 
schiedene Fortschreitungsrichtungen innerhalb der Coincidenz, es mé- 
gen die a, a, b, B beliebige Gréssen bedeuten, und 0 eine ganze 
Function, welche die x zur Ordnung m + m’ — 3, die wu zur Ordnung 
n+ n° —3 enthilt, Dann ist 
add = —— 9 Ge Fe) (UDB) 

Zb,f'u;. BB,9'u;, — Zb,9'u,;. =B;f %u; 

8 0-(duduu) (xa a) 
" Saf @,. Lag 2,— 2a,f x; Fa,9'x, 


dJj= 











Element eines Doppelintegrals. Bestimmt man nun die Constanten 
in 9, nachdem man ihre Anzahl durch die Gleichungen f= 0, » = 0 
mdglichst reducirt hat, so dass das Doppelintegral niemals unendlich 
wird, so giebt die Zahl der iibrigbleibenden willkiirlichen Constanten 
das Geschlecht der Coincidenz an; eine Zahl, welche sich bei eindeu- 
tigen Transformationen der Coincidenz nicht iindert. 

Wenden wir dies insbesondre auf die Hauptcoincidenz eines Con- 
nexes an. Nicht jede eindeutige Transformation fiihrt die Hauptcoin- 
cidenz eines Connexes wieder in eine solche iiber. Aber unter allen 
eindeutigen Transformationen, deren eine Hauptcoincidenz fihig ist, 
giebt es insbesondere eine Gruppe von solchen, welche sie wieder in 
eine Hauptcoincidenz iiberfiihren; und auch fiir diese muss also die 
Erhaltung des Geschlechts stattfinden. Es zeigt sich nun, dass diese 
Transformationen genau die eindeutigen Transformationen der zugehi- 
rigen Differentialgleichung erster Ordnung sind. Ist diese, in der ge- 
wohnlichen Bezeichnung, durch 


(1) ... f(z, vas) an 


dargestellt, wo f eine ganze Function ist, so besteht diese eindeutige 
algebraische Transformation allgemeinster Art darin, dass man 
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d 
t= 9 (2 »Y, az) 


d 
= (2, Y; a) 


setzt. Dabei sollen m, wy iibrigens beliebige rationale Functionen sein; 
vorausgesetzt wird, dass man aus (1.), (2.), und der Gleichung, die sich 


ergiebt, indem man ai auch durch 2, y, oy ausdriickt, im Stande sei, 


ae 


auch 2, ¥, se durch &, 9, “e eindeutig auszadriicken. Die Endglei- 


chung in &, , ah ist dann eine transformirte Differentialgleichung, 


fiir welche jene Zahl denselben Werth hat, wie fiir die urspriingliche. 
Man kann daher diese Zahl auch fiiglich das Geschlecht der Differen- 
tialgleichung nennen, es ergiebt sich so eine Classification der algebrai- 
schen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die Differential- 
gleichungen von gleichem Geschlechte zu einer Gruppe vereinigt, unter 
dieser aber als identisch alle diejenigen betrachtet, welche durch ein- 
deutige Transformation aus einander hervorgehen. Ich bemerke ins- 
besondre, dass das Geschlecht immer gleich Null wird, sobald die Diffe- 
rentialgleichung sich dadurch integriren lisst, dass y gleich einem nach x 
genommenen Abel’schen Integrale wird; wenn also die Differential- 
gleichung aus Gleichungen der Form 
Te —9(6 8), 1,8) —=0 

durch Elimination von € entstanden ist, wobei g, f rationale Functio- 
nen ihrer Argumente bedeuten. 


§ 7. 
Zusammenhang mit der Liniengeometrie. 


Ich will zum Schluss dieser Note noch auf eine Beziehung hin- 
weisen, welche zwischen den ‘Connexen und den Complexen Pliicker’s 
eintritt und welche zeigt, dass diese Gebilde wesentlich nur als ver- 
schiedene Interpretationen desselben algebraischen Begriffes aufzufas- 
sen sind, 

Denken wir uns zuniichst das System der Geraden wu, welche ‘in 
der Ebene eines gegebenen Connexes liegen, durch die Punkte y einer 
zweiten Ebene collinear abgebildet. Jedem Elemente (a, «) der ersten 
Ebene entspricht dann eine Gerade, welche den Punkt 2 mit dem zu 
wu gehérigen y verbindet. Den simmtlichen Elementen (a, w) sind die 
Geraden des Raums auf diese Art eindeutig zugeordnet. 

Wird zwischen den Elementen der Ebene eine Gleichung (die des . 
Connexes) festgesetzt, so fiihrt dies auch eine Beziehung mit sich, 
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welcher die entsprechenden Geraden des Raums geniigen miissen. Dem 
Connexe entspricht also ein Complex; ebenso, wenn zwei Gleichungen 
gegeben sind, der Coincidenz eine Congruenz, endlich bei drei gegebe- 
nen Gleichungen einem Curvenpaar eine Linienfliche. 

Man kann in ahnlicher Weise analytisch die Gleichung des Con- 
nexes sofort in die Gleichung eines Complexes iiberfiihren. Es seien 
—, » Coordinaten von Raumpunkten, 

Pe = Em — E, Hi 
die Coordinaten einer Geraden. Man setze in der Gleichung 
_ f (&y Le, By} %,, My, Hy) = O 

des Connexes etwa 

OL, = Pix, FU, = Py, 

OL, = Py, TUy = Poy, 

CX; = P3,, TUy = Py3- 
Die Gleichung des Connexes geht dann in die Form iiber 

. (1.) - ++ QD (Piz, Poss Pity Posy Ps) = 0. 

Die Grésse p,, kommt nicht vor, so dass die Identitiét nicht zur An- 
wendung kommt. Der Complex (1.) ist vom Grade m + n, enthilt 
aber dem Complexe (m -+- m)ten Grades mit allgemeinen Coefficienten 
gegeniiber charakteristische Besonderheiten. Denn da seine Gleichung 
fiir P14, Poy, Ps, homogen vom mien, fiir p,,, p.,, py, homogen vom 
nten Grade ist, so enthilt der Complex eine mfache und eine -nfache 
singuliire Ebene; jede in diesen Ebenen liegende Gerade ist mfache, 
bez. nfache Gerade des Complexes, und diese Ebenen sind keine an- 
deren als die Ebenen der x und y der oben gegebenen Construction. 

Will man umgekehrt von einem gegebenen Complexe zu einem 
ihm eipdeutig entsprechenden Connexe in der obigen Weise iiber- 
gehen, so geschieht dies, indem man mit Hiilfe der Identitiit p,, eli- 
minirt, Ist der Complex als Complex rten Grades mit willkiirlichen 
Coefficienten gegeben, so muss man hierzu seine Gleichung mit p;, mul- 
tipliciren, d. h. man muss dem Complexe eine Gerade (die Durch- 
schnittsgerade der singuliren Ebenen), oder was dasselbe ist, den durch 
sie dargestellten speciellen linearen Complex rfach hinzufiigen. 

Indem man das Studium ‘dieser Gebilde also einmal von Seite der 
Connexe, einmal von Seite der Complexe entnimmt, liegt der Unter- 
schied wesentlich in dem, was man das eine und das andre Mal all- 
gemei nennt. Bei der einen Behandlungsweise ist ein Complex rten 
Grades allgemein zu nennen, wenn seine Gleichung mit allen 6 p an- 
geschrieben, allgemeine Coefficienten zeigt; das Auftreten einer mfachen 
und einer wfachen singuliren Ebene (m+ » =r) ist eine Ausartung. 
Bei der andern Behandlungsart ist umgekehrt letzteres das Allgemeine, 
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der im vorigen Sinne allgemein genannte Complex entsteht hier aus 
diesem durch rfache Absonderung eines speciellen linearen Complexes. 
Fiir die Connexe ist der Unterschied der beiden Behandlungsweisen 
ein ganz abnlicher, der, nur in entgegengesetztem Sinne, die beiden 
Fille charakterisirt. 

Ein solcher Unterschied der Behandlungsweise, motivirt durch ver- 
schiedene Definition dessen, was man allgemein nennt, tritt in der 
Auffassung von Theorien nicht nur bei geometrischen Gebilden sehr 
hiiufig auf, und wird nicht immer hinlinglich beachtet. So sind die 
allgemeinen Eigenschaften der Differentialgleichungen verschiedene, je 
nachdem man die Differentialgleichungen oder die Integralgleichungen 
sich durch allgemeine Functionen gegeben denkt. Ein anderer be- 
kannter Fall dieser Art, der dem oben behandelten nahe steht, wird 
durch die Normalform der algebraischen Gleichungen gebildet, die in 
der Theorie der Abel’schen Functionen auftreten, wenn man diese 
einmal wie Riemann, das andre Mal aber in solcher Weise annimmt, 
wie Hr. Gordan und ich sie in unserer Theorie der A bel’schen 
Functionen zu Grunde gelegt haben. 












Zur Theorie der Riemann’schen Flache *). 


Von A. Ciesscu 7. 


Im vierten Bande der Annalen hat Hr. Liiroth einen Satz gegeben, 
welcher fiir die Theorie der algebraischen Functionen von grosser Wich- 
tigkeit ist. Er zeigt, dass fiir die einer Gleichung f(s, z) = 0 ent- 
sprechende Riemann’sche Flache eine typische Darstellung existirt, 
in welcher die Verzweigungspunkte eine einfache und iibersichtliche 
Lage besitzen. Da in dem angefiihrten Aufsatz die Sache nur. kurz 
angedeutet, die Beweise grossentheils nicht gegeben sind, mag es nicht 
iiberfliissig erscheinen, wenn ich hier den Gegenstand nochmals dar- 
lege, wie ich ihn in meinen Vorlesungen behandle, um zugleich einige 
Erweiterungen und Bemerkungen daran zu kniipfen. Es wird sich 
dabei insbesondre der volle Umfang von Méglichkeiten zeigen, welche 
die Liiroth’sche Umformung der Riemann’schen Fliche noch ein- 
schliesst, auch wird sich zeigen, wie eine Anzahl von Betrachtungen, 
welche fiir die Abel’schen Functionen nicht ohne Schwierigkeit sind, 
auf das einfachere Schema der hyperelliptischen Functionen zuriickge- 
fiihrt werden kinnen. 


§ 1. 
Blatter und Schleifen. 


Denken wir uns eine Gleichung f(s, 2) = 0 gegeben, welche vom 
nten Grade in s sein mag. Der Darstellung von s als Function von z 
entspricht eine iiber die z-Ebene ausgebreitete n-blittrige Riemann’- 
sche Fliche. Um sie zu construiren, wihlt man in der z-Ebene einen 
beliebigen Punkt z, der nur kein Verzweigungspunkt sein darf, und 
ordnet die ihm entsprechenden Werthe von s (etwa s,, Ss, ... S,) in 
beliebiger Folge; sie bezeichnen die Blatter der Riemann’schen 
Fliche. Sodann markiren wir in der z-Ebene die sich nicht auf- 
hebenden Verzweigungspunkte, von denen vorausgesetzt werden soll, 
dass in jedem nur zwei Werthe von s gleich werden und dass keiner 
im Unendlichen liege; wir ordnen diese Verzweigungspunkte in belie- 
biger Weise an und ziehen eine sich nicht durchkreuzende Curve C, 
welche, vom ersten beginnend, die Verzweigungspunkte der festgesetz- 
ten Reihenfolge nach durchliuft und bei dem letzten endigt. 


*) Unmittelbarer Abdruck eines nachgelassenen, fiir diese Annalen bestimm- 
ten Manuscriptes, 
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Setzen wir nun die Function s, von einem Werthe s; bei 2, 
ausgehend, (im i'" Blatte) continuirlich fort, jedoch ohne dabei je 
die Curve C zu tiberschreiten, so erhalten wir vollkommen alle Werthe, 
welche s im i‘ Blatte annimmt, und zwar eindeutig, und — abge- 
sehen von den Punkten der Curve C — stetig. 





Fiihren wir eben dies fiir alle Blatter, d. h. der Reihe nach mit 

allen s; beginnend, aus, so erhalten wir die Ausbreitung der ganzen 
‘nD, Function s. Sie verliiuft in jedem Blatte eindeutig und stetig; nur 
h- lings der Curve C gelangt man aus einem Blatte ins andere. 
it- Von dem Punkte z, ziehen wir nun Curven k, welche sich selbst 
rt, und einander nicht kreuzen, nach den Verzweigungspunkten auf C, 
he und zwar so, dass die Folge der Tangenten, welche diese Curven in 
TZ , besitzen, der Folge der Verzweigungspunkte entspricht, nach wel- 
ht chen sie gehen. Wir kénnen dies auch so ausdriicken, dass wir die 
ur Curve C durch eine zweite Curve C’ zu einer geschlossenen, sich nicht 
ge schneidenden Curve ergiinzen, in deren Innerem 2, liegt, und die Cur- 
ch ven & siimmtlich im Innern des von C, C’ umschlossenen Flichenstiicks 
he ziehen, Uebrigens kann man, da die Curven C, C’ nur ohne Ueber- 
n- schreitung von Verzweigungspunkten und ohne gegenseitige Durch- 
n, kreuzung verschiebbar sind, insbesondere diese Curven auch durch das 
d, System der Curven i ersetzt denken. Von diesen ist dann nur jede 
e- doppelt zu rechnen; die erste und die letzte, jede einfach gerechnet, 

ersetzt die Curve (’, alles Uebrige zusammen die Curve C. 

Unter einer Schleife soll nun ein Weg verstanden werden, welcher 
vom Punkte z, beginnend auf einer der Curven ik bis zu dem entspre- 
chenden Verzweigungspunkte verliuft, in unendlich kleinem Kreise um 
diesen herumgeht und auf der Curve & selbst zu 2, wieder zuriick- 


kehrt. Diese Schleife kann in m verschiedenen Weisen durchlaufen 
werden, indem man mit jedem der » Anfangswerthe von s beginnen 
kann. In » — 2 Fallen wird man nach dem Durchlaufen der Schleife 
zu dem Ausgangswerthe von s zuriickkehren. Dagegen wird ein An- 
fangswerth s, existiren, der nach Durchlaufen der Schleife zu einem 
andern Werthe s, fiihrt, wihrend umgekehrt der Ausgangswerth s, zu 
Sp als Endwerth zuriickfiihrt. Wir sagen dann, der betreffende Ver- 


4 zweigungspunkt verbinde das p'* und das qg'* Blatt, und bezeichnen 
- ihn als einen Verzweigungspunkt (p, q). 

od Die Nummern p und q der Blatter, welche bei der getroffenen An- 
r crdnung durch einen gewissen Verzweigungspunkt verbunden werden, 
sind nicht an und fir sich durch diesen Verzweigungspunkt bestimmt, 


sondern sie hiingen von der Reihenfolge ab, in welcher man durch die 
Curve C die Verzweigungspunkte verbunden hat. Die Aenderung die- 
i. ser Reihenfolge bedingt eine andere Lage der Curve C und fiihrt im 
Allgemeinen eine Aenderung in den Nummern der Blatter herbei, 
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welche durch die einzelnen Verzweigungspunkte verbunden werden. 
Es entsteht die Frage, ob man durch Aenderung der Reihenfolge der 
Verzweigungspunkte eine einfache Gesetzmiissigkeit in diesen Verbin- 
dungen, eine typische Anordnung der Riemann’schen Flache zu er- 
reichen im Stande sei. 


§ 2. 
Anordnung der Verzweigungspunkte. 


Wir wollen die Verzweigungspunkte der Reihe nach durch 
We, Wes. MB 


bezeichnen. Es soll jetzt die Reihenfolge geiindert werden. Dies kann 
immer dadurch geschehen, dass man hinreichend oft zwei auf einander 
folgende Punkte vertauscht. Es ist also nur die Wirkung zu unter- 
suchen, welche die Vertauschung zweier auf einander folgender Punkte 
in Bezug auf die Verbindung der Blatter hervorruft. 


Indessen kann man diese Vertauschung von w; und w;+, noch in 
doppelter Weise vornehmen. Erstlich kann man von w;_; 2U Wj41 
auf einem Wege gehen, welcher innerhalb des von C, C’ umschlossenen 
Raumes liegt, dann von w;;, zu w; (ob im fussern oder im innern 
Raume ist hier gleichgiiltig), und von w; zu w;42 im iiussern Raume 
gehen. Oder man kann von w;_,; zu w;4, durch den iiussern Raum 
gehen, dagegen von w; zu w;;2 durch den innern. Offenbar ist der 
Unterschied beider Verfahrungsarten derselbe, als ob man die Reihen- 
folge aller Verzweigungspunkte umgekebrt hitte. Ich werde mich nur 
der ersten Verfahrungsweise bedienen, welche, wie man sehen wird, 
ausreicht. 

Der neue Weg 

W,, We... Wit, Wi41, Wi, Wi4e.-. UW, 
mag so gezogen sein, dass zg, noch innerhalb des von der neuen Curve 
C und von C’ umschlossenen Raumes liegt. Es ist nun ersichtlich, 
dass die Punkte w,, w, ...Wi—1, Wi+1, Wi+2, ..- W, bei der neuen 
Anordnung dieselben Bliitter verbinden wie friiher; nur bei w; hat sich 
die Sache geiindert. Betrachten wir niimlich das alte System der Cur- 
ven k, so sehen wir, dass alle iibrigen Curven dieses Systems, abge- 
sehen von k;, auch noch als Curven & fiir die neue Curve C benutzt 
werden kénnen. Nur die alte Curve &; verliuft jetzt weder in einer 
Weise, wie die Definition der entsprechenden Curven bei der neuen 
Anordnung es verlangt, noch lisst sie sich durch unwesentliche De- 
formationen in eine solche Lage bringen. Denn es war wesentlich, dass 
nach der urspriinglichen Anlage die Curve k;, wenn wir uns in einem 
kleinen Kreise, den Nummern 1, 2... r der Curven k folgend, um 4 
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ny vor k;4., kam, wihrend bei der neuen Anordnung an Stelle 
von Kk; eine Curve k; gesetzt werden muss, welche nach k,, kommt. 
Diese Curve muss, um im Iunern der neuen Begrenzung zu verlaufen, 
den Punkt w; erreichen, indem sie zwischen w;4, und w;+2 die alte 
Begrenzung iiberschreitet. 

Es ist nun die Frage, welche der Wurzeln s,, s, ... 8, durch die 
neue Schleife k; verbunden werden. Um dies einzusehen, muss man 
die Schleife k; in ein Ag- 
gregat von Schleifen i 
durch erlaubte, d. h. keinen 
Verzweigungspunkt —_iiber- 
schreitende Schleifen iiber- gy, 
fiihren. Dies geschieht, in- | 
dem man zunichst die \ 
Schleife k;4:, dann die 
Schleife &; und endlich 
nochmals die Schleife k;, 
durchliuft. 





Verbindet nun w; in a ‘ 
der ersten Anordnung zwei 4 
ganz andre Blitter wie w;,,, so kénnen bei diesem Umgange niemals 
die Schleifen k; und k;4, gleichzeitig zur Wirkung kommen. Fiangt 
man in einem Blatte an, dessen Wurzel k;41 zugeordnet ist, so endigt 
man beim ersten Durchlaufen von k;;; auch mit einer solchen, das 
Durchlaufen von i; andert demnach nichts, das zweite Durchlaufen 
von k;4.1 fiihrt zur Ausgangswurzel zuriick. Fangt man in einem 
Blatte an, dessen Wurzel k; zugeordnet ist, so ist die Schleife k;+1 
jedesmal wirkungslos, und der Erfolg des durchlaufenen Weges ist 
derselbe, als wenn man die Schleife &; allein durchlaufen hitte. 

Die Vertauschung von w;,, mit w; iindert also nichts, wenn die 
durch diese Punkte verbundenen Blatter siimmtlich verschieden sind. 
Ebenso ist es, wenn beide Punkte dieselben Bliitter, etwa p und gq, 
verbinden. Denn gehen wir von der Wurzel s, aus, so fiihrt kj, zu 
S,, sodann k; zu s,, endlich k;4, zu s, Der ganze Umgang, also die 
Schleife k;, fiihrt also von s, zu s,, wie k;. 

Wenn dagegen w;+, die Blitter p und q, w; die Blatter p und m 
verbindet, wo m von q verschieden ist, so fiihrt, indem man von s, aus- 
geht, die Schleife ;, zu s,, dann k; zu s,, das letzte Durchlaufen 
von kj4; aber aindert nun nichts mehr, Daher verbindet k; nun- 
mehr die Wurzeln s, und s,,, also die Blatter q, m, wahrend k; die 
Blatter p, m verband. 

Man kann diese 3 verschiedenen Fiille in der einen Regel zusam- 
menfassen: 
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I. Vertauscht man in der angegebenen Weise zwei auf einander 
folgende Verzweigungspunkte, so vertauschen diejenigen Blitter, welche 
der vorantretende Punkt verband, in Bezug auf den zuriicktretenden 
thre Rolle, wihrend alles tibrige ungedndert bleibt. 

In der That bleibt nach dieser Regel alles ungeiindert, sobald die 
zu w; gehdrigen Blatter beide mit den zu w;;, gehérigen iibereinstim- 
men oder beide davon verschieden sind. Haben die beiden Punkte 
aber ein Blatt gemein, so dass w;,, die Blatter p, q, w; die Bliitter 
p, m verbindet, so verbindet w; spiiter, indem p, q ihre Rolle tauschen, 
die Blatter g, m, wie oben. 

Stellt man einen Punkt w;+, nicht bloss, wie oben, um eine, son- 
dern um mehrere Stellen voran, also etwa vor w;_,, so ist nur der 
obige Schritt wiederholt auszufiihren, und man hat die Regel: 

I]. Stellt man in der oben angegebenen Weise einen spiitern Ver- 
sweigungspunkt an eine friihere Stelle, so vertauschen sich in Bezug 
auf alle iibersprungenen Punkte die beiden Bliitter, welche durch der. 
vorgeschobenen Punkt verbunden waren. 


§ 3. 
Schematische Anordnung der Verzweigungspunkte. Gruppen. 


Es muss nun gezeigt werden, wie man mit Hiilfe dieses Satzes zu 
einer Anordnung der Verzweigungspunkte, bez. einer Curve C, ge- 
langen kann, bei welcher die Verbindung der Blatter nach einem ein- 
fach auszudriickenden und iibersichtlichen Gesetze erfolgt. 

Diese iibersichtliche Anordnung soll darin bestehen, dass Ver- 
zweigungspunkte, welche dieselben Blatter verbinden, auch immer zu- 
sammenstehen und eine Gruppe bilden, derart, dass dieselben Bliitter 
durch weitere Verzweigungspunkte nicht mehr verbunden erscheinen. 
Eine solche Gruppe mag dain durch G,, bezeichnet werden, wenn alle 
ihre Verzweigungspunkte die Blitter h,k verbinden. Ferner aber sol- 
len diese Gruppen sich in folgender Anordnung befinden: 


Gio, Gy; eee Gin; G,;,; G., eee Gra, eee Ga-1, ny 


wobei nicht ausgeschlossen ist, dass einige dieser Gruppen fehlen, 
d. h. keine Verzweigungspunkte enthalten kénnen. 

Es ist zu zeigen, dass durch Anwendung des Satzes II. eine solche 
Anordnung sich erreichen lisst. Dabei geniigt es zu zeigen, dass mau 
Gruppen G,,, G,, .-- Gi» vorziehen kann, so dass hinter diesen kein 
Verzweigungspunkt mit dem Index 1 mehr erscheint. Denn auf die- 
selbe Weise kann man diesen Rest dann behandeln, und erhalt Grup- 
pen G,,, G,,..., auf welche dann Verzweigungspunkte folgen, die 
auch den Index 2 nicht mehr enthalten u. s. w. 
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Das erstere aber sieht man folgendermassen ein. Ich stelle zu- 
nichst eine vorliufige Anordnung her, bei welcher die ersten Verzwei- 
gungspunkte, bis zu einem gewissen hin, immer das Blatt 1 mit einem 
andern verbinden, wihrend die darauf folgenden immer Blitter ver- 
binden sollen, welche von 1 verschieden sind. Um diese vorliufige 
Anordnung zu erreichen, bemerke ich, dass, wenn bei irgend einer An- 
ordnung im Anfange Verzweigungspunkte, welche sich auf das erste 
Blatt beziehen, am Ende aber auf andere Blatter beziigliche, stehen, 
diese bereits der Anforderung geniigen, und also nur die zwischen 
ihnen befindliche Reihe von Punkten noch umzuordnen ist. Kann man 
also ein Verfahren angeben, wodurch die Zahl dieser noch umzuordnen- 
den Punkte vermindert wird, so muss eine endliche Reihe von Schrit- 
ten zu der gesuchten vorliiufigen Anordnung fiihren. Ein solches Ver- 
fahren besteht aber darin, dass man in der noch zu betrachtenden 
Reihe den letzten noch dem Blatte 1 zugeordneten Verzweigungspunkt 
vor alle andern Punkte der Reihe zieht. Dieser Punkt scheidet dann 
aus der Zahl der noch umzuordnenden Punkte aus, und die Zahl der- 
selben ist also wenigstens um 1 vermindert. 

So sehen wir, dass die vorliufige Anordnung erreichbar ist. Die 
in dem ersten Theil der Anordnung verbundenen Blitter seien der 
Reihe nach 

7 SN ee 
Von den Zahlen h, i, k ... sei w die kleinste; und die Verbindung 
1,u komme @ mal vor. Man ziehe nun der obigen Regel nach diese 
« Punkte vor. Man hat dann in der neuen Anordnung erstlich eine 
Anzahl von Punkten, welche die Blatter 1, verbinden. In der darauf 
folgenden Reihe, die aus den iibrigen Punkten 1,h; 1,74... hervor- 
gegangen sind, kommen dann ausser 1 nur Zahlen vor, welche min- 
destens gleich w sind. Behandeln wir diese Reihe ebenso, wie oben 
die ganze Reihe der Verzweigungspunkte — theilen wir sie also wieder 
in friihere Punkte, welche dem Blatt 1, und in spiitere, welche andern 
Blittern zugehéren, so ist die Reihe der jetzt mit 1 verbundenen 
Punkte jedenfalls wenigstens um « kleiner als vorhin. Ist nun v (> p) 
die kleinste mit 1 hier verbundene Zahl, so ziehen wir wieder alle die 
Bliitter 1, v verbindenden Verzweigungspunkte vor u. s. w. Man erhilt 
auf diese Weise eine Anordnung der Verzweigungspunkte in Gruppen 
Gin, Gir, Gig--. (U<v<ce..-.), 
auf welche dann Punkte folgen, die mit dem Blatte 1 nicht mehr ver- 


bunden sind. Dies aber war zu beweisen. 
Die Herstellbarkeit der Anordnung 


Gio, G45 eee Gin; G3; Gy, eee Gen, eee Gant. a 


ist hiermit dargethan. Hr. Liiroth hat bewiesen, dass die Zahl der in 
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jeder Gruppe vereinigten Verzweigungspunkte eine gerade sein muss. 
Man kann diesen Beweis folgendermassen fiihren. Nehmen wir an, 
der Satz wiire bewiesen fiir--die ersten Gruppen der Anordnung bis 
zu der Gruppe Gx (i << k). Es ist zu zeigen, dass er dann auch fiir 
diese gilt. Nun weiss man aber, dass, wenn man alle Schleifen sich 
cyclisch geordnet denkt, so dass auf die letzten die ersten’ wieder fol- 
gen, und wenn man nun mit irgend einer Wurzel s; beginnend, von 
irgend einer Stelle aus den ganzen Schleifencyclus durchliuft, man 
immer zu der Ausgangswurzel zuriickkehrt. Beginnen wir nun mit 
s; und bei der ersten Schleife der Gruppe Gj. Enthielte diese Gruppe 
eine ungerade Anzahl von Verzweigungspunkten, so wiirde das Durch- 
laufen der Gruppe zur Wurzel s, fiihren; diese aber findet sich als 
Index erst wieder bei Gruppen, welche gréssere Indices als i enthal- 
ten. Beim Fortgange der Operation wiirde man also durch die spii- 
tern Gruppen nie mehr zur Wurzel s; zuriickgefiihrt werden kénnen, 
das Ende der letzten Gruppe wiirde etwa auf eine Wurzel s,, fiihren, 
wo m> i. Jetzt wiirde man zu den ersten Gruppen iibergehen. Aber 
diese enthalten der Voraussetzung nach jede eine gerade Anzahl von 
Verzweigungspunkten; das Durchlaufen einer solchen Gruppe kann 
also nur immer zu der Wurzel zuriickfiihren, mit welcher man begon- 
nen hat. Also auch diese Gruppen kénnen nicht zu s; zuriickfiihren, 
mithin auch nicht der ganze Umgang. Demnach ist die Voraussetzung 
~ unmdglich, dass G;, aus einer ungeraden Anzahl von Verzweigungs- 
punkten bestehe. Dass die erste Gruppe G,, aus einer geraden Anzahl 
besteht, findet man durch dasselbe Verfahren, indem man das Gegen- 
theil annimmt und zeigt, dass man, mit der Wurzel s, beginnend, nie 
wieder zu ihr zuriickkehren kénne. Demnach miissen iiberhaupt alle 
Gruppen aus einer geraden Anzahl von Verzweigungspunkten bestehen. 
Hieraus folgt, dass wir die Gruppen G;, nach Belieben umordnen 
kénnen, ohne dass ihre Indices zu verindern sind. Denn ziehen wir 
gleichzeitig eine gerade Anzahl neben einander stehender und gleich- 
artiger Verzweigungspunkte vor eine beliebig grosse Anzahl voran- 
stehender Punkte, so werden bei diesen nur die Blitter, welche durch 
jene vorgeschobenen Punkte verbunden werden, eine gerade Anzahl 
von Malen zu vertauschen sein, d. h. diese Blitter behalten genau ihre 
urspriingliche Rolle hei, es wird iiberhaupt nichts geiindert. 


g 4, 


Zusammenziehung von Gruppen. Zuriickfihrung auf die geringste Zahl. 


Die Vertauschung der Gruppen entspricht also gewissen Abiinde- 
rungen der Curve C, welche die Art des Zusammenhanges der Blitter 
durchaus ungeiindert lisst. 


s 
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Dagegen giebt es, wie ebenfalls Hr. Liiroth gezeigt hat, eine ein- 
fache Art, die Curve C so abzudndern, dass an Stelle zweier Gruppen 
Giz, Gim die Gruppen Gix, Gm treten, und zwar enthalten diese neuen 
Gruppen einzeln genau dieselben Verzweigungspunkte wie die vorigen. 
Das Verfahren ist folgendes. Die Gruppe G;, mag aus 2 « Punkten 
bestehen. Man theilt diese in 2 « — 1 erste, und einen letzten. Zwi- 
schen die 2 @ — 1 und diesen einen schiebt man die Gruppe G;», was 
ohne Aenderung des Bliitterzusammenhanges geschieht; denn man kann 
immer die Gruppe G;,, unmittelbar hinter G;, stellen und sie dann vor 
den einen Punkt von G;, ziehen. Sodann aber zieht man zweitens 
diesen einen Punkt wieder vor die ganze Gruppe Gim. Die Gruppe 
Gj, ist dann wieder vollstiindig; in der Gruppe G;,, aber sind die 
Blatter ¢, k zu vertauschen, d. h. sie geht in eine Gruppe G;,, tiber, 
was zu beweisen war. 

Wenden wir diesen Satz nun auf eine Anzahl von Gruppen an, 
deren Indices von einem Blatte « zu einem Blatte w iiberfiihren: 
Gap, Gay .-+ Gea, Ging, 
so sehen wir, dass wir die Curve C immer so abiindern kénnen, dass 
zuniichst die Gruppe Ga, in eine Gruppe G,, iibergeht, dass dann in 
dieser x wieder durch den niichst vorhergehenden Buchstaben ersetzt 
werden kann u. s. w.; und dass also endlich an Stelle von G,, eine 
Gruppe G,, tritt. Dies ist immer der Fall, sobald nur die Blitter 
a, w durch eine Reihe von Gruppen verbunden erscheinen. 
Hieraus kann man nun leicht den folgenden Satz ableiten: 
An Stelle der Gruppen 
Bras Digs. s) Pansy Gagy Gay oi Gad, ss GQyans 
kann man immer n — 1 Gruppen setzen, welche zusammen alle Ver- 
zweigungspunkte umfassen und welche gerade ausreichen, um alle Bliit- 
ter unter einander zu verbinden. Die Art aber, in welcher die Bliitter 
unter cinander verbunden werden, ist ganz willkiirlich und kann durch 
Aenderung der Curve C in jeder beliebigen Weise abgetindert werden. 
Um diesen Satz zu beweisen, geniigen folgende Betrachtungen. 
In irgend einer beliebigen Anordnung seien die Blitter 
ae ee 
Durch die Gruppen G ist jedenfalls eine Verbindung zwischen allen 
Blittern hergestellt, da sonst die Fliche zerfallen wiirde. Daher ist 
auch zuniichst eine Verbindung zwischen den Blittern 7, und 7,; und 
irgend eine Gruppe, welche den Index i, enthalt, kann daher in Gj, ;, 
iibergeftihrt werden. Sodann besteht zweitens eine Verbindung dieser 

Blatter mit 7,; daher kénnen wir irgend eine Gruppe, welche i, ent- 

hilt, in eine Gruppe G;,;, oder G;,;, tiberfiihren, und zwar ist es ganz 

in unser Belieben gestellt, was von beiden eintreten soll. Indem wir 
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so fortfahren, erzeugen wir ein System von Fundamentalgruppen. Sie 
verbinden die Blatter so, dass i, mit i,, i, mit 7, oder ¢,, ¢, mit ¢,, 
i, oder i, ete. zusammenhiingt. Wir wollen diese » — 1 Gruppen da- 
her durch 


: i 
I, = ( 4), r=(t iy), r= (si), a. na=(? i) 
tg ; 1 


$,. — 


bezeichnen. 

Ausser diesen sind nun noch andre Gruppen vorhanden. Eine 
solche sei etwa Gag. Dabei ist B eine der Zahlen 7,, i, ... in, @ eine 
andre. Kommen a, in den Gruppen I" vereinigt vor, so vereinigt 
sich Gag nur mit der betreffenden Gruppe I’. Kommt aber in den 
T £g nicht mit @, sondern mit y vereinigt vor, so kann man dem 
Obigen zufolge die Curve C immer so abiindern, dass die Gruppe 
Gag in eine Gruppe G,g tibergeht und dann sich mit einer der Grup- 
pen I" vereinigt. Die so erweiterten Gruppen I bleiben also allein 
iibrig; sie umfassen alle Verzweigungspunkte, die Art und Weise aber, 
in welcher sie die Blitter verbinden, ist ganz willkiirlich gewihlt, wie 
der Satz es aussagt. 


§ 5. 
Kreis der méglichen Abinderungen bei Herstellung der typischen 
Gruppen. 


Nach dem Bisherigen kénnen also die Verzweigungspunkte in 
m — 1 Gruppen I" von solchen geordnet werden, welche nur immer 
dieselben zwei Bliitter der Fliche verbinden; die Curve C ist dann so 
gelegen, dass sie zuerst alle Punkte der ersten, dann alle der zweiten 
Gruppe trifft ete. Auch ergab sich schon eine Mannigfaltigkeit von 
Méglichkeiten, indem man die Curve C so abiindern konnte, dass die- 
selben Gruppen immer andre Blitter verbanden, und dass auf solche 
Weise alle méglichen Combinationen hergestellt wurden, welche nur 
die Eigenschaft hatten, alle Blatter unter einander in Verbindung zu 
setzen. 

Hierbei aber waren noch die in jeder Gruppe befindlichen Punkte 
und ihre Anzahlen immer dieselben. Um den eigentlichen Inhalt dieser 
Untersuchungen aber zu ergriinden, muss man auch noch fragen, in 
wie weit diese Elemente wesentlich und unveriinderlich sind. Bei 
niherer Betrachtung zeigt sich beides als ganz unwesentlich und durch- 
aus verinderlich. Man kann niimlich folgenden Satz beweisen: 

Theilt man die r Verzweigungspunkte ganz beliebig in 
2r, +247, ... +2m-1=—F 
Gruppen, wo r,, r, ... belicbig gewiihlte, dieser Gleichung geniigende 
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positive Zahlen sind, und in jede Gruppe beliebig gewiihlte Punkte 
fallen, so kann man immer eine Curve C so wiihlen, dass diese r,, 
%, «++ %n—1 Punkte Gruppen T,, T, ... Ua—1 bilden, welche eine 
beliebig festgesetzte Verbindung zwischen den n Blittern herstellen. 

Um diesen Satz, der den Sachverhalt in seiner allgemeinsten Weise 
darlegt, zu beweisen, muss man erstlich zeigen, dass man, ohne die 
Verbindung der Bliitter zu ifindern, die Anzahlen der in den Gruppen 
I, [, ... T,—1 bez. enthaltenen Punkte um gerade Zahlen beliebig 
iindern kann; zweitens, dass man, wenn die Anzahlen 27,, 2r,... 
27r,—1 der in den Gruppen enthaltenen Verzweigungspunkte festge- 
halten werden, diese selbst noch beliebig unter einander zu permutiren 
im Stande ist; endlich, dass bei gleichem Inhalt der Gruppen die Ver- 
bindung der Blatter noch beliebig abgeiindert werden kann. 

Ich werde zuniichst zeigen, dass man, ohne den Inhalt der Gruppen 
zu iindern, die Verbindung der Blitter in beliebiger Weise modificiren 
kann: 

Gehen wir von den Gruppen 


el i. o, 
T= (4), r, = (i! is), r; = (% iy) »° 
3 
aus, welche einer gewissen Folge . 
a ae 
entsprechen, in welcher die Blitter verbunden werden. Die unter einan- 
der stehenden Indices kénnen nach den oben entwickelten Sitzen durch 


Abinderung der Curve C beliebig fiir einander substituirt werden. Es 
geniigt daher als Typus dieser Verbindung etwa die folgende zu stu- 


diren: 
LP, = (4%), I, =@%), y= Gu),----, 
und es ist nur zu zeigen, dass in dieser durch Abiinderung der Curve 
C die Zahlen i beliebig permutirt werden kénnen, ohne dass man den 
Inhalt der Gruppen findert. Hierzu aber geniigt, dass die Vertausch- 
barkeit zweier neben einander stehender Zahlen i nachgewiesen werde, 
da durch wiederholte Vertauschungen dieser Art jede Anordnung her- 
vorgerufen werden kann. Seien also 
hkim 
vier aufeinanderfolgende der Zahlen 7; man hat die Gruppen 
(hk), (kl), (im); 
und k,7? komme nur in diesen vor. Nach den Sitzen von 8. 223 kann 
man statt (hk), (kl) setzen (hl), (kl); ebenso statt (kl), (1m) setzen 
(kl), (km). Dann werden diese Gruppen also 


(hl), (Uk), (km), 


d. h. & und 7 sind vertauscht, was zu beweisen war. 
Mathematische Annalen. VI. 
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Es soll nun die Verbindung der Blatter in einer bestimmten Weise 
festgehalten und gezeigt werden, dass die Anzahlen der in jeder Gruppe 
enthaltenen Punkte beliebig um gerade Zahlen geiindert werden kann. 
Es geniigt hiezu, wenn man zeigt, wie, indem man den Typus 


r, = (12), F, = (28), ... 


annimmt, zwei Punkte der einen Gruppe entnommen und der niachsten 
hinzugefiigt werden kénnen und umgekehrt. Man theilt also etwa I, 
in eine Gruppe I,’ und in ein Paar, welches eine Gruppe G,, bildet. 
Fiir diese kann man nach den Betrachtungen von 8. 223 zuniichst G,, 
setzen, da Punkte folgen, welche die Blatter 2,3 verbinden, sodann 
aber G,,, da Punkte vorhergehen, welche 1,2 verbinder. Die neue 
Gruppe G,, vereinigt sich also mit I, und erhéht die Zahl der Punkte 
dieser Gruppe. Umgekehrt kann man genau ebenso die Gruppe I, 
vermindern und I, vermehren. In beiden Fallen ist nur erforderlich, dass 
die verminderte Gruppe iiberhaupt noch bestehen bleibt, also minde- 
stens noch 2 Punkte enthilt. 

Hierdurch ist also bewiesen, dass man wirklich die Zahlen der 
Verzweigungspunkte in den Gruppen abindern kann, nur so, dass sie 
immer gerade bleiben und dass keine von ihnen auf Null herabsinkt. 

Halten wir endlich diese Zahlen fest und zeigen, dass die Ver- 
zweigungspunkte noch permutirt werden kénnen. Dazu ist nur nach- 
zuweisen, dass irgend ein Punkt } aus einer Gruppe I mit einem 
Punkte ¢ der folgenden vertauscht werden kénne. Denn die Punkte 
einer Gruppe sind, da sie dieselben Blatter verbinden, beliebig ver- 
tauschbar; tritt also Obiges noch hinzu, so ist jede Anordnung der 
Punkte méglich. Es seien also etwa a, b Punkte einer Gruppe I, 
c,d Punkte der folgenden; b und ¢ sollen vertauscht werden. Man 
fiihrt wie im Vorigen das Paar ab in diese folgende Gruppe ein, wo- 
durch die Zahl ihrer Punkte um 2 erhéht wird, und fiihrt sodann 
riickwirts das Paar ac in die vorhergehende Gruppe ein. Die Anzah- 
len sind dann wieder die alten, aber b,c sind vertauscht. 

Hiermit ist das oben ausgesprochene Theorem vollstandig be- 
wiesen. 

Fassen wir nun die Resultate der Untersuchung nochmals zusam- 
men, so sehen wir, dass weder in der Anordnung der Verzweigungs- 
punkte, noch in der Folge, in der die Blatter verbunden werden, etwas 
Specifisches liegt, noch endlich in der Zahl der Punkte, die bei gegebe- 
ner Anordnung zu jeder einzelnen Verbindung gebraucht werden. Alle 
die Dinge kann man beliebig vorher bestimmen und dann doch noch 
immer eine Curve C angeben, welche, wenn alles dieses gegeben ist, 
die typische Verbindung herstellt. Um sie zu finden geht man nach 
dem Vorigen von einer beliebigen Anordnung aus und stellt die ge- 
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forderte allmilig her. Die Curve C ist dann schliesslich nicht vollig 
der Lage nach bestimmt; aber zwei Curven C, welche denselben Be- 
dingungen geniigen, miissen dann immer so liegen, dass zwei entspre- 
chende Curventheile sich zu cyklischen Wegen ergiinzen, d. h. zu sol- 
chen geschlossenen Curven, deren einmalige Durchlaufung von einem 
beliebigen Werthsysteme s, 2 immer zu demselben wieder zuriickfiihrt. 


§ 6. 


Anwendung auf die linearen Beziehungen zwischen den Periodicitits- 
moduln eines Integrals erster Gattung. 


Die im Vorigen entwickelten Verhiiltnisse dienen dazu, die Unter- 
tersuchungen aufs Aeusserste zu vereinfachen, welche Hr. Gordan 
und ich im vierten Abschnitte unserer ,,Theorie der Abel’schen 
Functionen“ gegeben haben. Ich werde zeigen, wie mit Zugrunde- 
legung der oben hergestellten typischen Anordnung jene Untersuchun- 
gen sich gestalten. 

Seien also die Gruppen I,, I’, ... I,—1 in irgend einer Weise 
gebildet. Als Fundamentalschleifen, d. h. solehe, welche gerade aus- 
reichen, um alle Blatter mit einander zu verbinden, kénnen wir je 
eine, etwa die erste aus jeder Gruppe betrachten. Die cyklischen Wege, 
aus denen alle andern sich zusammensetzen, erhalten wir, wenn wir 
jede andre Schleife mit der betreffenden Fundamentalschleife so com- 
biniren, dass ein Durchlaufen beider immer zum Ausgangssysteme s, z 
zuriickfiihrt. Daher muss man alle Schleifen der ersten Gruppe mit 
der Fundamentalschleife der ersten Gruppe, alle der zweiten mit der 
Fundamentalschleife der zweiten verbinden etc. 

Kin Integral erster Gattung giebt, wenn man es iiber einen cykli- 
schen Weg integrirt, seinen entsprechenden Periodicititsmodulus. Aus 
einer Gruppe I’ von 2 9 Punkten erhilt man also 2 @ — 1 Periodici- 
titsmoduln eines Integrals, indem man die als Fundamentalschleife aus- 
gezeichnete Schleife der Gruppe mit den 2 @ — 1 iibrigen combinirt. 

Sind, wie oben, die Zahlen der in den einzelnen Gruppen auftre- 
tenden Verzweigungspunkte 27,, 27,..., und also 

27, +27. ... + 2r-1—7, 
so erhilt man auf diese Weise 
2r, +2r,...- 27-1 — (wn — 1) =r — (n — 1) 
Periodicitiitsmoduln. Von diesen lassen sich noch »—1 durch die 
iibrigen ausdriicken, und zwar wie folgt. 

Man erhiilt im Allgemeinen diese Relationen, wenn man der Reihe 
nach mit s,, s, .. S,, beim Punkte z, beginnend, iiber alle Schleifen 
integrirt. Dies giebt » Relationen der iiber die Schleifen genommenen 


15* 
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Integrale; Relationen, welche sich in ebenso viele fiir Periodicitits- 
moduln iiberfiihren lassen, von welchen aber immer eine die Folge der 
iibrigen ist. 

Nun kommen bei der gegenwirtigen Anordnung nur » — 1 Arten 
von Schleifen vor, deren jede zwei Blatter verbindet. Daher muss von 
den Indices 1, 2... m der Blatter nothwendig mindestens einer nur 
bei einer Gruppe I vorkommen. Beginnen wir mit dem entsprechen- 
den s; und integriren iiber alle Schleifen, so kénnen nur die etwas von 
Null Verschiedenes geben, welche der betreffenden Gruppe zugehdren; 
denn s; kommt weder bei einer friihern, noch bei einer spiitern Gruppe 
vor, die Integration aber iiber allé Schleifen dieser einen Gruppe ge- 
fiihrt, beginnt und endigt mit s;. Daher muss die Summe der iiber 
diese Schleifen genommenen Integrale gleich Null sein. 

Bei allen andern Umgingen tritt diese Gruppe entweder gar nicht 
auf, oder mit der Summe eben dieser Integrale; da diese Summe aber 
Null ist, so hat diese Gruppe auf alle andern Umgiinge iiberhaupt 
keinen Einfluss. 

Wir kénnen sie also im Uebrigen auslassen und haben dann noch 
n — 2 Gruppen, deren keine mehr sich auf das ie Blatt bezieht, die 
also zusammen » — 1 Indices haben, unter denen i nicht vorkommt. 
Unter den von i verschiedenen Zahlen muss also wieder mindestens 
eine sein, die nur bei einer Gruppe vorkommt. An diese eine Gruppe 
lassen sich dann genau dieselben Betrachtungen wieder kniipfen. 

Man gelangt, so fortfahrend, endlich zu folgendem Satze: 

Ein Integral erster Gattung, iiber alle Schleifen einer Gruppe 
gefiihrt , giebt jederzeit Null. 

Dies ist die einfache Art, wie die Beziehungen zwischen den iiber 
die Schleifen gefiihrten Integrale sich hier ausdriicken. 

Bezeichnen wir die Werthe eines Integrals erster Gattung, itiber 
die Schleifen einer Gruppe gefiihrt, durch a,, a, ... dg, und zwar 
so, dass jedes dieser Integrale mit demselben Werthe s; beginne. Dann 
ist die dieser Gruppe entsprechende Gleichung: 


a, — a +a, — % eee + deg—1 — Gag = 0. 
Die entsprechenden Periodicititsmoduln erhilt man, wenn man eines 


dieser Integrale, etwa dz», von allen andern abzieht. Zwischen den 
Periodicitétsmoduln 


b, == a, — a2, 
by = My — Arg; 
bee—1 = Aze—1 — Aze 
erhilt man also aus obiger Gleichung die Beziehung: 
By — By By — By oo Dag O 
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Die Gleichung reprisentirt die » — 1 gesuchten Beziehungen; vermége 
derselben wird immer ein Periodicitiitsmodul jeder Gruppe durch die 
iibrigen linear und ganzzahlig ausgedriickt. 


g 7. 


Anwendung auf die bilinearen Beziehungen zwischen den Periodicitats- 
moduln zweier Integrale erster Gattung. Zuriickfiihrung auf das 
Schema der hyperelliptischen Functionen. 


Es handelt sich nun ferner um die Ermittelung der bilinearen Be- 
zichung, welche zwischen den Periodicitiétsmoduln zweier verschiedener 


- Integrale erster Gattung besteht. Seien u, v diese Integrale, von 4, 


aus mit einem der Werthe s; beginnend, bis zu einem unbestimmten 
Werthsysteme s, 2 ausgedehnt. Zerschneiden wir die Blitter der Rie- 
mann’schen Flache durch die Curven k, welche den beliebig gewihlten 
Ausgangspunkt mit den Verzweigungspunkten verbinden, und betrach- 
ten wir die fussern und innern Rander dieser Curve als Begrenzungen, 
so ist fudv endlich, stetig und eindeutig in jedem einzelnen der Blit- 
ter, die Verzweigungspunkte (also Punkte der Begrenzung) ausgenom- 
men. Integrirt man also / wdv in irgend einem der Blatter auf einem 
Wege, welcher neben der ganzen Begrenzung hinliuft, also iiber alle 
Schleifen, so erhilt man Null. Die gesuchte Bezielung ergiebt sich, 
wenn man dasselbe tiir alle Blitter ausfiihrt und die Summe aller so 
gebildeten Integrale gleich Null setzt: 


(1)... Bfudv=0, 


wo die Summe sich auf die m Blatter beziehen mag. Man kann andrer- 
seits die linke Seite der Gleichung (1) aus den - x Theilen zusammen- 
setzen, welche den einzelnen Schleifen in den verschiedenen Bliittern 
entsprechen; dabei ist dann jede Schleife fortzulassen, wo sie nicht 
wirklich von einem Werthe s; zu einem andern fiihrt, und jede Schleife 
wird also nur zweimal, und zwar in entgegengesetztem Sinne, so durch- 
laufen, dass sie zu beriicksichtigen ist. 

Nun ist aber der Werth von wu, nachdem man alle Schleifen einer 
Gruppe durchlaufen hat, nach dem Vorigen gleich Null. Beim Durch- 
laufen der Schleife einer spiitern Gruppe hat also das Durchlaufen der 
friihern Gruppen auf den Werth keinen Einfluss. Man kann also die 
linke Seite von (1) so bilden, dass jede Gruppe unabhingig von der 
andern durchlaufen wird, d. h. man zerlegt sie in » — 1 den Gruppen 
entsprechende Theile und behandelt jeden Theil so, als waren iiber- 
haupt nur die beiden entsprechend verbundenen Bliitter vorhanden — 
mit andern Worten, als waren es hyperelliptische Functionen, mit denen 
man zu thun hat. - 
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Die gesuchte Gleichung geht daher iiber in 
Pi + P,+-++ Pai =0, 
wo die einzelnen Ausdriicke P; gebildet sind, als waren die zu der 
entsprechenden Gruppe gehdrigen Punkte w die Verzweigungspunkte 
eines hyperelliptischen Integrals. 

Insbesondre fiihrt dies darauf, unter den miglichen Gruppenbil- 
dungen eine zu bevorzugen, bei welcher die erste Gruppe aus r—2(n — 2) 
Verzweigungspunkten besteht, alle tibrigen nur aus zweien derselben. 
In diesem Falle zeigt das Vorige, dass die Periodicitiitsmodulu, welche 
den letztern Gruppen entsprechen, durch die einfache Bedingung b, = 0 
gegeben sind, also verschwinden. Mithin haben wir es iiberhaupt nur 


noch mit den r — 2 (n — 1) = 2 p Periodicitiitsmoduln zu thun, welche’ 


von der Verbindung der ersten beiden Blitter herriihren, und die ganze 
Untersuchung ist auf die liingst bekannte Behandlung der hyperellipti- 
schen Functionen zuriickgefiihrt. 

Ich bemerke noch, dass durch die vorliegende Betrachtung auca 
die volle Berechtigung des Beispiels nachgewiesen ist, von welchem 
Hr. Gordan und ich als Schema im vierten Abschnitte unserer Theorie 
der Abel’schen Functionen Gebrauch gemacht haben. Denn jenes 
Schema (es bezieht sich auf eine vierblittrige Fliche mit 12 Verzwei- 
gungspunkten, der Gleichung einer allgemeinen Curve vierter O. ent- 
sprechend) lisst sich auf den oben entwickelten Normaltypus fiir die 
Gruppen einer vierblittrigen Fliche zuriickfiihren, mithin lisst sich 
auch umgekehrt immer jenes Schema aus diesem Typus erzeugen. 


Gottingen, 8. September 1872. 
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Ueber trigonometrische Reihen. 


Von Grutio Ascoxt in Mailand. 


In einer Abhandlung iiber trigonometrische Reihen (Borchardt’s 
Journal, Bd. 71) hat Herr Heine folgenden Satz bewiesen: 

Eine im allgemeinen stetige, nicht nothwendig endliche Function 
f(x) lasst sich héchstens auf eine Art in eine trigonometrische Reihe 
von der Form 

(1.) 2 (a, sin nx + b, cos nz) 
0 


entwickeln, wenn die Reihe der Bedingung unterworfen ist, im allge- 
meinen in gleichem Grade zu convergiren. 

Einige Zeit darauf zeigte Herr Cantor (dasselbe Journal Bd. 72 
und 73), wie eine Function, die durch eine trigonometrische, fiir jeden 
Werth von « allgemein zu reden convergente Reihe gegeben ist, sich 
nicht durch eine andere Reihe derselben Form darstellen lasse. Hieraus 
diirfte zw folgern sein, dass die in Heine’s Satze gemachten Voraus- 
setzungen, sowohl iiber die Stetigkeit der Function, als auch iiber die 
Art der Convergenz der Reihe, unndéthig sind. 

Auch scheint mir, dass, wenn eine nach dem Intervall 2 perio- 
disch sich wiederholende Function, die im allgemeinen continuirlich 
und so beschaffen ist, dass die 27 Hauptintegrale 


7 Lg i+n Tq—1 —& g_»~+n 
fice frie Jt (%g—1 — 2) da-+ fFe@) (o—1 — x) dx 
7a Lg ite ®y_1— 1 ce yté 


(o=m1,2,..., &), 


wo die Punkte x (=), 2%, ... %—, nicht nothwendigerweise alle 
singuliire Punkte der gegebenen Function sind, bei unendlichem Ab- 
nehmen der Grésse ¢ convergiren, allgemein zu reden, d. h. ohne eine 
Ausnahme fiir einzelne Punkte auszuschliessen, durch eine trigono- 
metrische Reihe der Form (1) darstellbar ist, die Entwickelung nicht 
nur einzig, sondern gerade die Fourier’sche sein muss. 
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Diesen Satz versuche ich in der vorliegenden Abhandlung nach der 
Methode Riemann’s (siehe dessen Arbeit: Ueber die Darstellbarkeit 
einer Function durch eine trigonometrische Reihe) zu beweisen. 


Es sei also die Function f(x) durch eine Reihe von der Form (1) 
darstellbar, und sie geniige den soeben genannten Bedingungen. Da 
der Voraussetzung nach f(x) im allgemeinen continuirlich ist, so 
wird man das Intervall zwischen Null und 272 in eine endliche An- 
zahl Intervalle theilen kénnen, die zwischen x, (= 0) x,, %,%,,..., 
Lo—1%q5. + + +) Le—1% (= 22) liegen und die so beschaffen sind, dass fiir 
jeden Zwischenwerth derselben die Function stetig ist. Betrachten 
wir insbesondere die Entfernung zwischen z,_,; und x, und unter- 
suchen wir, welche Werthe die gegebene Function durchliuft, wenn 
man sich einem Grenzwerthe (#,_, z. B.) ins Unendliche nihert. 
Lisst sich eine Grésse angeben, wie gross sie auch sei, deren Werth 
nie vom absolutem Werthe der Function iibertroffen wird bei unend- 
lichem Annahern an den Werth z _,1, so sagt man, die Function sei 
endlich fiir « = x1 -+ 0, entweder convergirend, was z. B. bei der 


fiir welche f(%—1 + 0) = = » der Fall ist, 





Function arctg — 
“a 


oder keinem Werthe zustrebend, wie dies bei der Function sin 





f-— Tg1 
eintritt. Wenn aber bei unendlichem Abnehmen von ¢, f (%—1 + &) 
zuletzt jede beliebig gegebene Grosse iiberschreitet, so sagt man 
die Function werde unendlich fir «=—2,_,+ 0. Es ist niitzlich, 
zwei Arten von Unendlichwerden der Functionen zu unterscheiden: 
je nachdem niimlich die Function in der iiussersten Nahe von %—1 + 0 


, , , 1 
dem absoluten Werthe nach nie abnimmt, wie z. B. +- sae? oder un- 
“—~ “e—1 





endlich viele Maxima und Minima hat, wie z. B. —_—-— sin am 
~~ “e—1 


L— Lys x 


In den Punkten x, z,, .. kann f(x) ohne Bedeutung sein, wie z. B. 


1 ° 
» sin 
L — Xp x 


(2) = 2", welche fiir 2 = 0 gleich Null ist, wihrend doch 
0 





1 , : ; Rags My: 
= oder auch einen Werth besitzen, wie z. B. die Reihe 
m— 


® 
¥(+0) = . und » (— 0) = — > ist. Wir nehmen ferner an, dass 


unter den Punkten x, x,, ... sich auch solche befinden, fiir welche 
f (x) stetig ist. 


Von der Function f(x) wird also vorausgesetzt 
1) dass sie, allgemein zu reden, stetig sei. 
2) dass die 2+ Hauptintegrale 
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aye Xg_rtn ®1—F ee 
Ji (a) da Steae, fre (vo-1—2) dx + Jr (14-12) da 
%1— 1 Lg_rte %—1— 1 Lg_ite 


(om 1, 2,..., 2) 


bei unendlichem Abnehmen der Grésse ¢ convergiren. 

Diese Bedingung beschrinkt offenbar die Arten des Unendlich- 
werdens der gegebenen Function. 

3) dass sie fiir jeden Werth von x durch eine trigonometrische 
Reihe der Form (1) darstellbar sei, ausgenommen fiir die Werthe z,, 
2, +++, Lz, fiir welche nichts iiber die Bedeutnng der Reihe vorausge- 
setat wird, 

Fiir jeden Zwischenwerth im Intervalle zg_174 ist nun wegen der 
Convergenz der Reihe (1) 

lim (a, sin nz + b, cosnz)=O0 (n=oco), 
mithin einem bekannten Satze gemiiss (s. diese Annalen Bd. IV. 
Seite 139) 
lim a, = limb, =O (nm = oo). 
Folglich hat die Function 


a,, sin nx + b, cos nx 


F(a) =), | — 27— 








n2 

(s. Riemannn §. 25 und fg.) diese Kigenschaften: 
1) Ihr Werth F(x) indert sich mit x stetig. 
2) Es ist 

F(a +0) —2 F(x) + F(@—«) 


lim = — 


a—0 
fiir alle Werthe von x, fiir welche die Reihe (1) convergirt. 


3) F(w +a) —2 F(x) + F(a —@) 
a 


= 2 (a, sin nx + b, cos nx) 
0 


wird stets mit @ unendlich klein. 
4) Die Reihe, welcher F(x) gleich ist, convergirt in gleichem 
Grade. (S. die Abhandlung von Heine 8. 356.) Der letzten Eigen- 


schaft gemiiss haben wir also 


2a 
A,, x 2 
—- a= + {Fo —b 5) cos m (¢ — x) dt. 
0 


Es sei dg; eine zwischen %,_; und ig liegende Grosse, und es 
werde das Integral betrachtet: 


Po—1 (x) = Sreae (o=1,---,7), 


Wq—1 
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welches eine continuirliche Function von z fiir alle Werthe im Inter- 
valle x 1%, (die Grenzen ausgenommen) ist. Es soll nun das Ver- 
halten der Function g,—1(z) fiir den Fall untersucht werden, dass man 
einem Grenzwerthe, z. B. x,-1, sich unendlich nihert. Setzt man der 
Einfachheit halber 6 = 1, so wird das Integral 


freee, 


wenn die Function f(x) fir «= - 0 endlich bleibt, offenbar conver- 
giren, ahnlich wie z. B. die Integrale: 


x xz 
o roe 4 ‘( — a or — 
2 —_—j=— ’ -_ — =z —_ — -s = 
J d(x sin — f 2x sin — — cos = dz =x sin | — a’ sin -, 
a 
rz one S—2 = 22 _ 2 _ Bq _ at 
ri 4 2 4 


Wan aber fiir « = + 0 die Function f(x) unendlich gross wird, 
und dabei dem absoluten Werthe nach niemals abnimmt, so kann das 
Integral convergiren oder nicht, ihnlich wie die Integrale: 


“a 1l—yv i—v yes 
ms ao 


Hat endlich f(x) fir «—-+ 0 unendlich viele Maxima und Minima, 
und wird dabei unendlich gross, so kann das Integral einer bestimm- 
ten Grenze zustreben, wie z. B. 


z x 
é 1 1 Bs 8 1 1 
a( s1)—f (cos + — § ) da = 00S — — dy cos — 
J % C08 — ; = +. 7 | dz = x cos ~ Gy COS — 
a 

oder auch unbestimmt sein, wie 


x x 
8 1 1 st ae 
sin — = — —} cos — = a 
fa = s( ae cos =) dx sin | — sin, 
cm re 


u. 8S, W. 
Auch das Integral 


Fei(2)= foes@)dz  (6=1,---9) 
Gq—1 
stellt eine Function, die zwischen x1 % stetig ist, dar, und welche 
in diesem Intervalle f(x) als zweiten Differentialquotient hat. Die 
zwei Functionen F(x) und F,_,(z) sind also continuirlich, wenn 
Le—1 <_% < %q ist, die erste auch an den Grenzen, und haben f(z) 
als zweiten Differentialquotienten. 
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Von der Function 
- Oo—-1(%) = F(x) — Fo-1 (2) (o=1,---, 2) 
wird man daher sagen kénnen 

1) dass sie stetig fiir jeden Zwischenwerth im Intervalle z,_1 274, 

2) dass ihr zweiter Differentialquotient Null ist in demselben In- 
tervalle. 

Wenn man nun statt v1, % die etwas engeren Grenzen 
%o—1 + €, %q — é einfiihrt, wobei « beliebig klein ist, so wird 
Q.-1(x) continuirlich auch an den Grenzen sein, und folglich gleich 
einem Ausdrucke von der Form ¢g_1% + @og—1 (WO Cg—1, €o—1 Con- 
stanten sind) fiir jeden Werth im Intervalle und fiir die Grenzwerthe 
Lo-1 + & % — € sein. Dass dies stattfindet, wurde von Herrn 
Schwarz aus Ziirich bewiesen (s. Borchardt’s Journal Bd. 72, 8. 141). 
Da nun F'(x) iiberall stetig ist, so wird die vorige Gleichung fiir 
jeden Werth von x im Intervalle 7,12, gelten und folglich 


F (a%~—1) = Fy—1(®o—1 + 0) + Co—~1%9—1 + Co-1, 
F (%q) = Fe—1(%o — 9) + Co—1%0 + Co-1 
sein; das Integral 


Po-1(%)da (6=—1,---, 2) 
“ag—1 
convergirt also fiir = %_1 + 0, = a — 0. 
Betrachten wir jetzt die Relation 


—eo LPO — by ©) cos m (¢ — 2) dt 


1 ’ 
= tim "3 f(z (t) — by 5) cos w(t — x) at 
%—1i1te 


=! tims" (Cn. 1(t) + co—1t + C'e—1—by 5) cos 0 (t— x)dt. 


~"tg-ite 
Offenbar ist: 


wg 


| B10 + ca it + a1 — by =) cos n(¢ — a) dt 


tg +e 


— 


wg 





= [ (Fs (é) + Co—1t +t. * a by ) oon] 


®g—1+s 
te 


—+ f(v.- 1(t) + co 1 — byt) sin m (t — 2) dt, 


tg—1+8 
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folglich wird: 


- Zg—* 
=i lim > Po—1 (4) + Co—1 — Dyt) sin wm (¢ — x) dé. 
anne z , 


Andrerseits ist: 


om (t) + ¢g—1 — byt) sin n(¢ — x) dt 


tg1+* 


we “IT [ (m1 (t) + co — byt) = o— #1) 


%m—* 


%g—-1+8 
ao if (ro — by) cos n (t — x) dt, 
tite 
also 
Si aD “T( (t wit nena 
— 2 capa Po—1 (t) + Co-1 D, 
tg—1+8 
- +2 = jim ‘= = {Fo -- by) cos n(é — x) dt, 
%o-1 +8 
welche Zerlegung méglich ist, da das Hauptintegral 
tg—* 
lim *S * fre cos n (¢ — x) dt 
#=0 o=1 
Zits 


convergirt. Es ist nun leicht zu zeigen, dass unter den fiir die Function 
f(x) gemachten Voraussetzungen 
Za —é 
lim “= “[(ve- 1 () + co—1 — dot) m2 8+ wnt 
«=—0 o=— — st 


ist. In der That erhalt man: 


ara —e— 2) 





(Go—1 (te — 8) + Co—-1 — by (to — €)) 


COs n (Z, crs x) 


— (0 (te + + &) + a — by (te + é)) — Bomeeeey NY Se 


cosn (x, — COs NE 


=(¥0-1(@e— 8) + co—-1— Ge (te + 8) — Ce + 2bye) 





ol 


+ (6-1 (te — €) + Cg—1 + Pa (Xa + &) + Cg — 2h Xo : 








nun ist 
folglich 


und da 
die Gri 


einer ¢ 


oder 
F, (#4 
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Fo 
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folglich 
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nun ist aber 


%g—e tte 
Goi (ta— 2) = filadz, go(to+ 9) = fi@ae, 
folglich - is 
Go—1(te — &) — Yo (te + 8) = free dz + fiwae, 
ag—1 @gte 


und da das Hauptintegral der gegebenen Function convergirt, so strebt 
die Grosse 
Po—1 (Xa — &) — Po (Xe + £) 
einer Grenze zu fiir «= + 0. 
Um diese Grenze zu finden erinnern wir, dass 
F (a, + a) —2F(a,) + F(a, — «) 


Qa 





oder 
F, (tq + @) + ¢ga — Fe (tq + 0) + Fy_, (tq — &) — ¢g_ 1 — Fy_y (@5 — 9) 


a ° 





mit @ unendlich klein wird; nun ist 


tte %g+0 
Fo(te+0)—= f go(e) dz, Folte +0) = f ga(e)az, 
ag ag 
t%g—-@ %g—oO 
Fo-1 (La — @) = fo-1(2) dz, Fo-1(%o — 0) = foosaax F 
- a@g—1 %g—-1 


also 
’ pe 
Fy (6 + @) — Fa (a +0) = J volte $a) ae, 


+ a 
Fo-1(%&g — «) — Fos (4% —0) = J 9 (ta — x) dz, 
folglich . 


ste 
lim 4 J (G0 (te + 2) — Pot (te — 2) dz + Co — Cas 


= Pa (Xo + 0) — Po-1 (Xa — 9) + Co — Co-1 = 0. 
Keinem Zweifel unterliegt es, dass die Grosse 


(G0-1 (Ze —é+ Ya (oe + é)) sin ne 


=n (G01 (20 — &) + Qa (Xo + 2€) ae. é 
fir «= -+ 0 einer Grenze zustreben muss; yt ‘ie beiden Integrale 
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Fes (2)= fooa(@)de,  Fo(e) = foe(a) ae 
“o—1 % 
convergiren fir =a, —0, = 2, + 0, folglich ist 
lim (p01 (fo — &) + Po (Ho + )) e=0, 
_ denn andernfalls hitte man 
, Fo: (%o — 0) — Fo (ao + 90) = +00. 

Sehr leicht ist es zu beweisen, dass auch die Grosse 
[pe—1(2%—) — M(#) + C1 — Cy — Dy 2 a + 2b, e] cosm(2a—2) cosne 
+ [pe—1 (24 — &) + Ho (8) + Ce-1 + Cy — b) 2a] sin n (2 a — 2) sin ne 
fiir «= -+ 0 der Null zustrebt. 

In der That, a, = 22+ a, gesetzt, haben wir 


lim (ye—1 (2 — 8) — ye Qa + 8) + Gr-1— Gr) = 0, 
aber fiir hinlinglich kleine. Werthe von 2 ist 


2a+-2 


oxt2)— ff@de— {7@)de— 9), 
ay 


a, 


und da 
F(z) — b, -s = F(2a+ 2) — a, S2EF, 


so hat man durch Differentiation 
Po (a) — dye + cy = Ge(2e +2) +e — bj 2x42), 


daher 
(r=, +b,-22, . 


und 
lim (g.-1 (2a — &) — gy (€) + Ce-1 — % — by 2m) =(Q. 


Wir haben also das Resultat gewonnen, dass 

o=t - 
An =1°E" [f(t cos n(t—2) at 
% g=1 


%g—1+# 


fiir ¢ = + 0 ist. 
Die Gleichung . 
F(x) =b,5 —2 
1 


giebt durch zweimalige Differentiation 


a, sinnx + b, cos nx 





n 


a, sin nx + b, cos nx 





{(@) =b — Taz 


n= 


also 








lim 2 
e=—0 o= 


B 
anfang 
scheint 
z. B. 
unendl 
alsdan 


man h 


somit | 
F(a 
und en 
lim 


a—0 


Es 
genz d 


nicht z 
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==¢ pore t—t adit 
lim = {f(a)dx—b, 24+ lim = [vot () + @—1— byt |—by- 2a. 
oan eo=1 . e=0 o=1 
%—1-+® %—1 be 


Betreffs der Bedeutung der Reihe in den Punkten ,, 2,, ... wurde 
anfangs keine Voraussetzung gemacht; was aber bemerkenswerth 
scheint, ist, dass, wenn die Reihe fiir einen Unstetigkeitspunkt «= x, 
z. B. convergirt, und wenn die Function f(x, + €) + f(x, — «) bei 
unendlichem Abnehmen der Grosse ¢ einer Grenze sich niihert, man 
alsdann hat 


4 (f(a, + 0) + f(a — 0)) = = (a, sin naz, + b, cos nz,) . 





é In der That ist: 
F —2F F (a,— 
lim ws BS. fo eet. 2 (pq sin N2, + by, cos NX,), 
a—0 0 


wihrend andrerseits fiir hinlanglich kleine @ (solche niimlich, dass 
Ly + & < Ly41, LZ — & > 4,_1) sich ergiebt: 


F (x, + «) + F (x — «) =2 F(a) + $ (F @, +0)— Fe, — 0)) 


+ 5 (F’ @ + 0a) + F” (@ —0a)), 
folglich wird: 
F (a, + «) + F(x, — a) —2F (2,) 
—_— = (9, (x, + 0) + Cy — Pr-1 (a%— 0) _— C1) 


2 ® - 
+75 (@ + 6) + f@—02)) (<0<1); 
man hat aber, wie wir vorher gesehen haben, 


Pr (%y + 0) — oy-1 (2%, — 0) + 4 —G-1=—0, 
somit folgt: 


F( » ta) — 2F(e,) + F(a, — ) 
—: <= $f (a, +00) +4/(2,— 0a), 





und endlich 


" _— F F — 
lim * (x, + a) —2 re + F(@,—a) _ $ (f(a + + f(a — 0)) 


= 2 (a, sin nx, + Dy, cos n2,). 





Es scheint noch der Miihe werth zu bemerken, dass die Conver- 
genz der Grosse 


i (f@ + ©) +f (a, — 8) 
nicht zur néthigen Folge hat, dass jeder der beiden Ausdriicke 


f(a + 8), f (@ — €) 
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einer Grenze zustrebt, was sowohl eintreten kann wie auch nicht; denn . 


es gentigt, dass der ganze Ausdruck 

f (% + &) +1 (@ — @) 
fiir « = 0 convergire, was z. B. geschieht, wenn die Function / (2) 
rechts von 2, gleich 


1 
’ 
“— 2, 





sin 
links dagegen gleich 
. 1 
sm 7 — a, + ¥(2) 
ist, falls nur w (2, — 0) einen bestimmten Sinn hat; oder f(x) kénnte 


sich rechts von 2, wie 
log (7 — 2y) , 


— log (2, — 2) + 9 (2) 
verhalten, falls nur wiederum g (x, —- 0) einen bestimmten Sinn hat. 


links wie 


Im April 1872. 
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Ueber Fusspunkts-Curven und -Flachen, Normalen und 
Normalebenen. 


Von R. Srurm in Darmstaprt. 


1. Es sei C eine ebene Curve v" Ordnung und o” Classe; O ein 
Punkt in der Ebene von C; F die Fusspunktseurve von O in Besug 
auf C. Dieselbe ist bekanntlich von der Ordnung v' = 2@; denn be- 
wegt sich der Scheitel eines rechten Winkels auf einer Geraden 1, 
wihrend der eine Schenkel stets durch O geht, so hiillt der andere 
eine Parabel ein, tiir welche O Brennpunkt, / Scheiteltangente ist und 
die mit C diejenigen 2¢@ Tangenten gemein hat, deren Fusspunkte auf 
l liegen. Auf F' sind O und die beiden unendlich fernen Kreispunkte 
@, @ o-fache Punkte; ferner hat F’ noch so viele Doppel- und Riick- 
kehrpunkte, als C Doppel-, resp. Wendetangenten hat. Daraus ergiebt 
sich leicht, dass die Classe @ von F gleich v + 20 ist, was auch auf 
folgende Weise zu ersehen ist: Dreht sich 7 um einen Punkt P, so er- 
zeugen die entsprechenden Parabeln eine Schaar, deren Grundtangen- 
ten G,, die beiden Geraden O(@,@) und das Loth auf OP in P sind; 
eine Curve v'** Ordnung und g'* Classe wird aber stets von v + 29 
Kegelschnitten einer Schaar beriihrt*); also so oft wird 1 Tangente 
von F. 

2. Wenn die beiden Geraden O(@,@) p-fache Tangenten von 
C sind, so wird dadurch die Ordnung von F' und die Vielfachheit von 
O um 2p, die von w und @ je um p und die Classe von F um 4p 
reducirt. Wird die unendlich ferne Gerade G. eine ¢-fache Tangente 
von C, so vermindert sich die*Ordnung von F' und die Vielfachheit 
von @ und @ je um ¢, die Classe um 2¢. Fillt der Pol O in einen 
k-fachen Punkt von C, so haben k-mal je zwei von den @ Aesten, 
welche durch O gehen, eine gemeinsame Tangente, so dass O k& Riick- 
kehrpunkte und 4 @ (@ — 1) — k Doppelpunkte vertritt, die Classe dem- 
nach um & kleiner ist als im allgemeinen Falle. 


*) Cremona, Curve piane N. 87. 


Mathematische Annalen. VI. 
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3. Die Fusspunktscurve eines Punktes O, der nicht in der Ebene 
der Curve C liegt, ist identisch mit der seiner orthogonalen Projection 
O’ auf die Ebene, welche dann, an Stelle von O selbst, o-facher Punkt 
von F wird. 


4, Betrachten wir nun eine doppeltgekriimmte Curve C v'" Ord- 
nung und g Classe; ihre developpable Tangentenfliche D, welche 
also op Ordnung ist*), habe die Classe w; das Geschlecht von C und 
D sei p. Die Lothe von O auf die Tangenten von C gefiallt erzeugen 
einen Kegel K, der ersichtlich vom Geschlechte p ist. Jedes dieser 
Lothe ist die Schnittgerade der Ebene, welche O mit der betreffenden 
Tangente verbindet, und derjenigen, welche aus O normal zu derselben 
gefiihrt ist. Jene Ebenen hiillen bekanntlich einen Kegel K, v‘** Ord- 
nung, ge Classe eine, diese hingegen einen Kegel K,, dessen Schnitt 
mit EF, in Bezug auf den imaginiiren Kreis C2, der unendlich fernen 
Schnittcurve von D polar ist; demnach ist derselbe, weil O nicht 
in E,, liegt, w'*' Ordnung und o'* Classe. Diese Kegel, also beide 
oe’ Classe und offenbar auch beide p'" Geschlechts, sind projecti- 
visch auf einander bezogen und das Erzeugniss der Schnittgeraden 
entsprechenden Beriihrungsebenen, der Kegel K, ist 2 o' Ordnung. 
Sei 6 die Zahl der etwaigen Wendetangenten von C (oder Cuspidal- 
generatricen von D), so giebt jeder Kegel, welcher C projicirt, oder 
jede Schnittebene von D: 

2(9—lI)=v+ut &—2p; 
‘die Lothe auf die Wendetangenten sind Cuspidalkanten des Kegels K; 
demnach liefert derselbe, wenn g’ seine Classe und v’ (= 2 @) seine 


Ordnung ist: 
2(¥ —l) =e + 6— 2p; 
daraus geht hervor, dass 
@=2e+u+. 

Ersichtlich stimmt aber der Kegel K mit der Fusspunktscurve Me 
von O in Bezug auf C, welche durch ihn aus O projicirt wird, 
Ordnung, Classe und Geschlecht iiberein. Folglich ist die Fi wweibesssiie: 
eines Punktes in Bezug auf eine Raumcurve von der Ordnung 2 0 und 
der Classe 29 + u-+ v. 

Da bei einer ebenen Curve u = 0-ist, so erweist sich das friiher 
gefundene Resultat als speciellen Fall. 

5. Es sei w’ die Classe der Tangentenfliche D’ von F, so ist leicht 
einzusehen, dass Wendetangenten von F’ durch die Wendeberiihrungs- 


*) Ich halte es mit Herrn Cremona fiir vortheilhafter, die Ordnung der 
Tangentenfliche die Classe der Raumcurve zu nennen, weil dann sich die Siitze 
sehr oft ohne Aenderung des Wortlautes auf die ebenen Curven iibertragen lassen. 
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ebenen von D und nur durch diese veranlasst werden; sei a die Zahl 
derselben, dann ist, wenn h’ noch die Zahl der scheinbaren Doppel- 
punkte von F' und 4 die der etwaigen wirklichen Doppelpunkte von F 
oder Doppeltangenten von C ist, 2 endlich die Ordnung dér Knoten- 
eurve von D bezeichnet, 


2e(2e—1)—2e+e+74+2('+4)+38, 
w+ a=3.2¢@ (29 — 2) —6(W + 4) — 86, 
«=e (9 — 2) —6(@ +4) —8(v+ 8), 
e(@—1)=4+2(@+4)4+3(¥+ 8); 
aus den beiden ersten Formeln folgt: 
w=3u+3v+6—a, 
aus den beiden andern: 


a—=3u—3e+v+6, 


w=2v+3e. 

Auf ebene Curven liisst sich dieses Resultat nicht iibertragen , da fiir 
dieselben die obigen Formeln theilweise illusorisch werden; uw’ ist dann 
ersichtlich 0, 

Wird noch die Zahl der scheinbaren Doppeltangenten von C mit / 
bezeichnet, so haben wir: 


e(9—1)=7+2(4+4)+36+4), 


woraus sich mit Hiilfe der ersten der obigen Formeln ergiebt: 


h = $oe(o—1)+e-+1. 
Dies ist alsa auch die Zahl der Lothe aus O, die zugleich auf zwei 
verschiedenen Tangenten von C senkrecht stehen. 

Ist die Curve C eben, so ist u=—1 =O, und die 3 @ (g — 1) 
scheinbaren Doppelpunkte von F’ sind drei g-fache Punkte geworden, von 
denen zwei auf C2 liegen; die unebenen Fusspunktscurven haben 2 9 
einfache Punkte auf C2. 


6. Die eben betrachtete Curve kann auch die Generatricen-Fuss- 
punktseurve der abwickelbaren Fliche D genannt werden. Die Tan- 
gentenebenen von D geben noch zu einer zweiten Fusspunktscurve f 
Veranlassung. Der Kegel der aus O auf diese Tangentenebenen ge- 
fillten Normalen ist ersichtlich die Enveloppe der durch O gehenden 
Ebenen, welche auf den Erzeugenden von D senkrecht sind, also der 
obige Kegel K, p'" Geschlechts, w'** Ordnung und g'* Classe. Der 
Punkt O enthilt w Fusspunkte; folglich ist die Ordnung v” und die 
Classe 9” der Tangentenebenen-Fusspunktscurve der abwickelbaren Fliche 
D gegeben durch: 


also: 


v= 2y, eo =e+2u. 
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Alle 2 u Punkte, die in Z,, liegen, befinden sich auf C2; es sind die 
Beriihrungspunkte der Tangenten, welche C2, mit D gemein hat. 

Der Kegel K, hat so viele Wendeberiihrungsebenen, als C Punkte 
in E,, hat, demnach v; da im Allgemeinen keine Wendetangenten 
yon f anzunehmen sind, so sind dies v Osculationsebenen von f durch 
O, zu denen noch die 3 des w-fachen Punktes kommen; die Classe u" 
der Tangentenfliche D” von f ist mithin 

ue’ =v+3u. : 

Riickkehrpunkte hat f offenbar « und wirkliche Doppelpunkte so 
viele als D wirkliche doppelte Beriihrungsebenen hat; sei deren Zahl y 
und g die Zahl der scheinbaren doppelten Beriihrungsebenen, d. h. der 
nicht von wirklichen doppelten Beriihrungsebenen herriihrenden Doppel- 
tangenten eines ebenen Schnitts von D, endlich h” die Zahl der 
scheinbaren Doppelpunkte von f, so hat man: 


24 (2u—1l)—e+2e+e(—1)4+20'+y7)+38e, 
H@—1)—et+29+7)+3e, 
h’ =p (u—1)+49. 
In g haben wir ersichtlich auch die Zahl der Linien aus O, die die 


Curve f noch zweimal treffen, also der Lothe, die auf zwei verschiede- 
nen Ebenen von D normal sind. 


demnach : 


7. Die Kegel gehéren auch zu den abwickelbaren Flichen; die 
Cuspidalcurve ist in einen Punkt zusammengeschrumpft, so dass v = 0, 
die Classe dieser Curve ist aber immerhin noch gleich der Ordnung 0 
des Kegels; Doppel- und Wendetangenten der Curve sind die Doppel- 
und Riickkehrkanten des Kegels; dagegen ist ersichtlich 1 = g = x =0. 


Fiir die Kanten-Fusspunktscurve eines Kegels 0” Ordnung und w* Classe , 


erhalten wir demnach aus Nr. 4. und 5.: 


y=20, ¢=2e+u, w=3e, K= $e (e—)); 
aber von diesen h’ scheinbaren Doppelpunkten haben sich 4 @ (@ — 1) zu 
einem wirklichen g-fachen Punkt vereinigt, niimlich der Kegelspitze; es 
bleiben also nur g (@ — 1) scheinbare Doppelpunkte; es scheint danach, 
als gingen vor O so viele Doppellothe aus, was mit der Convergenz aller 
Kegelkanten nicht vereinbar wiire. Die Fusspunktscurve ist aber ersicht- 
lich der Schnitt des Kegels mit der Kugel, welche die Verbindungsgerade 
von O mit dem Kegelscheitel zam Durchmesser hat; die beiden imaginiren 
Geraden dieser Kugel, die sich in O kreuzen (und C2, treffen), begegnen 
der Fusspunktscurve je g-mal, so dass dieselbe von O aus gesehen zwei 
imaginare scheinbare g-fache Punkte hat. 

Fiir die Tangentenebenen-Fusspunktscurve, die auch auf der erwihn- 
ten Kugel liegt, erhalten wir durch Nr. 6.: 
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e=e+2u, w= yu, h” =p (u—1); 
die scheinbaren Doppelpunkte gehen wiederum fiir den Punkt O in 
zwei imaginiire scheinbare u-fache Punkte iiber. Reelle Doppellothe 
kann es nicht geben. 

8. Fiir die Cylinder artet die Kugel in die durch O senkrecht zu 
den Mantellinien gefillte Ebene (und Z,,) aus; beide Curven werden eben 
und zwar ist die Kanten-Fusspunktscurve der Schnitt N dieser Ebene 
selbst, die Tangentenebenen-Fusspunktscurve die Fusspunktscurye von 
O in Bezug auf N; w und uw” sind Null geworden und die scheinbaren 
Doppelpunkte haben sich in wirkliche verwandelt. Zur vollstindigen 
Curve wird die erstere erst durch die g in E,, gelegenen Cylinder- 
kanten ergiinzt, die sich auf die Curve N stiitzen und auch den 
o-fachen Punkt enthalten, wodurch v’, 9’, w’ resp. um @, 20, 34, 
also auf o, w, 0 reducirt werden. Auch dass uw” = 3 u in uw” = 0 itiber- 
geht, erklirt sich leicht, weil die 3m Osculationsebenen von dem 
u-fachen Punkte O herriihrten, von dem sie bei einer ebenen Curve 
nicht abgeleitet werden kénnen. 
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v” = 2 pw, 


9. Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Fliche = der Fuss- 
punkte der aus O auf die Tangentenebenen einer eigentlichen Fliche S 
gefillten Lothe. Die Ordnung von S sei n, der Rang — d. i. die Ord- 
nung des aus einem beliebigen Punkte ihr umschriebenen Kegels 
und seiner Beriihrungscurve oder die Classe eines beliebigen ebenen 
Schnitts und der linys desselben umschriebenen Developpable, oder 
auch, um beides zusammenzufassen, der Grad des Complexes der Tan- 
genten der Fliiche — sei r, die Classe von S sei m; besitze ferner S eine 
doppelt umschriebene Torse*) D, (node couple torse) t'** Classe und 
eine stationir umschriebene D, (spinode torse) o' Classe, so dass 
r=m(m—1)—224—36. Ordnung, Rang und Classe von X mé- 
gen mit n’, x’, m’ bezeichnet werden. 

Wenn L eine beliebige Gerade ist, so enthalten die 2 m Ebenen, 
welche S mit dem parabolischen Cylinder gemein hat, dessen Focal- 
linie auf der Ebene (O, Z) in O und dessen Scheitelkanten-Beriihrungs- 
ebene auf derselben Ebene in Z senkrecht steht, die auf ZL befind- 
lichen Punkte von £, folglich ist 

n =2m. 

Da eine durch O gehende Gerade die Fliche £ ausser in O, wel- 
cher wegen des aus ihm an S gelegten Beriihrungskegels ersichtlich 
auf = liegt, nur in den Fusspunkten der m zu der Geraden normalen 
Beriihrungsebenen von S trifft, so ist O ein m-facher Punkt von %. 


*) Ich erlaube mir, dieses von Herrn Cayley gebrauchte kurze Wort in die 
deutsche Sprache iiberzutragen. 






a 
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Durch jede Tangente ferner von C2, gehen m Beriihrungsebenen von S; 
die Fusspunkte derselben fallen in den Beriihrungspunkt der Tangente 
mit C2; demnach ist C2, eine m-fache Curve auf X. Die beiden De- 
veloppablen t'** und o'* Classe veranlassen auf = eine Doppelcurve 
2 re Ordnung dz, und eine Riickkehreurve 2 o' Ordnung d:,, welche 
t-mal, resp. 6-mal durch 0 gehen. Aus der Zahl der scheinbaren 
Doppeltangentenebenen g, und g, von D, und D, ergiebt sich leicht 
nach Nr. 6. die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte dieser beiden Cur- 
ven, namlich rt (rt — 1) + gz, resp. 6 (6 — 1)+ go. LEinzelne singu- 
lire Ebenen von S werden natiirlich entsprechende singulire Punkte 
auf = bewirken. 

Die 2 m Beriihrungsebenen, welche der Kegel (O, C2) mit S ge- 
mein hat, liefern so viele (imaginire) auf £ befindliche Geraden. Ist 
der Kegel der Fliche ganz umschrieben, wie dies z. B. bei einer Kugel 
der Fall ist, die in O ihr Centrum hat, so zweigt er sich von der Fliche 
= ganz ab, so dass sich die Ordnung derselben vermindert; im erwihn- 
ten Falle ist die Kugel ihre eigene Fusspunktsfliche. Eine Reduction 
der Ordnung findet ferner statt, wenn die Originalfliche von E,, be- 
riihrt wird, weil dann S ausser FZ, in Bezug auf welche der Fuss- 
punkt, da sie als auf allen Geraden normal anzusehen ist, unbestimmt 
wird und sich iiber die ganze Ebene ausbreitet, nicht mehr 2 m Ebe- 
nen mit dem parabolischen Cylinder gemein hat. Die Fusspunkts- 
curven in Bezug auf die der Fliche S umschriebenen Kegel sind je 
die Schnittcurve von £ mit der Kugel, die den Pol O und den Kegel- 
scheitel zu Endpunkten eines Durchmessers hat. 

10. Kine beliebige Ebene FE schneidet £ in einer Curve C 2 mt 
Ordnung; sei z ein Punkt von C, X die Spur der Beriihrungsebene 
T von S, in welcher « der Fusspunkt ist, O' die orthogonale Projection 
von O auf FE; so ist O’x normal auf X, also ist die Curve C = (E, £) 
die Fusspunktscurve von O’ (oder auch von QO) in Bezug auf die En- 
veloppe E’ der Spuren derjenigen Beriihrungsebenen von S, welche 
ihren Fusspunkt in Bezug auf 0 in EF haben. Diese Enveloppe ist 
2 m'* Classe; denn wenn P ein Punkt von £ ist, so liefert die Fuss- 
punktscurve von O in Bezug auf den aus P der Fliche S umschrie- 
benen Kegel (m'** Classe), welche 2 m'** Ordnung ist, in E 2 m Punkte, 
die mit P verbunden die Tangenten aus P an ELE’ sind. Danach 
miisste C, als Fusspunktscurve in Bezug auf E’, 4 m'** Ordnung sein 
und 2m-mal durch O’ gehen, was nicht der Fall ist. Die Enveloppe 
E’ kann aber noch auf andere Weise erzeugt werden; est ist bekannt, 
dass alle Ebenen des Raumes, welche die Fusspunkte der aus O auf 
sie gefiallten Lothe in FE haben, ein Rotationsparaboloid TT einhiillen, 
welches 0 zum Brennpunkte und die Ebene F zur Scheitelberiihrungs- 
ebene, also 0’ zum Scheitel hat. Die Torse, welche TT und S gemeinsam 
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ist und die Classe 2 m hat, schneidet die Enveloppe E’ in E ein. Diese 
Ebene hat mit TT die beiden Geraden gemein, welche O’ mit den Punkten 
wo und @ von £ verbinden. Die m Ebenen, welche jede dieser beiden 
Geraden an S sendet, werden alle von E in O’@ oder O’@ geschnitten; 
folglich sind O’@ und O’@ m-fache Tangenten von FE’; daraus geht nach 
Nr. 2. hervor, dass die Ordnung der Fusspunktscurve C um 2 m redu- 
cirt wird, desgleichen die Vielfachheit von O’, so dass jene 2m ist 
und dieser Punkté nicht auf C liegt. Beriihrt hingegen E die Fliche 
S, in welchem Falle O’ ja der Fusspunkt ist und also der Curve C 
angehéren muss, so ist E selbst eine gemeinsame Ebene von TT und § 
und liefert keine Spur; demnach ist die Enveloppe E’ von der Classe 
2m — 1 und jede der Geraden O’ (@, @) nur noch (m — 1)-fach; die 
Ordnung von C demnach 2 (2 m — 1) — 2 (m — 1) =2m, wie oben, 
die Vielfachheit von O’ hingegen 2m — 1 — 2 (m — 1) = 1. 

11. Ermitteln wir nun noch die Classe der Curve C in einer be- 
liebigen Ebene, also den Rang r’ der Fliche £. Die Curve EF’, 
welche, wie eben gefunden, 2 m'e Classe ist und zwei m-fache Tangenten 
besitzt, hat ausserdem 2+ Doppeltangenten und 26 Wendetangenten, 
weil TT 2r resp. 26 Ebenen mit D, resp. Dg gemein hat, folglich ist 
die Ordnung von E’ gleich 2 m (2m— 1) —4t — 36 — 2 m (m—1) 

-==2(m-+-1r); die Classe der Fusspunktscurve C ist demnach in Folge 
von Nr. 1. und 2. gleich 2m + 2r + 2.2m — 4m= 2m + 2r. 
Also ist auch der Rang der Fusspunktsfliche & 

rv’ =2m+ 2r; 
dies Resultat konnte freilich auch leicht aus der Ordnung 2m der 
Fliche X und der schon bekannten Existenz der vielfachen Curven 
C2, daz und dz, abgeleitet werden. 


12. Der Kegel (O, C2), welchen ersichtlich die beiden durch den 
Brennpunkt gehenden Tangenten der Meridianparabel von TT bei der 
Rotation beschreiben, ist dem Paraboloide umschrieben; alle Parabo- 
loide also, die den Ebenen eines Biischels um die Gerade L entspre- 
chen, sind demnach diesem Kegel und dem parabolischen Cylinder, 
welcher der Geraden Z zugehért (Nr. 9), eingeschrieben und bilden in 
Folge dessen eine Flichenschaar zweiter Classe. 

Sei 7” nun eine durch L gehende Beriihrungsebene von £; ihr 
Beriihrungspunkt ¢’ muss ein Doppelpunkt von C’ = (7", £) sei, 
der nicht von einem singuliren Punkte von £, also nicht von einer 
singuliiren Ebene von S herriihrt. Die Spur der Ebene von S, die ihn 
veranlasst, muss eine Doppeltangente der Enveloppe E’ sein, also ent- 
weder von zwei sich auf 7” schneidenden Beriihrungsebenen der Torse, 
welche dem zu Z” gehérigen Paraboloide TT und S gemeinsam ist, oder 
von einer Doppelebene 7’ dieser Torse herriihren, welche nicht zugleich 
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singulire Ebene von S ist (IT hat iiberhaupt keine singuliren Ebenen); 
aber da durch jede Gerade auf 7” ausser 7” selbst nur noch eine Ebene 
von TT méglich ist, so kann ersteres nicht der Fall sein (oder einfacher: 
auf Ot kénnen in ¢’ nicht zwei Ebenen normal sein); also tritt das 
letztere ein; folglich beriihren sich die beiden Fliichen S und TT in dem 
Punkte, in welchem S von 7 beriihrt wird. 

Die Classe der Fusspunktsfliiche ist demnach gleich der Anzahl der 
Rotationsparaboloide, welche dem Kegel (O, C2) und einem paraboli- 
schen Oylinder, dessen Focallinie durch O geht, einbeschrieben sind und 
die Originalfliche beriihren. 

Diejenigen Ebenen nun, die in Bezug auf eine Fliche me Classe 
und eine Flache einer Schaar zweiter Classe den nimlichen Pol haben, 
hiillen eine Torse von der Classe m? + 2 ein, welche sowohl alle sin- 
guliiren Ebenen der Flache wie der Schaar enthilt*). In unserm Falle 
gehoért jedenfalls zur Schaar ein ganzes Biischel Doppelebenen, dessen 
Axe die Scheitel der beiden der ganzen Schaar umschriebenen Kegel 
verbindet; dadurch reducirt sich die Classe der Torse auf m? + 1. 
Eine weitere Reduction wird durch die Torsen D, und D, bewirkt; 
die gemeinsamen Ebenen der iibrig bleibenden Developpable und der 
Fliche S, welche nicht zu D, und D, gehéren, geben die Zahl der 
Beriihrungen zwischen S und Fliachen der Schaar, 

Ist an S keine Torse D, oder 'D, vorhanden, so wird S von 
m (m? + 1) Rotationsparaboloiden beriihrt. 

Die Classe der Fusspunktsfliiche einer Fliiche m* Classe, welche 
keine doppelt oder stationiéir wmschriebene Torse und itiberhaupt keine 
singuliire Tangentenebene hat, ist m (m? + 1). 


13. Dies Resultat lisst sich auch aus der Ordnung 2m von = 
und der Existenz der m-fachén Curve C2, und des m-fachen Punktes 
O ableiten. Denken wir uns durch C2 eine Fliche 2. Grades, also 
eine Kugel A gelegt. Die erste Polarfliiche eines beliebigen Punktes 
P in Bezug auf = schneidet = ausser in C2, noch in einer Curve J 
von der Ordnung 2 m?, der Beriihrungscurve des Kegels aus P an &, 
und die Kugel A in einer Curve V 2m Ordnung; = und A haben 
eine Curve U 2m‘ Ordnung gemein; U sowohl wie V, beide auf A 
gelegen, begegnen den (imaginiren) Geraden beider Schaaren von A 
in m Punkten, demnach einander in 2 m? Punkten; dies sind die ausser- 
halb C2, gelegenen Begegnungspunkte von 7’ mit A, mithin trifft 7’ die 
Curve C2, in 2m? Punkten. 

Der Kegel (P, C2) schneidet = ausser in C2, noch in einer Curve 
Q@ von der Ordnung 2m und A noch in einem Kreise W; U und W, 


*) Cremona, Teoria delle superficie no. 113, wo der allgemeine reciproke 
Satz sich befindet. 
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beide auf A gelegen, treffen sich in 2m Punkten, in denen zugleich 
Q der Kugel A ausserhalb C2 begegnet; folglich liegen auf C2 2 m 
Punkte von Q. Diese Punkte sind die mit P verinderlichen Begeg- 
nungspunkte von 7' mit C2 und 2m ist somit auch die Classe der 
lings C2 der Fliche = umschriebenen (imaginiiren) Torse; die 2m(m—1) 
iibrigen Begegnungspunkte (7, C2) sind fest: es sind die Cuspidalpunkte 
der vielfachen Curve C2, in denen alle ersten Polarfliichen einander 
und die Fliiche = beriihren. 

Die erste Polarfliiche eines zweiten Punkies P, hat mit der des 
ersten ausser C2 eine Curve R gemein von der Ordnung m (3m — 2); 
der Kugel A begegnet sie noch in einer Curve V,, die ahulich be- 
schaffen ist wie V; V und V, treffen sich in 2 m? Punkten; so viele 
Punkte hat demnach R mit A ausserhalb C2 gemein; folglich begeg- ° 
nen sich R und CZ in 4m(m— 1) Punkten; unter diesen sind die 
2m (m — 1) festen Cuspidalpunkte und also 2 m (m— 1) mit den beiden 
Polen P und P, sich aindernde. In den ersteren beriihrt R die Flache 
x, hat also mit ihr je m+ 1 Punkte gemein, in den andern nur m; 
der m-fache Punkt O liegt auf jeder ersten Polarfliiche (m — 1)-fach, 
folglich ist er ein m (m — 1)?-facher Begegnungspunkt von R und &; 
ausser diesen auf C2 oder in O befindlichen Punkten haben R und 
x noch ; 


2m-m(3m— 2) — 2m (m—1) (m+ 1) — 2m(m—1)-m — m(m—1)? 
= m(m? + 1) 

gemeinsame Punkte: die Beriihrungspunkte der von PP, an & geleg- 

ten Tangentialebenen. 


14. Die Classe der Fusspunktsfliche allgemein zu ermitteln, ist 
mir noch nicht gelungen; fiir die Benutzung der von Herrn Cayley 
in seiner Abhandlung on reciprocal surfaces*) gegebenen Formel feblt 
mir die Art und Weise, wie die Begegnungspunkte von de, und d2,z 
mit C2, die in O befindlichen vielfachen Punkte dieser beiden Curven 
und die aus dem Systeme (d2,, C2) sich ergebenden scheinbaren Doppel- 
punkte zu verrechnen sind. 

. Es ist nun aber iiberaus wahrscheinlich, dass die Classe m’ von %, 
ebenso wie die Ordnung und der Rang, sich sehr einfach durch m, r, 
n ausdriicken lisst, némlich 

m’ =2m+2r+n. 
Hat die Originalfliche S keine singulire Ebene, so ist 
r=m(m—1), n= m (m— 1)’, 


2m+2r+-n=—m(m’?+1)—m, 


also 


*) Philosophical Transactions, Jan, 1869, S, 203. 





250 R. Srurm. 


wie oben gefunden. Einzelne singuliire Ebenen von S “bringen auf = 
die reciproken singuliren Punkte hervor und denselben Einfluss, wel- 
chen jene auf die Ordnung von S, haben diese auf die Classe von £, 
was mit der Formel iibereinstimmt. Ferner, sehen wir eine Deve- 
loppable g'* Ordnung, uw Classe als eine eigentliche Fliche (n, r, m) 
an, so ist 
m=@, r=u, m=O; 
fiir die Fusspunktsfliche ist demnach 
n’=0, r’'=2u, m=—=24+ 0; 
aus n° =O geht hervor, dass die Fusspunktsfliche zu einer Curve de- 
generirt, wie wir das ja auch schon wissen; wird nun eine Curve 
yt Ordnung, @”'* Classe als Fliche (n’, r’, m’) aufgefasst (einge- 
“hiillt durch simmtliche Beriihrungsebenen der Curve), so ist ausser 
n’ =O noch 
ray”, m’ = @", 
alse . 
v= 26, Qe” =2u+e, 
wie wir oben (Nr. 6) gefunden haben. Eine weitere Bestiitigung werden 
die windschiefen Regelfliichen geben (Nr. 16.). 

15. Es sei ¢ ein Punkt der Originalfliiche S, 7 seine Beriihrungs- 
ebene, ¢’ der Fusspunkt der Normalen aus O auf 7’, also ein Punkt 
von x, 7” die Beriihrungsebene von = in ¢’; so beriihrt nach Nr. 12 
das Rotationsparabaloid TT, welches OQ zum Brennpunkt und 7” zur 
Scheitelberiihrungsebene hat, die Fliche S in ¢. 7” tangirt ferner die 
Kugel iiber O¢ als Durchmesser in ¢’, denn der Kegel aus ¢ an S hat 
T zur Doppelebene, also die Fusspunktscurve von O in Bezug auf 
diesen Kegel, welche den Schnitt der Kugel (O¢) mit = (ausser C2) 
bildet, in ¢’ einen Doppelpunkt; die Normale auf = in ?¢’ halbirt 
also die Strecke Ot. Der Scheitel des Rotationsparaboloids ist ersicht- 
lich ein Punkt der zweiten Fusspunktsfliche. 

Die Meridianparabel von TT, welche durch ¢ geht, beriihrt dort 
die Fliche S und ihre Ebene steht auf der gemeinsamen Beriihrungs- 
ebene J von S und TT normal. 

Wenn also ¢ ein Punkt der Originalfliiche und 7 seine Beriih- 
rungsebene ist und man legt die Ebene durch O¢ normal zu 7 und 
construirt in derselben die Parabel, welche O zum Brennpunkte hat 
und 7 in ¢ beriihrt, so tangirt die Ebene, welche auf der Parabel-Axe 
im Scheitel senkrecht steht, die Fusspunktsfliche in dem Punkte ?¢’, 
welchen die Ebene 7’ geliefert hat; der Parabel-Scheitel selbst ist der 
zugehérige Punkt der zweiten Fusspunktsfliche. Fillt ¢’ mit ¢ zu- 
sammen, haben wir es also mit einer der aus O an die Fliiche S ge- 
zogenen Normalen zu thun, so sind auch 7’ und 7” identisch, weil 
dann S und = die Kugel (O¢) tangiren; aber auch der Punkt der 
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zweiten und ebenso jeder weitern Fusspunktsfliiche fallt dann nach ¢. 
In den Fusspunkten der aus einem Punkte auf eine Fliche gefillten 
Normalen beriihren sich diese Fliiche und alle ihre Fusspunktsflichen 
in Bezug auf den Punkt. Ist N ein o9-facher Punkt von S, so beriihrt 
die Kugel (O.N) die Flaiche = lings der Fusspunktscurve in Bezug auf 
den Anschmiegungskegel des o-fachen Punktes. 

16. Kin besonderes Interesse bietet die Fusspunktsfliiche einer 
windschiefen Regelfliiche; bei einer solchen Fliche ist bekanntlich Ord- 
nung und Classe gleich (m=) und werden beide gemeinschaftlich 
Grad genannt; stationiir beriihrende Ebenen giebt es nur in end- 
licher Zahl, niimlich die lings der Torsallinien (Nr. 20.) der Fliche 
beriihrenden; also existirt auf der Fusspunktsfliiche £ keine Curve d2q. 
Diese Fliiche X wird offenbar erhalten, wenn man aus O auf alle Er- 
zeugenden sowohl normale Ebenen als normale Geraden fallt und in 
jenen tiber diesen als Durchmessern je die Kreise — die wir B nennen 
wollen — construirt. Die Tangenten an diese Kreise in O erzeugen 
ersichtlich den Anschmiegungskegel n'** Ordnung des n-fachen Punktes 
O der Fliiche £. Es ist leicht einzusehen, dass dieser Kegel K, der 
Polar- oder Supplementarkegel ist zu dem von O an die Originaifliche 
S gefiihrten Kegel K, (r'e* Ordnung, »'* Classe); also ist seine Classe 
r, wenn r wiederum der Rang von S ist. An dem ganzen von O 
an = gelegten Tangentialkegel participirt der Anschmiegungskegel 
seiner Classe nach zweifach, ebenso wie die Beriihrungscurve einer 
vielfachen Beriihrungsebene ihrer Ordnung nach bei dem Totalschnitt 
der Ebene zweifach zu zihlen ist. Zu dem Tangentialkegel gehort 
ferner der von den Ebenen der Kreise B eingehiillte Kegel K,; da diese 
Ebenen auf den Generatricen normal sind, so ist K, r'** Ordnung und 
ne’ Classe. Eine solche Kreisebene ist im Allgemeinen eine einfache 
Beriihrungsebene von £; zuniichst ist ersichtlich, dass jeder Kreis der 
Curve dz; (n — 2)-mal begegnet, denn durch jede Generatrix von S 
gehen »— 2 doppelte Beriihrungsebenen dieser Fliiche; der Kegel 
niimlich, der von einem Punkte der Generatrix an S gelegt ist, zer- 
fillt in das Biischel um dieselbe und einen Kegel (mn — 1)'* Classe; 
diese haben ausser der Beriihrungsebene des Punktes noch n — 2 an- 
dere Ebenen gemein, welche demnach zweifach beriihrende Ebenen 
von S sind,«also zu D, gehéren. In jedem Punkte von d,, schneiden 
sich die beiden Kreise, welche den Generatricen zugehéren, auf denen 
die beiden Beriihrungspunkte der Ebene liegen, welche den Punkt von 
d,, geliefert hat. Ferner trifft jeder der Kreise die Curve C2, zwei- 
mal; der fernere Schnitt der Ebene eines Kreises B, welcher 2 (n — 1)'** 
Ordnung ist, geht also (2—1)-mal durch den Punkt O, durch jeden 
der beiden Punkte (B, C2) und eifmal durch jeden der » — 2 Punkte 
(B, d. 7), folglich hat er mit B nur noch 4 (n—1) — 3 (n— 1) — (n—2), 
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d. i, einen Begegnungspunkt, in welchem die Ebene die Flache be- 
riihrt. 

Endlich giebt es auf £, wie Nr. 9 gefunden, 2 n (imaginiire) Gerade 
G, welche durch O gehen. Die Ebenen durch eine solche Gerade sind 
im Allgemeinen ebenfalls einfache Tangentialebenen von £; denn jede 
dieser Geraden stiitzt sich auf C2, aber nicht auf d;,, da die Beriih- 
rungsebene von S, welche die Gerade geliefert hat, im Allgemeinen 
nicht zu D, gehért; also begegnet G der sie in der Ebene ergiinzenden 
Curve (2 — 1) Ordnung je in einem (m — 1)-fachen Punkte auf 
C2 und in O und noch in dem Beriihrungspunkte der Ebene. Damit 
ist aber der Tangentialkegel aus O erschépft; denn wenn ¢’ der Be- 
riihrungspunkt einer von O an & gelegten Tangente ist, so beriihrt 
die Ebene des durch ¢’ gehenden Kreises B, in der sich ersichtlich die 
Tangente befindet (weil sie zwei Punkte ¢’ und O derselben verbindet), 
in ¢’, da die Tangente von B in ¢’ eine zweite Flichentangente in 
dieser Ebene ist; also alle nicht in O oder auf den G tangirenden 
Beriihrungsebenen aus 0 an = sind Ebenen von Kreisen B. Daraus 
geht hervor, dass die Classe des vollstiindigen Kegels aus O, mithin auch 
die der Fliche = gleich 2n ++ 2r—2m-+n- 2, ist; der erste 
Summand nimlich, die Zahl der Geraden G, riihrt von der Classe m =n 
der Flache S her, der zweite Summand aber, die Classe des Kegels 
K,, von der Ordnung von S; -somit finden wir bei den windschiefen 
Regelfliichen die Behawptung von Nr. 13. bestiitigt. 


17.- Eine windschiefe Regelfliiche giebt durch thre Generatricen 
noch Veranlassung zu einer Fusspunktscurve g. Die Fusspunkte der 
aus O auf die Erzeugenden gefiillten Lothe sind Punkte der Kreise B 
(Gegenpunkte von OQ), also liegt m auf £; die Lothe sind die Schnitt- 
linien der Ebenen, welche O mit den Generatricen von S verbinden, 
und derer, die aus O auf sie normal gefiihrt sind; da jene den Kegel 
K,, diese den Kegel K, einhiillen, welche beide r'* Ordnung, n'* 
Classe sind, so ist die Ordnung des Kegels K, der Lothe 2, also 
auch die Ordnung v, der Fusspunktscurve gp. Folglich 

v,=2n. 
Das Geschlecht von gm muss mit dem (p) von S iibereinstimmen und 
Riickkehrpunkte hat » so viele, wie S Cuspidalgeneratricen besitzt; 


seien deren 6 und sei 9, die Classe der Fusspunktscurve, so giebt die 
Fliche S: 


2(n— 1) =r—2p+4+68, 
2 (vy, —1)=0e,—2p+8, 
Qo, =r+2n. 


die Curve 9: 


demnach 
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Ist die Doppeleurve von S von der Ordnung 0, so hat die Kusspunkts- 


curve 

h,=in(n—1)+0 
scheinbare Doppelpunkte; so viele Lothe aus O stehen also zugleich 
auf 2 Generatricen senkrecht. Die Classe endlich der Tangentenflaiche 


von @ ist 
uw =3r+e. 
Alle 2 unendlich fernen Punkte von @ liegen auf C2. 

Die Flichen 2. Grades S* haben wegen ihrer zwei Schaaren von 
Geraden je zwei solche Fusspunktscurven (Curven vierter Ordnung zweiter 
Species); dieselben bilden den vollen Schnitt der S? mit ihrer Fuss- 
punktsfliche; jede begegnet den Geraden der zugehérigen Schaar ein- 
mal, denen der andern dreimal, also begegnen sie sich zehnmal. Von 
diesen Punkten liegen 4 auf C2, die andern 6 sind die Fusspunkte 
der aus O auf S? herabgelassenen Normalen. 

18. Jedes Loth aus O auf eine Generatrix von S steht auch nor- 
mal auf einer durch dieselbe gehenden Ebene; sei f der Fusspunkt des 
Lothes, b der Beriihrungspunkt dieser Ebene, so fragt es sich, wie oft 
fallt f mit 6 zusammen; d.h. wie viele Normalen gehen aus dem Punkte 0 
an die Fliche? Denken wir uns durch O eine beliebige Gerade 7 und 
durch dieselbe und je den Punkt f, sowie den Punkt b auf jeder Ge- 
neratrix eine Ebene K;, resp. EF, gelegt, so stehen die beiden coaxia- 
len Biische! um / in folgender Beziehung: 

In jeder Ebene F; .befinden sich, weil die Curve g 2 n‘* Ordnung 
ist, 2 Punkte f, also entsprechen ihr 2 Ebenen F,. Die Torse D’, 
welche der _Fliiche S liings des Schnitts einer Ebene EF, umschrieben 
ist, ist ret Classe, folglich auch ihr Schnitt D’,, mit E,,; dessen Po- 
lareurve Dy in Bezug auf C2 ist demnach r'*" Ordnung und projecti- 
visch auf die Curve n'** Ordnung (S, E,,) bezogen; die Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte umhiillen deshalb eine Curve (m + r)'t 
Classe, welche in E,, die Spur derjenigen Developpable D” ist, die 
von den zu den Ebenen von D normalen und je durch die niimliche 
Generatrix gehenden Ebenen eingehiillt wird; da EZ. im Allgemeinen 
nicht S beriihrt, so ist die Classe von D” ebenfalls » + 7; man kann 
sich die Developpable D” auch als Enveloppe der Verbindungsebenen 
je einer Generatrix der Fliiche S n' Grades und des entsprechenden 
Punktes der Curve D{, denken, welche rt Ordnung ist; einer Gene- 
ratrix g entspricht namlich der Pol (in Bezug auf C2) der Spur der 
auf g beriihrenden Ebene von D’ in E,,. Also gehen auch durch O 
n-+-r Ebenen von D”; folglich enthilt jede Ebene FE, » + r Beriih- 
rungspunkte von Ebenen, fiir welche die lings der Generatrix normale 
Ebene durch O geht, also auf denen das Loth, welches auf die durch den 
Beriihrungspunkt gehende Generatrix aus O gefillt ist, auch normal ist; 
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jeder Ebene FE, entsprechen demnach n+ 7 Ebenen E;. Daraus geht 
hervor, dass es 3” -+-r Coincidenz-Ebenen giebt; unter diesen befinden 
sich die » Beriihrungsebenen, welche von / an S gehen; die 2n+-4r 
iibrigen markiren auf den Erzeugenden, denen sie zugehéren, einen 
Punkt f, der mit seinem entsprechenden Punkte 6 zusammenfillt. 


An eine windschiefe Regelfliiche vom Grade n und vom Range r 


gehen von einem Punkte aus stets 2n-- r Normalen. 

19. So viel mir bekannt, ist die Zahl der Normalen aus einem 
Punkte an eine beliebige Flache noch nicht ermittelt. Es ist sehr wahr- 
scheinlich, dass diese Zahl jederzeit gleich der Summe n + r + m ist*). 
Bei einer Fliiche n'** Ordnung ohne singuliire Punkte ist r = n (n — 1), 
m =n (n — 1); die Summe dieser 3 Gréssen sowohl, als auch die fiir 
diesen Fall liingst bekannte Zahl der Normalen ist » (n* — n + 1). 
Bei den windschiefen Regelfliichen ist m = n, folglich m + r + m 
=2n-+-,r, also gleich der oben gefundenen Zahl. Bei einer Curve 
v'e* Ordnung oe Classe ergiebt sich, wenn dieselbe wiederum wie oben 
als Fliche (n, 7, m) aufgefasst wird, so dass n = 0, r= v, m = @Q ist, 
n+r+m=v- @, d. i. der bekannten Zahl der Normalen an die 
Curve aus einem Punkte, der iibrigens auch bei ebenen Curven ersicht- 
lich nicht nothwendig in der Ebene der Curve zu liegen braucht. Die 
Zahl der Normalen endlich aus einem Punkte auf eine Developpable 
D o Ordnung, u'*' Classe ist gleich der Classe der Developpablen A, 
welche von den Ebenen eingehiillt, die auf den Beriihrungsebenen 
senkrecht stehen und durch die Beriihrungs-Generatrix gehen, also der 
sogenannten rectificirenden Fliche der Developpablen D, durch deren 
Abwickelung die Cuspidaleurve von D eine Gerade wird. A ist die 
Enveloppe der Ebenen, welche die Generatricen der Fliche D o'* Ord- 
nung (oder die Tangenten ihrer Cuspidaleurve C o'* Classe) mit den 
entsprechenden Punkten der Curve w'*' Ordnung verbinden, welche der 
Curve (D, E.) in Bezug auf C2 polar ist, also ist A von der Classe 
o+u. Die beiden Torsen D’ und D”, die wir zu jedem ebenen 
Schnitte einer windschiefen Regelfliche fanden, sind hier bei der de- 
veloppablen Regelfliche D, welches auch der ebene Schnitt sei, steis 
D selbst und die rectificirende Fliiche A, welche letztere freilich nicht 
D tangential umschrieben ist, wie D” der windschiefen Reégelfliche. 
Also die Zahl der Normalen aus einem Punkte auf eine Developpable 
oe’ Ordnung, u' Classe ist @ + uw. Wird die Developpable als eigent- 
liche Fliche (n, r, m) aufgefasst, so ist n= 0, r—=w, m==0, also 
n+r+m=—o-+4, womit die Richtigkeit des oben vermuthungs- 
weise ausgesprochenen Gesetzes auch fiir diesen Fall bestiitigt ist. 


*) Dass die Zahl der Normalen in einer Ebene stets x ist, bedarf kaum eines 
Beweises. 
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An einen allgemeinen Kegel n'** Ordnung (also von der Classe 
n(m— 1)) gehen demnach von einem Punkte n*? Normalen, an eine all- 
gemeine Fliiche n'** Ordnung n (n? — n-+ 1); der n-fache Punkt hat 
folglich eine Verminderung um n (n— 1) herbeigefiihrt, was auch aus 
der Zahl n+ r-+ m zu entnehmen sein wiirde, da durch einen n-fachen 
Ponkt nur die Classe afficirt und zwar um »(n— 1)? vermindert wird. 

Ist diese Zahl n + r+ m richtig, so wiirde sich auch das inter- 
essante Resultat ergeben, dass fiir zwei polare Fliichen die Zahl der 
Normalen aus einem Punkte (wie auch die in einer Ebene) dieselbe ist. 


20. Gehen wir zur windschiefen Regelfliiche S zuriick. 

Die beiden lings zweier ebenen Schnitte C, und C, umschriebenen 
Torsen D,’ und D,' re Classe schneiden in eine beliebige Ebene E zwei 
Curven r'*' Classe ein, welche ersichtlich projectivisch auf einander be- 
zogen sind, indem sich solche Tangenten entsprechen, welche Spuren 
von auf derselben Generatrix beriihrenden Ebenen sind. Das Erzeug- 
niss der Schnittpunkte entsprechender Tangenten miisste 2 re Ord- 
nung sein, ist aber nur von der Ordnung , nimlich der ebene Schnitt 
(E, 8); dies weist auf 27 — n coincidirende entsprechende Tangenten 
hin: » von denselben sind die Spuren der Tangentenebenen in den 
nm Punkten (C,, C,), die 2*—2~x iibrigen sind Spuren von Beriih- 
rungsebenen, die lings einer ganzen Generatrix beriihren; dies ge- 
schieht, sobald eine Generatrix von der ihr unendlich nahen getroffen 
wird. Die Regelfiiiche nimmt lings einer solchen Generatrix den Cha- 
rakter einer Torse an; Herr Cayley nennt derartige Geraden deshalb 
Torsallinien. Diese Torsallinien bilden die Wendecurve (spinode curve) 
der Regelfiiche; die Beriihrungsebenen liings derselben ersetzen die 
stationiir beriihrende Torse. Hine windschiefe Regelfliche n‘” Grades 
und r" Ranges hat demnach 2 (r — n) Torsallinien*). Die Begegnungs- 
punkte einer Torsallinie mit ihrer unendlich nahen Generatrix nennen 
wir mit Herrn de la Gournerie eine Spitze der Regelfliiche (sommet) ; 
wiihrend die Regelfliiche in allen andern Punkten der Torsallinie immer 
von derselben Ebene (die durch die beiden auf einander folgenden Ge- 
neratricen geht) beriihrt wird, beriihren alle iibrigen Ebenen durch die 
Torsallinie, also auch unter andern die zu jener senkrechte in der 
Spitze. Die Beriihrungscurven aller Flichen D” gehen demnach stets 
durch alle 2 (r — n) Spitzen. 


21. Zu der Betrachtung dieser Beriihrungscurven C” wollen wir 
uns nun wenden; ist die ebene Curve C’, lings deren die Fliche D’ 
umschrieben ist, die unendlich ferne Curve C. von S, so ist C” — 


*) Aus Nr, 17 ist zu entnehmen: r= 2 (n-+ p — 1) — 9; folglich ist die oben er- 
mittelte Zahl der Torsallinien gleich 2+ 4(p — 1) — 206; also wenn 6=0, ist sie 
2n-+4(p —1), wie Herr Liiroth, Borchardt’s Journ. Bd. 67 S. 139, gefunden hat, 
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daun C, genannt — die Strictionslinie der Regelfliiche: die Curve der 
Centralpunkte der Generatricen, d. i. der Punkte, welche je der Nach- 
bargeneratrix am niichsten sind. 

Die Paare der zu einander normalen Ebenen durch jede Genera- 
trix bilden bekanntlich eine im Allgemeinen elliptische Involution; 
desgleichen die Paare der zugehérigen Beriihrungspunkte ebenfalls eine 
elliptische Involution. Die Coincidenzebenen der Ebenen-Involution 
beriihren den Kreis C2; die (imaginiire) Developpable D; simmtlicher 
Coincidenzebenen ist deshalb 2 n'*' Classe. Die Beriihrungscurve B; 
von D;, also die Curve der Coincidenzpunkte der Punkt-Involutionen 
ist von der Ordnung 27, da jede Torse D’ mit C2 2r Tangenten ge- 
mein hat. Auf den Torsallinien ist die Involution parabolisch; die 
Spitze ist allen andern Punkten zugeordnet und vereinigt beide Coin- 
cidenzpunkte, liegt demnach auf B;; auf den 2 Generatricen ferner, 
welche C2 treffen, ist die Involution gleichfalls parabolisch; alle an- 
dern Punkte einer solchen Generatrix g; sind dem Punkte 0}; zugeord. 
net, in dem diejenige Ebene durch g; beriihrt, welche C2 tangirt; 
denn diese ist zu allen andern Ebenen durch g; normal. Liegt eine 
Generatrix (g,) von S im E,, so ist die Involution derselben auch 
parabolisch, alle endlichen Ebenen durch g,, sind normal zu E,,, diese 
also die Coincidenzebene; sei 0, ihr Beriihrungspunkt. B; und D; be- 
halten ihre Ordnung, resp. Classe. Die Curve C” kann C’ nur dort 
hegegnen, wo letztere von DB; getroffen wird; also ist C” von der 
2 r'ee Ordnung. 

Die Curve also der Punkte, welche in den Involutionen der Gene- 
ratricen einer windschiefen Regelfliiche n’ Grades, r" Ranges den Punk- 
ten einer ebenen Schnittcurve zugeordnet sind, ist 2 rr Ordnung und 
geht durch alle Spitzen der Regelfliche; dies gilt auch im speciellen Falle 
von der Strictionslinie. Die liings beider Curven umschriebenen Torsen 
sind von der Classe r, resp. n + r. 

Enthilt E,, q Generatricen (g,.) von S, so zerfallt Cz in q Ge- 
rade und eine Curve (n — q)'** Ordnung’, die Torse D’ in q Biischel 
und eine eigentliche Torse (r — q)'*' Classe; die Curve B; beriihrt 
jede dieser Geraden g, in dem Punkte b. und trifft FE. in 2r — 2q 
andern Punkten. Jeder der Punkte b. ist allen andern Punkten sei- 
ner Geraden g, zugeordnet. Die 2(r — q) iibrigen Punkte sind die 
Begegnungspunkte der eigentlichen Strictionslinie C, mit E.; also ist 
die Strictionslinie in diesem Falle von der Ordnung 2(r -- q); die 
lings derselben umschriebene Torse D,’, deren Ebenen auf denen der 
asymptotisch beriihrenden Torse D,, normal sind, hat die Classe 
n+r— 2q. 

22. Bei den Regelfliichen 2. Grades gehéren wegen der zwei 
Schaaren zu jedem ebenen Schnitte C’ zwei Curven C”; bei den Hy- 
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perboloiden sind dieselben 4. Ordnung; dies erhellt in diesem einfachen 
Falle auch daraus, dass von dem Pole einer beliebigen Ebene F an 
die betreffende Torse D”, welche 4'* Classe ist, 4 Ebenen gehen, 
deren Beriihrungspunkte — Punkte von C” — also auf E liegen. In 
Folge der projectivischen Beziehung, in der die beiden C” zu dem 
Kegelschnitte C’ stehen, ist ihr Geschlecht 0; da ein Doppelpunkt un- 
mdglich ist, so sind sie gweiter Species. Jede trifft die Geraden der 
zugehérigen Schaar in einem Punkte, dem sie erzeugenden, also be- 
gegnen beide C” einander in 10 Punkten; von diesen liegen 4 imagi- 
niire auf der Curve C’: es sind dies die Beriihrungspunkte der 4 Ebe- 
nen des lings C’ umschriebenen Kegels, welche C2 tangiren, und 
durch sie gehen beide Curven B;. Die Tangentenebene der S? in je- 
dem der 6 andern Punkte ist zu der Geraden normal, welche den 
Punkt mit dem Pole der Ebene von C’ verbindet. Haben wir es 
mit den beiden Strictionslinien (, zu thun, so ist dieser Pol der Mittel- 
punkt von S?*; wir sehen also, dass die beiden Strictionslinien eines 
allgemeinen Hyperboloids sich im Endlichen in den Scheiteln der Fiche 
(Axen-Endpunkten), von denen zwei freilich auch imaginir sind, tref- 
fen. Aus der normal symmetrischen Lage der beiden Schaaren gegen 
jede der 3 Hauptebenen folgt selbstverstindlich auch die der beiden 
Strictionslinien und in Folge dessen die Identitit ihrer orthogonalen 
Projectionen auf eine Hauptebene oder eine ihr parallele Ebene. 

23. Weun das Hyperboloid ein Rotationshyperboloid ist, so dege- 
nerirt jede der beiden Strictionslinien, C, beriihrt in diesem Falle 
den Kreis C2 doppelt; die reelle Beriihrungssehne p,, ist allen Parallel- 
kreis-Ebenen gemeinsam, und ihr Pol A, in Bezug auf C2 liegt auf 
der Rotationsaxe. Die beiden (imaginiren) Beriihrungspunkte seien tz. 
Wir unterscheiden die beiden Schaaren g und J, und beschiiftigen uns 
zunichst blos mit den g; die beiden Geraden g, welche nach den ¢. 
gehen, seien g;; die Ebene, welche S*? in einem ¢. tangirt, ist, weil 
sie C2 beriihrt, zu allen Ebenen durch die betreffende g; normal. Also 
nehmen diese beiden Geraden an der Strictionslinie der Geraden g theil; 
der iibrige Bestandtheil, die eigentliche Strictionslinie CZ, ist, weil die 
volle Curve zweiter Species ist, ein Kegelschnitt. Die Polarcurve von 
C, in Bezug auf C2 beriihrt auch beide Curven in den ¢.; und die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte der beiden polaren Curven 
gehen, wie leicht einzusehen ist, alle durch A.; diese Geradén sind 
aber die Spuren der Ebenen des liings C, umschriebenen Kegels; der- 
selbe hat mithin seine Spitze in Ax. Folglich ist C§ der Kehlkreis. 
Dasselbe gilt aber ersichtlich fiir Cj. Der Kehlkreis ist also gemein- 
same Strictionslinie der beiden Schaaren eines Rotationshyperboloids: 
ein bekanntes und auf anderem Wege sehr leicht zu beweisendes Re- 
sultat; hier kam es uns vorziiglich darauf an, es aus dem allgemeinen 
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Resultate abzuleiten und besonders die Art und Weise der Degene- 
ration zu erkennen. 


24. Das hyperbolische Paraboloid enthilt in jeder Schaar eine 
unendlich entfernte Gerade g,,, resp. l..; die Strictionslinie ist deshalb 
fiir jede der beiden Schaaren nach Nr. 21. nur noch ein Kegelschnitt. 
Wenn az, der Pol der Geraden J,, in Bezug auf C2 ist, also der un- 
endlich ferne Normalpunkt der Leitebenen der Schaar g, so ist dieser 
Punkt oder besser sein Strahlbiischel in ZH, als die Polarfigur von /,,, 
dem Schnitt von EF, mit dem Paraboloide ausser g,,, zu betrachten, 
demnach auch als die Spur der lings der Strictionslinie C% der 
Schaar g umschriebenen Torse D”; da die Strictionslinie ein Kegel- 
schnitt ist, so ist diese Torse ein Kegel 2. Grades, a%, also sein Schei- 
_tel, folglich ist. die Ebene von Cf diejenige Diametralebene, welche 
den zur Leitebene der g senkrechten Sehnen conjugirt ist, (% selbst 
eine Parabel. Aehnliches gilt fiir die andere Strictionslinie C/. 
Ausser im Beriihrungspunkte (g., 1.) der Ebene EF, treffen sich diese 
beiden Parabeln noch in einem endlichen Punkte, dessen Beriihrungs- 
ebene, wie beim Hyperboloide, auf dem nach ilim gehenden Durch- 
messer normal ist, also im Scheitel des Paraboloids, und beide Parabel- 
ebenen gehen mithin durch die Axe. Die Strictionslinien der beiden 
Schaaren eines hyperbolischen Paraboloids sind zwei sich im Scheitel 
begegnende Parabeln, deren Ebenen je die zur Leitebene der betreffenden 
Schaar senkrechten Sehnen halbiren. 


25. Wenn das Paraboloid gleichseitig ist, also die beiden Leitebenen 
zueinander normal sind, so sind g~ und J. in Bezug auf C2 conjugirt; 
a, liegt auf g,, der Kegel, welcher liings der Strictionslinie CY um- 
schrieben ist, zerfillt in zwei Ebenenbiischel, die Beriihrungscurve in 
die Gerade g, und die durch a’ gehende Gerade /, welche die eigent- 
liche Strictionslinie ist. 

Die Strictionslinie also jeder .der beiden Schaaren eines gleichseiti- 
gen hyperbolischen Paraboloids ist diejenige Gerade der andern Schaar, 
welche auf der Leitebene der betreffenden Schaar senkrecht steht. Beide 
Strictionsgeraden begegnen sich im Scheitel des Paraboloids. Dieses be- 
kannte Resultat ist natiirlich leicht auch auf andere Weise zu er- 
reichen*). 


26. Wir wenden uns nochmals zu den Raumeurven zuriick, wm 
die von den Normalebenen einer solchen Curve C cingehiillte Developpable 
N zu betrachten; v, 9, w haben fiir C dieselbe Bedeutung wie oben 
(Nr. 4). WN ist ersichtlich von der Classe 


*) Man vergleiche Herrn de la Gournerie’s Traité de géométrie descrip- 
tive, Livre VII. 
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=oe+, 
denn die Normalebenen verbinden die Punkte der Curve C yv'et Ord- 
nung mit den ihnen projectivisch entsprechenden Tangenten der 
Curve v» o'* Classe und uw Ordnung, welche dem Schnitt D. der 
Ebene LZ mit der Tangentenfliche D von C in Bezug auf C2 polar ist. 

Durch jeden Punkt gehen demnach stets @ + v Normalebenen und 
auch, was daraus folgt, so viele Normalen an eine Curve C v" Ord- 
nung 0” Classe; so dass der niimliche Satz wie fiir die ebenen Curven 
gilt (Nr. 19). Hat die Curve C 0 Wendetangenten W, so resultiren 
daraus 8 Generatricen W’ von N in E,, welche, da FE, fiir diese 
nicht Beriihrungsebene ist, an dem fernern Schnitt n. Wendetangen- 
ten sind*); sie sind ja auch reciprok zu den Riickkehrpunkten, welche 
dureh die Geraden W auf JD, veranlasst werden. 

Fiir die v Punkte R, = (K., C) ist EK, die Normalebene, so dass 
diese Ebene eine v-fache Beriihrungsebene von N ist; da die Classe 
der Developpable N v + 0 und die von rx @ ist, so muss jede der v 
Beriihrungen eine gewohnliche sein; bei einer solchen ist im Allge- 
meinen die Beriihrungsgeneratrix eine einfache Tangente des fernern 
Schnitts*); in unserem Falle aber sind die » Generatricen, liings deren 
EF beriihrt, ersichtlich Wendetangenten von n., da sie den » Riick- 
kehrpunkten F,, von D. polar sind. Nimmt man nun an, dass diese 
Generatricen — wir wollen sie [’ nennen — Cuspidalgeneratricen von 
N sind, so ergiebt sich zuniichst, dass die Ordnung von N ist 

eo =u+3v+ 8; 

vergleichen wir einen beliebigen vollstiindigen ebenen Schnitt » von 
N mit dem unvollstiindigen Schnitte »., so zeigt sich, da jener 
von der Ordnung « + 3v 4-6, der Classe v + 9 ist und vy’ + 7+ 0’ 
Riickkehrpunkte hat (wobei v’ die Ordnung der Cuspidaleurve K’ von 
N und 0’ die Zahl der Cuspidalgeneratricen von N ausser den [’ ist), 
wihrend »» uw Ordnung, g' Classe ist und v’ — 4» — 20+ 0’ 
Riickkehrpunkte hat, dass n. v + 6 Wendetangenten mehr hat als n: 
die Geraden W’ und [’. Also sind die [’ in der That Cuspidalgene- 
ratricen, 

Die Normalebenen einer Rauwmcurve (v, 9, w) mit © Wendetangen- 
ten hiillen also eine abwickelbare Fliiche von der Classe v + 0, der 
Ordnung w+ 3v+ 6 ein, welche in E, v Cuspidalgeneratricen hat, 
liings deren sie von dieser Ebene beriihrt wird**). 


259 


*) Cremona, Teoria delle superficie Nr. 13. 
-  **) Ist die Curve C rational, ihr Geschlecht also 0, und hat sie 6 Riickkehr- 
punkte,' so ist @ = 2(»— 1) — 8B, w+ 0=—3(v — 2) — 28; folglich pn’ =3y — 2—§8, 
eo = 6(» — 1) — 2 B; was fiir 8 = 0 mit Herrn Em, Weyr’s Angabe stimmt. 
Journ. f. Math. Bd. 74 8. 277. 
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Man iiberzeugt sich leicht, dass, ceteris paribus, die Summe w + 0 
constant bleibt, also hingt die Ordnung der Normalebenen-'Torse 
nur scheinbar von der Anzahl der Wendetangenten der urspriing- 
lichen Curve ab; 6 ist am gréssten, wenn die Curve eben ist, weil 
dann “u = 0 ist. 

Die Curve n. hat offenbar nur »v + 6 Wendetangenten, also x 
keine: die Torse N hat demnach keine Wendeberiihrungsebene. Auch 
aus dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen 


2(9+vy—1)—=n4+3v+0+a'—2p 
2(9@—l)=v+u+0—2p, 


in denen a@’ die Zahl der Wendeberiihrungsebenen von N und p das 
Geschlecht von C und von N ist und von denen die erstere fiir einen 
ebenen Schnitt von N, die andere fiir einen’ Projectionskegel von C 
gilt, lisst sich folgern, dass «’ —(; was iibrigens auch a priori zu 
erwarten war. 


und 


27. Die Ordnung v’ der Cuspidaleurve K’ von N ist, weil 
jede der « = 3(u — eo) + v + 6 Wendeebenen von D einen unend- 
lich fernen Punkt von K’ liefert, 

yi=4v+a+20=—3(u—e+6)+ 5», 
worin wiederum nur die Summe uw + 0 auftritt. 

Da N ausser den v Cuspidalgeneratricen [’ in E, angenommener- 
massen noch 6’ andere hat, so liefert ein ebener Schnitt von N, weil 
er v +v+060'=3 (u+ 6— oe) + 67+ 0’ Riickkehrpunkte hat, 

2(u + 3v+0—1l)—e+v74+3(u+0—e)+6r+0' — 2p; 
dies in Verbindung mit ae ae 
2(9—1)=v+u+9—2p 


6’ == O: 


giebt: 


also existiren ausser den unendlich entfernten T’ keine Cuspidalgenera- 
tricen auf N. 

K’ ist die Curve der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln von C, 
die Riickkehrpunkte auf K’ sind Centra von Kugeln mit Maximal- 
oder Minimalradien; sei deren Zahl 6’, so ist wegen 

a’ — B’ = 2 (u’ — v’) und a’ =0: 
B’ = 6 (u + 6) — 8(e — »). 
Die Formeln fiir die tibrigen Singularititen von N sind von minder 
einfacher Gestalt. 


Wenn die Curve C eben ist, so degenerirt die Developpable D in 
die g-fache Ebene E der Curve, die Curve n, demnach zn dem g-fachen 
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Strahlbiischel um den unendlich fernen Normalpunkt der Ebene L£. 
Die Normalebenenfliche einer ebenen Curve v'’ Ordnung, 0” Classe mit 
8 Wendetangenten ist also ein auf der Ebene der Curve normaler Cylin- 
der von der Classe v + @, der Ordnung 3 v + 0, welcher in Ex, v Cus- 
pidalmantellinien hat, ldngs deren er von dieser Ebene beriihrt wird. 
Sein Schnitt mit der Ebene E ist die Evolute der Curve. Die Formeln 
fiir die Cuspidaleurve sind natiirlich, weil dieselbe sich auf einen Punkt 
reducirt, illusorisch. — Als einziges Beispiel mége die cubische Raum- 
curve dienen; bei derselben ist: v= u—3, 9 = 4, 6 = 0; also: 
pe =7, eo =v = 12, p’ = 10. 


28. Wenn man weiss, dass eine Raumcurve der totale oder par- 
tielle Schnitt zweier Flachen ist, und in wie vielen Punkten sie im 
letzteren Falle dem weitern Schnitt begegnet, so kann man auch leicht 
die Classe der Developpable der Normalebenen ermitteln. Um_ nicht 
die Betrachtung zu sehr zu compliciren, nehmen wir die beiden sich 
durchschneidenden Flachen ohne singulire Curven an. Zuniichst be- 
trachten wir blos eine derselben, F’, welche »'* Ordnung sei. Die 
lings der Curve C” der Fliiche F” umschriebene Torse ist von der 
Classe (n — 1)» [und von der Classe (n — 1) vy — s, — 25,, falls F" 
mit einer Doppelcurve b'*' Ordnung und einer Cuspidaleurve c' Ord- 
nung behaftet wiire, denen die Curve C” in s, resp. s, Punkten be- 
gegnete]. Die Polareurve N. der unendlich fernen Curve dieser Torse 
in Bezug auf C2 ist demnach von der Ordnung (n — 1) v; die Fla- 
chennormalen von EF lings C” verbinden nun die Punkte von C” mit 
den projectivisch entsprechenden Punkten von N., folglich erzeugen 
sie eine Fliiche (Normalie) vom Grade (n — 1) v + v—=ny und vom 
selben Geschlechte p wie C”; die Normalen in den Doppel- und Riick- 
kehrpunkten, deren C’ 0 resp. B habe, sind Doppel- und Cuspidal- 
generatricen der Normalie. Hat C” die Classe @, so ist der Rang r 
der Normalie gleich 9 + 2 v(n— 1), weil sowohl 2 (nv — 1) —r, 
als auch 2 (vy — 1) — 9 =f — 2p ist. Die Normalie hat demnach 
2 (nv + @ — 2) Torsallinien (Nr. 20), also an so vielen Stellen ist ein 
Element von C’ Kriimmungslinie. 


29. Die zweite Fliche, auf welcher C” liegt, sei F'™ mn,‘ Ord- 
nung. Dieselbe liefert eine Normalie vom Grade vn,. Beide Nor- 
malien sind ersichtlich projectivisch auf einander bezogen, indem sich 
die in dem niimlichen Punkte von C” errichteten Normalen beider 
Flichen entsprechen. Die Verbindungsebenen entsprechender Norma- 
len, also die Normalebenen von C’, hiillen eine abwickelbare Flache 
ein, deren Classe durch die eines ebenen Schnitts am besten ermittelt 
wird. Die Schnittcurven einer Ebene mit den beiden Normalien wiirden 
durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Curve von der 
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Classe v (n + ,) erzeugen, wenn nicht Coincidenzen entsprechender 
Punkte stattfiinden. Solche kommen aber vor und zwar erstens in den 
v Spuren der Curve C’, féerner in den Spuren der Normalen in den 
s Begegnungspunkten von C” mit dem ferneren Schnitte der beiden 


Fliichen F’* und J’, endlich in den Spuren der Normalen in den - 


Doppel- und Riickkehrpunkten der C’; denn in den beiden letzten 
Fallen haben die Fliichen wegen der Beriihrung gemeinsame Norma- 
len; in den Riickkehrpunkten sogar haben beide Flichen eine gemein- 
same Beriihrungsebene in zwei unendlich nahen Punkten (in der Rich- 
tung der Riickkehrtangente), also die Normalien nicht blos die Cuspi- 
dalgeneratricen, sondern auch noch je die Nachbargeneratrix gemein. 
Daraus geht hervor, dass, wiihrend jeder Coincidenzpunkt der beiden 
ersten Arten die Classe der Normalebenen-Fliche um 1 und jede durch 
einen Doppelpunkt bewirkte Coincidenz um 2 vermindert, jeder der 
durch die Riickkehrpunkte hervorgerufenen Coincidenzpunkte eine Re- 
duction um 3 veranlasst. 

Die Classe der Developpable der Normalebenen einer Curve v' Ord- 
nung, in der sich 2 allgemeine Flichen n” und n,@“ Ordnung durch- 
schneiden und welche 0 Doppel- und B Riickkehrpunkte hat und dem et- 
waigen ferneren Schnitie der beiden F'lichen in s Punkten begegnet, ist 
folglich 

uo =v(n+n,—1)—-206—3B—s. 


Stellen wir dies mit dem friiheren Resultat- zusammen: 


uw =v-+ Q; 
so ergiebt sich die bekannte Formel: 


‘ o+s=—v(n+n, — 2) —-20—36*). 
Treffen sich 2 andere Flichen von den Ordnungen », und », eben- 
falls in der Curve C” und begegnet dieselbe in diesem Falle dem fer- 
nén Schnitt in s’ Punkten, so ist ersichtlich 


, 


s —s=v(n,+n,—-n—2,), 
welche Formel ein Mittel liefert, das eine s zu finden, wenn das an- 
dere bekannt ist. 


30. Befindet sich unter den ferneren Schnittcurven von F" und 
F™ z. B. eine, welche auf F* 6-fach, auf F'™ 6,-fach ist, und be- 
gegnet C” dieser Curve in s’ Punkten [von denen auch mehrere zu- 
sammenfallen kénnen, so dass dann die beiden F' statt an verschie- 
denen Stellen mit je einem Mantel sich an derselben Stelle mit meh- 


*) Salmon-Fiedler, anal. Geom. des Raumes II §. 108; Cremona, Teoria 
delle superficie Nr. 96. 
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reren Miinteln tangiren], so sind die beiden Normalien vom Grade 
nv—s’ (6 — 1) resp. n,v — s’ (6, — 1), also die Normalebenen- 
Torse von der Classe 


we =v(n+n,—1)—s' (6+6,—1)—26—3B8—s", 


wobei s” die Zahl der Begegnungspunkte von C”’ mit dem einfachen 
Theile des ferneren Schnitts ist. Aehnlich sind andere Fille zu be- 
handeln; sie alle in einer Formel zu vereinigen, wiirde diese zu sehr 
compliciren, abgesehen davon, dass es iiberhaupt nicht leicht sein 
michte, alle zu iibersehen. Auch die obige Formel diirfte, wenn w’ 


und das eine s bekannt sind, oft ein Mittel bieten, das andere s zu 
ermitteln. 


Darmstadt, Anfang October 1872. 








Ueber Systeme von Kegelschnitten. 


Von Rosanes in Bresiau. 


_ Die Untersuchung eines Systems von vier in einer Ebene gelege- 
nen Kegelschnitten ist fiir die Theorie der nach Steiner benannten 
Flaiche vierter Ordnung wegen der von Herrn Weierstrass entdeck- 
ten fundamentalen Kigenschaft derselben, dass die Coordinaten ihrer 
Punkte sich durch drei Parameter als homogene ganze Functio- 
nen zweiten Grades darstellen lassen, von Wichtigkeit geworden. 
Clebsch hat in seiner der erwihnten Fliche gewidmeten Abhand- 
lung*) auf diese Darstellung die algebraische Untersuchung der Fliche 
gegriindet und ihre charakteristischen Eigenschaften durch das Studium 
des Systems von Kegelschnitten, welche aus vier gegebenen durch 
lineare Verbindung hervorgehen, entwickelt. Es kam hierbei haupt- 
siichlich darauf an, diejenigen Elemente, welche fiir das Kegelschnitt- 
System charakteristisch sind, und die zwischen ihnen bestehenden 
Beziehungen zu ermitteln. 


Die von Cle bsch gewonnenen Resultate veranlassten mich, den 
genauen Zusammenhang niiher zu verfolgen, welcher zwischen dem 
aus vier Curven zweiter Ordnung constituirten Systeme und einer ge- 
wissen Schaar von Curven zweiter Classe besteht. Beide Gruppen 
werden durch einander vollstindig und eindeutig definirt. Ein belie- 
biger Kegelschnitt-jenes Systems und ein beliebiger Kegelschnitt der 
zugeordneten Schaar stehen in einer einfachen algebraischen Be- 
ziehung. Ersetzt man niimlich in der linken Seite der Gleichung 
des erstern in Punktcoordinaten die Quadrate und Producte der 
Verinderlichen durch die entsprechenden Coefficienten aus der Glei- 


*) ,, Ueber die Steiner’sche Fliiche“ Borchardt’s Journal Bd. 67. p. 1. 








‘chung 4 
stehende 


Die 
Der in | 
conjugir 
dinaten 
unendlic 
schriebe 
ein Prit 
fach un 
zur geg 
Kegesch 
gestellt 
dern in 
und Ai 
sche al 
fruchtb: 
bilden* 

Ku 
Gruppe 
drei El 
von He 
ter Ord 
Schré 
fiir wel 
tisch is 
Kegels« 
des Ne 
gemein 


» 

#*) 
p. 528 h 
Zuordnt 
gelesen 
auf dies 
London 
daraus, 
gemeine 
Ich wer 
anfiihre! 

aE 


gungsai 














Ueber Systeme von Kegelschnitten. 


265 


‘chung des letztern in « Liniencoordinaten, so verschwindet der ent- 
stehende Ausdruck*). 


Die geometrische Bedeutung einer solchen Beziehung ist bekannt. 
Der in Punktcoordinaten vorgelegte Kegelschnitt ist einem sich selbst 
conjugirten Dreiecke (und somit unendlich vielen) des in Liniencoor- 
dinaten gegebenen umschrieben, woraus zugleich folgt, dass der letztere 
unendlich vielen sich selbst conjugirten Dreiecken des erstern einge- 
schrieben ist. Die dadurch bedingte Zuordnungsweise fasste ich als 
ein Princip auf, durch welches jeder Curve zweiter Ordnung ein vier- 
fach unendliches System von Curven zweiter Classe, welches ich das 
zur gegebenen ,,conjugirte nenne, und iiberhaupt jeder Gruppe von 
Kegeschnitten eine andere, die ihr ,,conjugirte,“ derart gegeniiber- 
gestellt wird, dass die Eigenschaften der einen mit denen der an- 
dern in einem einfachen Zusammenhange stehen. Die Entwicklung 
und Anwendung dieses Princips, welches sowohl fiir die geometri- 
sche als die algebraische Theorie der Kegelschnitt-Gruppen sich 
fruchtbar erweist, soll den Gegenstand des vorliegenden Aufsatzes 


bilden **), 


Kinem derartigen Zusammenhange zwischen zwei Kegelschnitt- 
Gruppen, nimlich demjenigen Falle, wo jede der beiden Gruppen durch 
drei Elemente bestimmt wird, begegnet man auch in den neuerdings 
von Herrn Schréter publicirten Untersuchungen iiber die Curven drit- 
ter Ordnung***). Durch rein geometrische Betrachtungen gelangt Herr 
Schréter von einem Kegelschnittgewebe zu einem Kegelschnittnetz, 
fiir welches die Eaveloppe der Verbindungslinien conjugirter Pole iden- 
tisch ist mit-der Tripelstrahlencurve des Gewebes. Aus irgend drei 
Kegelschnitten des Gewebes werden die Kegelschnitte zur Bestimmung 
des Netzes construirt, indem man zu den drei ersteren paarweise die 
gemeinschaftlichen Tripel conjugirter Punkte aufsucht und je zweien 


*) Vgl. das System (33) in der citirten Abh, 8. 12. 

**) Aus einer Note ,,observatio geometrica“ Annali di Mat. Ser. II. T. Il. 
p- 528 habe ich inzwischen entuommen, dass Herr H. J. Stephen Smith dasselbe 
Zuordnungsprincip aufgestellt und seine Untersuchungen in der London Math. Soc. 
gelesen hat. Auf mein Ersuchen hatte Hr. Smith die Freundlichkeit, mir seine 
auf diesen Gegenstand beziigliche, an Resultaten reiche Abhandlung (Proc. of the 
London Math. Soc. 28, Mai 1868) vor wenigen Tagen zuzuschicken, Ich ersehe 
daraus, dass Herr Smith die an das Zuordnungsprincip sich anschliessenden all- 
gemeinen Folgerungen grossentheils durch rein geometrische Methoden erlangt. 
Ich werde ausserdem diese Arbeit noch an eiffigen spiiteren Stellen besonders 
anfiihren. Breslau, 2. Januar 1873. 


*##) Ueber eine besondere Curve dritter Ordnung und eine einfache Erzeu- 
gungsart der allgemeinen Curve dritter Ordnung“, Math. Ann. Bd. V. 8. 50. 
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dieser drei Dreiecke einen Kegelschnitt umschreibt*). Offenbar ist 
das Netz dem Gewebe in dem oben bezeichneten Sinne ,,conjugirt.“ 

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit ist folgendermassen angeordnet. 
Nach Erérterung des Zuordnung-Principes und der an seinen algebrai- 
schen Ausdruck sich unmittelbar ankniipfenden Folgerungen (§ 1.) 
werden die verschiedenen miglichen Fiilie conjugirter Gruppen aufge- 
stellt und ihre Beziehungen im Allgemeinen entwickelt (§ 2.). In 
§ 3. wird das Netz und das conjugirte Gewebe niiher studirt und na- 
mentlich der Zusammenhang der Combinanten jener Gebilde darge- 
stellt; daran schliesst sich eine Herleitung der Curve dritter Ordnung, 
deren Polaren das gegebene Netz bilden. Beziiglich der fiinfgliedrigen 
Gruppe habe ich nur eine bemerkenswerthe algebraische Identitiit nach- 
gewlesen. 

Der iibrige Theil ist der Betrachtung des Systems von vier Ke- 
gelschnitten in Verbindung mit der conjugirten Schaar gewidmet. Mit 
Benutzung gewisser in § 4. auseinandergesetzter Operationen gebe ich 
in § 5. die Ausdriicke der wichtigsten Combinanten von vier Kegel- 
schnitten durch die Combinanten der conjugirten Schaar und einige 
interessante Zusammenhinge zwischen den ersteren. Darauf folgt die 
Entwicklung geometrischer Eigenschaften und die Interpretation der 
aufgestellten algebraischen Formen (§ 6.), wobei ich mehrere von 
Clebsch mitgetheilten Resultate in die Darstellung aufgenommen 
habe, sowie die algebraischen Ausdriicke der fiir das System wichtigen 
Elemente (§ 7.). Anwendungen auf die Darstellung der Steiner’schen 
Fliche werden in § 8. gegeben. Den Schluss bildet die Darstellung 
von ternairen quadratischen Formen durch vier Quadrate, insbesondere 
von vier Formen durch dieselben vier Quadrate (§ 9.), in Analogie 
mit den Methoden, welche Herr Gordan*) zur Verwandlung der cubi- 
schen quaterniren Form in die Summe von fiinf Cuben angewendet 
hat, und Folgerungen aus den erhaltenen Ausdriicken (§ 10.). 


§ 1. 
Ueber eine gewisse Zuordnung von Kegelschnitten. 


1. In diesem Aufsatze werde ich mich, wie iiblich, folgender Be- 
zeichnungen bedienen. Unter #,, 2, X33 Y;, Yo, Ys, U. s. f. sollen die 
Coordinaten von Punkten z, y u. s. f., unter w,, u#, Us; Vy, 2, Y% 
_u. s. f, die Coordinaten von Geraden uw, v u. s. f., unter a,, Ue die 
Ausdriicke 

A,X, + AyX, a3 Hs , Uy &y PF Ug Gy + Uy ts 





*) Vgl. S. 72 und 82 der Abhandlung. 
**) | Ueber das Pentaeder der Fliichen dritter Ordnung“ Math. Ann. Bd. V. 8, 341. 
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verstanden werden. Ferner bedeuten (ab),, (ab),, (ab); die Deter- 
minanten 
(ab), = a,b, —a,b,, (ab), =a,b,—a,b,, (ab), = a,b, — a,b, 
und (abc) die Determinante dritten Grades 
My Ay sy 
(abe) =| b, 6b, b, | = Za;(be); = L);(ca\; = Le(ab);, i—1, 2, 3, 
C, C2 Cy 
demnach sind (x#y),, (wy),, (wy), die Coordinaten der Geraden (z, y), 
(uv),, (wv),, (wv), die des Punktes (w, v), und. 
| Uy Uy Uy Ly L_ 2s | | th, & 
Z (uv); (xy) ‘ini 1 2 o | 1 2 3 | game v y . 
V, % U3 Yi Yo Ys | Vz Yy 

2. Kine quadratische Form wird symbolisch als ein Quadrat dar- 

gestellt: 
2 On. %,y% =O, wa? =azy; «,4=—1,2,3. 
Die einfachsten damit in Verbindung stehenden Formen sind be- 
kanntlich folgende. Die Determinante der quadratischen Form a,? 
wird symbolisch 
Ay, Ayo M3) 
My Ayg Ag | = A143 U5 (aa’ a”) = — aayas(aa’a”)=--- =f (aa'a’)?. 
As, Az, Ags | 

Die Bedingung, unter welcher die Punkte x, € in Bezug auf den Ke- 


5? 
gelschnitt a? — 0 einander conjugirt sind, wird 
0 = Laxitebs = azag 5 
endlich die Gleichung desselben in Liniencoordinaten oder die Be- 
dingung dafiir, dass die Gerade u = (2, y) ihn beriihrt: 


l ; 
41 Mz Az Uy 


By1 Ayo Aig U| |X, % Xz O} Ax A, Ady OzAs| 
|491 gq Ayg Ug) | | hal GRE tat 
o=_— s . [=| Gay qq Gog Ua! *\Y1 Yo Y3 O|/=| ay ai ay az ayas) 
|@31 Az Azz Uy 
| 1g, Gg Aga tg! 1000 1) |e, ty ty 
UW, U, Us O} 
=z Ay (aa'u) = — a;,4, (ad uv) =} (aa’w) (a,a,— ay a) =4(aa'u)’. 


Aus zwei Kegelschnitten 
a3 =a, =a? =, b2 = b,? = b77 = 0 
entsteht die zweigliedrige Gruppe (Biischel) 
naz + Abi=o0. 
Die drei in ihr vorkommenden Geradenpaare entsprechen den Werthen 
x:4, fiir welche 


“(ad a’)? + 3x?d(aa'b)? + 3xA2(abb’)? + (bbb? =0- (1) 

































268 Rosanes. 


ist. Die Bedeutung der beiden mittleren Coefficienten wird im Fol- 
genden in Betracht gezogen werden. 

3. Ist der in Punktcoordinaten gegebene Kegelschnitt aj — 0 
gegen den in Liniencoordinaten gegebenen u2 — 0 derart gelegen, dass 


eg = My & yy Ay Wg $F Ags Hy, $f ZVAy3 ys + Zag, Oy, + 24, er, 
verschwindet, so werde ich die beiden Curven einander conjugirt nen- 
nen. — Wird der erste Kegelschnitt in Liniencoordinaten durch 
u? =u? ==, der zweite in Punktcoordinaten durch b2 = b;? = 0 dar- 
gestellt,, ‘so dass a2 = (BB x), u2 = (bb'u)*, so erhalt man: 
a® = (abb’)? = («BB’)’, - 


d. i. gleich den Coefficienten von 3 xA* in der Gleichung (1). 
Wenn uw? — 0 in ein Punktepaar y, ¢ ausartet: u? = u,- u 
so wird 


=) 
az = a, °4@;, 
d. h. zwei in Bezug auf a; conjugirte Punkte, als Ort zweiter Classe 
betrachtet, bilden einen mit a? conjugirten Ort. Dadurch wird die 
angewandte Bezeichnung gerechtfertigt erscheinen. 

Ebenso bilden zwei in Bezug auf ui conjugirte Geraden, als Curve 
zweiter Ordnung betrachtet, eine mit «2 conjugirte Curve. 

Wird uz das Quadrat von u,, so wird aj = aj. Ein auf a? ge- 
legener (in Bezug auf a? sich selbst conjugirter) Punkt giebt, doppelt 
gerechnet, einen mit a? conjugirten Ort zweiter Classe; ebenso eine 
Tangente von uz, doppelt gerechnet, einen mit u2 conjugirten Ort 
zweiter Ordnung. 

Der Kegelschnitt a? ist sich selbst — d. i. der Curve zweiter Classe 
(aa u)* — conjugirt, sobald seine Determinante (aa' a”)? verschwindet 
(also wenn er in ein Geradenpaar ausartet). 


4. Der Ausdruck az ist in den Coefficienten jeder der beiden Formen 
a;, ua linear. Sind demnach die Kegelschnitte az, 62... . zu u2 
conjugirt, so ist es auch jeder Kegelschnitt der durch a2, 62, ... de- 
finirten Gruppe xa; + 4b2 + --- — Ebenso ist jeder Kegelschnitt 
der Gruppe xa; + Ab; + -- jedem der Gruppe x u2 + aus + .--- 
conjugirt, sobald a2, b2, ... sowohl u2, als Oe u. s. f. conjugirt sind. 

Sind z. B. w,-u, und uw, - ue conjugirt zu a2, d. h. y, z und », € 
conjugirte Punktepaare in Bezug auf a2, so ist jeder Kegelschnitt 
der Gruppe xu, -u, + 2, - ue conjugirt zu a. In dieser Gruppe ist 
aber noch ein drittes Punktepaar vorhanden, welches mit y, 2 und 
n, € die Gegenecken-Paare eines vollstindigen Vierseits bildet; und 
dieses ist also ebenfalls zu a? conjugirt, wie von Hesse zuerst aus- 
gesprochen worden ist*). 


*) Vgl. meine Note in der Zeitschrift f. Math, u. Phys. Bd. XVII. 1872. S, 174. 
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Die Kegelschnitte, welche @ linearunabhiingigen Kegelschnitten 
uc, wu, +++ und somit der g-gliedrigen Gruppe x ui + Au; +.:--- 
conjugirt sind, lassen sich durch 6 — @ Formen a2, b3, - - - ausdriicken 
und bilden so die (6 — g)-gliedrige Gruppe x a? + 4b; + ---. 

Daraus folgt: Wenn jeder der og Kegelschnitte ui, we +++ jedem 
der 6 Kegelschnitte a2, 2, --- conjugirt und die Summe g + o > 6 
ist, so stehen entweder die Formen 12, 3 tal oder az, b2?, --- in 
linearer Abhingigkeit von einander. 

Beriihrenz. B. vier Geraden g, =0, g,=0, g, = 9, 9, =0 
zwei Kegelschnitte, welchen a? conjugirt ist, so sind 


2 2 2 2 2 
Gry Jiy Gor Gor Is 


den beiden Kegelschnitten conjugirt und mithin a? von der Form 


az = Ayg,? + Ayg.? + Aggy? + Ayg,’- (2) 
Es tritt dies ein, wenn zwei (und folglich alle drei) Paar Gegenecken 
des Vierseits 9,, J»,°93, g; 2 a conjugirt sind*), 

5. Die geometrische Bedeutung der Bedingung a? = 0 ist be- 
kanntlich die**), dass ui einem Tripel conjugirter Geraden von a? 
(und mithin unendlich vielen) eingeschrieben oder a? einem Tripel 
conjugirter Punkte von «2 (und mithin unendlich vielen) umschrieben 
ist, was wegen der Symmetrie der Bedingung auf Kins hinausliuft. 

Um dies mit Benutzung der vorangeschickten Bemerkungen, ohne 
specielle Formen der Kegelschnittsgleichungen zu beweisen, seien &, 
yn, € die Ecken eines um wu, beschriebenen Dreiecks, und & der 
Pol der Gegenseite (1, €) ingBezug auf a? ist. Dann sind die drei- 
gliedrigen Greppen 

x (ang)? + A (oE8)? + wlwen)?, x’ myuy + Mugs + wage, 
einander conjugirt, «2 gehért der zweiten an, und aj ist zu weds, 
usu, conjugirt. Wenn-also auch 9, € conjugirte Punkte in Bezug auf 
a; sind, so ist a? der zweiten Gruppe und mithin zu wu? conjugirt, 
d. h. a? = 0. Umgekehrt: Wenn a? verschwindet, so ist a? conju- 
girt zu uz, Ug+ ws, Us+ U,, mithin auch zu uw,-uz, d. h. &, 9, € bil- 
den ein Tripel conjugirter Punkte in Bezug auf a?. 

Mit Hiilfe einer Identitiit kann der Beweis, um das in dem Re- 
sultate scheinbar liegende Paradoxon zu heben, folgendermassen gefiihrt 
werden. Es sei b? = b’ = 0 die Gleichung des Kegelschnitts u2? = 0 
in Punktcoordinaten. Dann umbhiillen bekanntlich die Geraden, welche 
die Curven a2, b? in harmonischen Punktepaaren schneiden***), den 


*) Salmon’s Analytische Geom. d, Kegelschnitte, tibers. v. Fiedler, 2, Aufl. S. 337. 
**) Ebendaselbst, 8. 445. 
***) Kbendaselbst, S. 454. 
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Kegelschnitt (abu)? 0. Von diesem erhilt man die reciproke Po- 
lare in Bezug auf 62, indem man setzt: u, = b,b,, u, = deb, 
u, = b,b, und es resultirt die Gleichung 
{2 = (abb’)? (ab"b) bb,” = 0. 
Erhebt man aber beide Seiten der Identitiit 
a, (bb'b") = b,(ab'b”) + b, (ab"b) + 6," (abv’) 


ins Quadrat und beriicksichtigt, dass die Symbole b, b’, b” eine und 
dieselbe Form darstellen, so ergiebt sich: 
a? (bb'b”)? = 3b2 (a b’b”)? + 6+ bb," (abb’) (ab”b), 
d. h. 
6 - f= az (bb'b")? — 3b? (ab’b”)?. 
Dass ein auf a? gelegener Punkt x eine Ecke eines dem Kegelschnitt 
a? eingeschriebenen, in Bezug auf b? sich selbst conjugirten Dreiecks 
ist, hat man dahin aufzufassen, dass die Polare von # in Bezug auf 
b2 die Curven a?, b? in harmonischen Punktepaaren schneidet, also 
zugleich : 
‘ai=0, f2=0; 
die Schnittpunkte von a2, b? sind als Liésungen nicht brauchbar. 
Demnach ergiebt sich aus der. fiir (2? gefundenen Form die Bedingung 
(ab'b”)? =0, welche ausdriickt, dass (abw)* mit der reciproken Po- 
lare von a? in Bezug auf b? zusammenfillt. Es giebt dann unendlich 
viele a? eingeschriebene und in Bezug auf b? sich selbst conjugirte 
Dreiecke, und diese sind der Curve (abu)? umschrieben. — Eine ana- 
loge Betrachtung kniipft sich an die Glgchungen von a}, b2 in Linien- 
coordinaten. 


§ 2. 
Allgemeine Untersuchung der conjugirten Gruppen. 
6. Vermittelst der Bedingungen 
al=0, b2=—0, ee =0, di=O, eg =O 
werden ein Kegelschnitt u2 und eine fiinfgliedrige Gruppe 
naz + Ab? + we? + vd? + ee? 
vollstindig durch einander bestimmt, und zwar ist 
|a,*> a,” a,? aa; a,a, a,a, | 
1B,2 by? By? baby b,b, 0,0, | 
Te a a eS 
a: =| d,* d,* d,? d,d, d,d, d,d,', 


2 2 2 2 > ? > 
}&%° G2 Cg Gy ly Cg, Oy ey 
| 


2 2 aoe 
Uy" Uy? Us? Uj Uy Ugly Uy Uy 


welche Determinante mit (abedeu) bezeichnet werden mag. 








Di 
in der 
identis 
tigkeit ; 
Manni 
gehirig 
stets im 
Tanger 

Di 
tisch, 
fassen 
Manni 
ist ihre 

Lu 
paar, 
erforde 
Ue ein 
Pankt 


7. 


von 2M 
im vor 
gegebe 


wenn 
deuten. 

Di 
andere 
scehnitt 
keit vi 
vorkom 
heit al 
festen 
liefern 


Dies’ is 
einem 
die Gl 


(4) 

















Ueber Systeme von Kegelschnitten. 271 


Die conjugirten Geradenpaare des Kegelschnitts u?2 sind mit den 
in der conjugirten Gruppe vorkommenden zerfallenden Kegelschnitten 
identisch. Diese Geradenpaare bilden somit eine dreifache Mannigfal- 
tigkeit; jeder Punkt der Ebene ist Doppelpunkt fiir. eine einfache 
Mannigfaltigkeit derselben. Diejenigen der fiinfgliedrigen Gruppe an- 
gehirigen Geradenpaare, welche denselben Doppelpunkt besitzen, liegen 
stets in Involntion; die Doppelstrahlen der Involution sind die beiden 
Tangenten, welche vom Doppelpunkt aus an u? gelegt werden kinnen. 

Die ‘Tangenten des Kegelschnitts «2 sind mit den Geraden iden- 
tisch, welche doppelt gerechnet als Kegelschnitte der Gruppe aufzu- 
fassen sind. In der fiinfglicdrigen Gruppe gicht es somit eine einfache 
Mannigfaltigkeit von doppelten Geraden; der conjugirte Kegelschnitt u?2 
ist ihre Enveloppe. 

Zu fiinf Kegelschnitten giebt es im Allgemeinen kein Punkten- 
paar, welches allen conjugirt ist. Die Existenz eines solchen (y, 2) 
erfordert, dass ,? sich in zwei Factoren wu, +. zerlegen lasse. Wird 
ug ein Quadrat = u,, so haben alle Kegelschnitte der Gruppe einen 
Pankt (y) gemeinsam. 

7. In gleicher Weise werden zwei conjugirte Gruppen 

oug + ou, . nae + Ab? + uc? + vd? 

von zwei, resp. vier Gliedern einander gegeniibergestellt. Nach der 
im vorigen Art. angefiihrten Bezeichnung ist, wenn die eine Gruppe 
gegeben ist, die allgemeine Form fiir die andere resp. 


(@BEnEx), (abeduv) 

wenn die &,.9, «, v beliebige Gréssen (oder Symbole von solchen) be- 
deuten. ie 

Durch die Gruppe eve + ous wird jeder Geraden der Ebene eine 
andere zugeordnet als der Ort ihrer Pole in Bezug auf die Kegel- 
schnitte der Gruppe; der letztern ist somit eine doppelte Mannigfaltig- 
keit von Geradenpaaren conjugirt. Die in der viergliedrigen Gruppe 
vorkommenden zerfallenden Kegelschnitte bilden demnach die Gesammt- 
heit aller conjugirten Geradenpaare einer Kegelschnittschaar mit vier 
festen Taungenten. Die Pole einer Geraden v in Bezug auf u2, uy 
liefern die Linié 


Va G, Val, Vg, | 
03° By UsB, eB; | = verg(@ Bx) = 0. 
ie _ Bs 
Dies ist also die Gleichung derjenigen Geraden, durch welche v zu 


einem zerfallenden Kegelschnitt der Gruppe (abcd) ergiinzt wird; als 
die Gleichwng eines solchen ergiebt sich: 


(3°) ; Ve Ves (Bx) = 0. 


ase 
~~ 
~~ 


2 
o 
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Bewegt sich die Gerade » um einen Pankt y, so umhiillen die entspre- 
chenden Geraden einen Ort zweiter Classe: 


Ugus (apy) =O, 

welcher auch als die Enveloppe der Polaren von y in Bezug auf die 
Gruppe (« 6) aufzufassen ist, und welcher drei festen Tiangenten besitzt, 
nimlich die drei Seiten des in Bezug auf u? und uw? sich selbst con- 
jugirten Dreiecks. Hieraus bestimmt sich dasjenige der Gruppe («{) 
conjugirte Geradenpaar, welches den Punkt y zum Doppelpunkt hat, 
als das Paar der von y an tgug(aBy) gehenden Tangenten und wird 
demnach durch die Gleichung 


(3") («By) (axy) (Boy) = 0 

reprisentirt. Es ist dies eine neue Darstellung der in der Gruppe 
(abed) enthaltenen zerfallenden Curven, diesmal ausgedriickt durch 
ihren Doppelpunkt y, wie sie oben durch einen ihrer Theile (v) aus- 
gedriickt waren. 


Es giebt vier Geraden, welche mit ihren entsprechenden zusam- 
menfallen, die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Gruppe (af). 
Sie sind mit denjenigen vier Geraden identisch, welche doppelt ge- 
rechnet als Kegelschnitte der Gruppe (abcd) aufzufassen sind. - Das 
Product ihrer vier Gleichungen erhilt man leicht aus der Form 
Ua; (efx), denn wenn « auf einer der vier Geraden liegt, so fallen 
die von # an Uqtz(aBx) gehenden Tangenten in dieselbe Gerade zu- 
sammen, und « ist auf dem Kegelschnitt u.w;(aBx) gelegen. Man 
hat also nur néthig, diesen letztern in Punktcoordinaten darzustellen 
und die laufenden Coordinaten mit x gleichzusetzen. Endlich existiren 
drei Punktepaare, welche zerfallende Kegelschnitte der Gruppe (a) 
darstellen und folglich conjugirte Punktepaare fiir die Gruppe (abcd); 
d. h.: alle Kegelschnitte der viergliedrigen Gruppe haben drei conjugirte 
Punktepaare gemein; diese sind die drei Paare Gegenecken' des Vier- 
seits der in der Gruppe vorkommenden doppelten Geraden*). Man er- 
hilt bekanntlich das Product der Gleichungen der sechs Punkte in 
Liniencoordinaten «, indem man die Discriminante des die Gerade u 
beriihrenden Kegelschnitts der Gruppe (af), d. i. die Discriminante von 

a2 vs — 4, Vu 
als Form in v, der Null gleichsetzt. ® 

Das Auftreten eines fiir (abed) sich selbst conjugirten, d. h. der 

Gruppe gemeinschaftlichen Punktes bedingt eine doppelte Beriihrung 


von uz, uy. Sollen zwei derartige Punkte existiren, so miissen die 


*) Clebsch, ,,iiber die Steiner’sche Fliiche“ Borch. Journ. Bd. 67. 
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Kegelschnitte gu? + ou? in die Punkte der Involution iibergehen, 
deren Doppelpunkte jene beiden sind. : 

8. Es bleibt noch der Fall zu betrachten, wo beide conjugirten 
Gruppen dreigliedrig sind, also ein ,,Netz“ und ein ,,Gewebe“ *): 

naz + Ab? + uc?, Vue + Quy + ou. 
Wenn die eine Gruppe gegeben ist, so ist die allgemeine Form fiir 
die andere resp.: 
(aByéyx), (abevwu) , 
wo die &, », v, w beliebige Gréssen (oder Symbole von solchen) be- 
deuten, 

Die Punktepaare, welche in Bezug auf alle Kegelschnitte des 
Netzes (abc) conjugirt sind, bilden eine Curve dritter Ordnung, die 
Jacobi’sche Curve des Netzes. Auf demselben Orte liegen bekannt- 
lich die Doppelpunkte der in Geradenpaare zerfallenden Kegelschnitte, 
welche dem Netze (abc) angehéren. Seine Gleichung, d. i. die Be- 
dingung, dass die Polaren eines Punktes 2 sich in einem Punkte 
schneiden, oder dass x Doppelpunkt einer Curve der Form xa? + Ab? 
+ we? ist, ergiebt sich symbolisch: 


GzG, AzMy, AzAs 
(4) J (abe) = bab, bob, debs | = azb,¢,(abce) = 90. 
Bel, Cals Cy ly 


Fasst man irgend zwei Curven des Netzes auf, etwa aj .und b?, 
so wird durch ihre Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden eine 
Involution erzeugt, deren Doppelpunkte einander in Bezug auf a? und 
b2 conjugirt sind. Liisst sich die Gerade durch eine andere zu einem 
Kegelschnitt des Netzes ergiinzen, so sind die Doppelpunkte der In- 
volution auch in Bezug auf den zerfallenden Kegelschnitt, also iiber- 
haupt in Bezug auf das Netz einander conjugirt. Umgekehrt, die 
Verbindungslinie zweier in Bezug auf das Netz einander conjugirter 
Punkte enthilt noch einen dritten Punkt der Jacobi’schen Curve, 
den Doppelpunkt eines bestimmten, dem Netze angehdérigen Linien- 
paares, und ist in Bezug auf dieses Linienpaar sich selbst conjugirt, 
d. h. eineeLinie des Paares. Die Geraden, welche Kegelschnitten des 
Netzes als Theile angehéren, sind demnach mit denjenigen Geraden 
identisch , welche die in Bezug auf das Netz conjugirten Punktepaare 
verbinden. Der von ihnen eingehiillte Ort wird durch die zugehiérige 
Form dritten Grades dargestellt, welche Hermite aufgestellt und un- 
tersucht hat **); Sind x, y Punkte einer Geraden, welche zwei har- 

a ~ 
*) Schréter, Mathem, Annalen, Bd. V. 8S. 62. 


**) Borchardt’s Journal, Bd. 57. S. 371. 
Mathematische Annalen, VI. 
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monische Pole des Netzes verbindet, welche also den Kegelschnitten 
des Netzes in Punktepaaren der durch jene beiden Pole erzeugten Invo- 
lution begegnet, so findet man die Schnittpunkte der Geraden (2, y) 
mit a2, b2, ¢2 aus den in 4 quadratischen Gleichungen: 


(dz + day?=0, (Web)? =0, (ee + Ae)? =0, 
und es muss daher die aus den Coefficienten der Gleichungen gebil- 
dete Determinante 


a; G,M, a, Ait 
2 | Gz ay 
b? brby db, | | 


~ ee Set 





Gz ty| | de dy 





Ce Cy | Ce ty 
GS bat 


7 = 2 (ab); (wy): » Z (ae): (wy) - Z(be) (wy): 
verschwinden. Fiihrt man daher u,, u,, «, als Coordinaten der Linie 
(x, y) ein, so ergiebt sich die Gleichung der Hermite’schen Curve 


(5) H (abe) = (abu) (acu) (beu) = 0. 


De am Netz angestellte Betrachtung iibertriigt sich leicht auf das 
conjugirte Gewebe. Je zwei Linien, welche einen Kegelschnitt des 
Netzes zusammensetzen, sind einander in Bezug auf alle Kegelschnitte 
des Gewebes conjugirt; ihr Ort ist demnach die Jacobi’sche Curve 
des Gewebes, dargestellt durch die Gleichung: 


J (apy) = Ugh; Uy (aBy) = 0. 
Denselben Ort umbhiillen die Verbindungslinien solcher Punktepaare, 
welche als reductible Oerter dem Gewebe angehiren; diese Punktepaare 
sind aber zugleich allen Kegelschnitten des Netzes conjugirt. Daraus 
folgt die Identitiit der durch die Gleichungen 

H (abc) =0, J (apy) = 0 
dargestellten Oerter, also der Hermite’schen Curve des Netzes mit der 
Jacobi’schen des conjugirten Gewebes*), und zugleich die doppelte 
Bedeutung der erstern, welche oben angegeben und direct nachgewie- 
sen ist. 

Auch das Gewebe besitzt eine Hermite’sche Curve: 


H (aBy) = (aBx) (ayx) (Byx)=0, 

erzeugt durch die Schnittpunkte je zweier in Bezug auf das Gewebe 
conjugirter Geraden; die von einem solchen Punkte an die Kegel- 
schnitte des Gewebes gehenden Tangentenpaare liegen in Involution; 
jeder dieser Punkte wird durch den in Bezug auf das Netz ihr con- 
jugirten Pol ‘zu einem Punktepaar des Gewebes ergiinzt. Die Her- 
mite’sche Curve des Gewebes ist mit der Jacobi’schen des conjugirten 
Netzes identisch. ' ° 


*) Vgl. Smith a. a. O. 8. 93, Schriter a. a, O. S. 82. 
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§ 3. 
Kegelschnitt-Netz und -Gewebe. 


9. Ich gehe nun dazu iiber, die algebraischen Beziehungen auf- 
zusuchen, welche zwischen den Covarianten, zugehdrigen Formen etc. 
einer jeden Gruppe und denen ihrer conjugirten stattfinden. Diese 
Beziehungen bieten dann weiter einfache Mittel, um in den Zusam- 
menhang (der bei einer jeden Gruppe auftretenden Formen unter einan- 
der Einblick zu gewinnen. Die Formen, um die es sich handelt, sind 
simmtlich Combinanten der Gruppen, welchen sie entstammen, d. h. 
sie iindern sich nur um einen unwesentlichen Factor, wenn in ihnen 
an Stelle der zur Constituirung der Gruppe gegebenen Elemente 
lineare Verbindungen derselben eingefiihrt werden. 

Der Natur der Sache nach geschieht mit den dreigliedrigen Grup- 
pen der Anfang. Ich werde mich dann — nach kurzer Beriicksich- 
tigung der fiinfgliedrigen Gruppe — zur ausfiihrlichen Behandlung 
des Systems von vier Kegelschnitten in Verbindung mit dem conjugir- 
ten wenden. 


Fiir die Theorie des Kegelschnittnetzes 


nag + Ab? + we? 

ist von wesentlicher Bedeutung die mit (abeuvw) bezeichnete Deter- 
minante : 

G,? a,° Gs? Ayd, Aa, a4, 

b,? b,? b,? b,b, b,b, bb, 

Cy Cy? C37 Cy C3 Cy ey Cy Cy 

U,? Uy Ug? Up Ug UsUy Uy, Uy 

0,7 07 Us? Vy Vy UZVy Vp 
| 2,2 Wy? Wy? WyWs WyW, WyWy | 
Wenn die w als laufende Coordinaten, die v und w als beliebige 
Gréssen (oder Symbole von solchen) aufgefasst werden, so repriisentirt 
sie den allgemeinsten Ort zweiter Classe, welcher dem Netz conjugirt 
ist, also einen Kegelschnitt des conjugirten Gewebes: 


Vue + Que + cu,, 


_und zwar denjenigen, welcher die Geraden v und w beriihrt (oder 


noch zwei Curven v?, w? conjugirt ist). Es ist daher méglich, die 
(von « unabhiingigen) Gréssen v, 9, 6 so zu bestimmen, dass 

vue + gu; + ou; = (abcuvw), 

vod + OU, +ov7 =0 . 
vw? + ews + ow; = 0 
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Folglich ist (abeuvw) von der Determinante 


| 2 2 2 | 2 2 2 
Ue Uy Uy Uy? Uy? Uy? Uy Ug Ug, UU, | 
| 2 2 2 iio 2 2 ie ’ 
| Ve Uy Vy = / V,* VQ" Vs" VUqVs Vg, Vo x< 
es ee tigi ® 2 we . 
| We Wy Wy | WF wy? We W,W, WW, Ww, 


| a,” @,* Oy” Zara, 2a,a, 2a,a, | 
| BY? B,? B;” 28,8; 28,8, 26, B, 
1M? 2? Ys? 2¥e%3 2B37, 2172 
nur um einen. von «, v, w unabhiingigen Factor verschieden. Wir 


kénnen bewirken, dass dieser Factor der Einheit gleich wird, und 
haben dann 


Ue 


(6) (abeuvw) = | vi v2 v/? 
| We w e w, 
Ebenso wird bewiesen, dass 
jaz bf ef | 
(%) — 8(aByxryz) = | ay b? cf | 
| - ee | 
10, Die Jacobi’sche Determinante des Netzes 
,* Ay? Ay? A.A, A.A, a, i 0.0 0 a, 2,| 
(8) I(abe) a,b. ¢_(abe)—|b,? by? bs? baby byby Djby|-|0 a 0 ay 0 2, | 
€,? 57 Cq* Calg Cyl, €,C| 10 0 2, 2, 2, 0 | 





kann noch in einer andern Form aufgestellt werden. Die Linienpaare, 
welche einen gemeinschaftlichen Doppelpunkt x besitzen, bilden nim- 
lich ein besonderes Netz von Curven zweiter Ordnung, dessen conju- 
girtes Gewebe aus allen Punktepaaren besteht, in welchen der Punkt 
x als ein Bestandtheil vorkommt. Die Forderung, dass der Durch- 
schnittspunkt « zweier Geraden uw, v einem in Bezug auf a?, b2, c? 
conjugirten Punktepaar angehoren soll, liisst sich also dahin ausspre- 
chen, dass ein Kegelschnitt existiren soll, welcher den sechs Formen 
Az, bz, Cz, Uz, UzUz, Uz 

zugleich conjugirt ist; ist ein solcher vorhanden, so lést er sich auch 
nothwendigerweise in ein Punktepaar auf. Daraus entspringt eine 
zweite Darstellung der Jacobi’schen Form: 


| a* «* ae; Ay Ay Ay A, A; Ay 
ee ee byb, b, by 
| 2 2 2 
(8*) J(abe) = | C, Cy C3 Cy Cy CC, Ce, 
@S¢) = U2 U2 Ua? UU Ua W uu . 
1 2 3 2 Us 3 My 1 ty 


| 
2 VY, VUv, VUgv, UyVy UyYy UyV, + U,V, U,V, + UyY, | 


2 2 2 , , 
VY Vy V, VV, OP 01% 
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deren Identitat mit der ersten auch aus der vorangegangenen Betrach- 
tung folgt. Ein Factor ist nicht mehr hinzuzufiigen, da z. B. 


u,? Uy? U,” | GG | 
u, 0,| | %| | % v 
| 2u,0, 2u,v, 2u,0,;/—=2) ' 1] ae Ae 
2 ° 9 Uy Ve | Us Uz | | Us U3 
vY%, v,” v,* | L | | | 
|O Hy 2p | 
= —24,5,0,;—=—|2, 0 2, 
12% % O | 


Auch die Hermite’sche Form lisst zwei Darstellungen zu*), 
nimlich wenn (vy), = ,, (Z¥)o =U, (xy), = Uy: 


H (abe) = (abu) (acu) (beu) 


@,? a,” a;* 2a,a,2a,a, 2a.) | x? "5? Uys, U3 X, ed Ba 
=})b,? b,? b,? 2b,b, 2b,b, 2b, b,, 2EY, 2L Yo 2LsYs LYs+XyYo LY; ALY, LyYo+oy, | 
1,” Cy? C4? Zee, Zee, 2 eC | 14 Yo? Ys” Yo¥s Ys" 92 | 
a,? a,* a,? 2a,a, 2a,a, 2a,a, 
(9) b,? b,2 bs? 2b,b, 2b,b, 2b,b, 


ce? ¢,* 6° Zee, Bac, Fe,¢, 
es, 9 0 '@ Us Uy 
10 « O wt, OO Uy 
0 0 UM, Uy 0 ; 
In gleicher Weise sind die bei dem Gewebe auftretenden Formen 
J (aBy) = tatu, (@By), H (aby) = (Bx) (aye) Byx) 
zu behandeln. Wendet man dann die Formeln (6) und (7) an, so er- 
geben sich die Identitiiten: 
(10) J(abe)=2H (aby), H(abec) =—4J(aBy), 
in Uebereinstimmung mit dem im vorigen Paragraphen gefundenen 
Resultate. 


11. Zu je zweien verbunden, liefern die Formen a?, b?, cz die 
Zwischenformen : 


—-4 


bz Cz (beu) , Cy Az (CMU) , a,b, (abu) , 


welche mit den Combinanten des Netzes, der Jacobi’schen und 
Hermite’schen Form dadurch in Beziehung gebracht werden, dass 
man das Biischel der durch einen Punkt y gelegten Kegelschnitte des 
Netzes betrachtet. Dieses Biischel wird durch die Gleichung 


*) Vgl. die Darstellung in Determinantenform, welche Aronhold fiir Sy ge- 
geben hat, Borchardt’s Journal, Bd. 55. 8. 189. 
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| az bz c3 | 

|a? b2 c? | == — 8(aByxyz) =0 

a2 b2 c2 
dargestellt, wo 2 als Parameter auftritt. Eine allgemeinere er eit 
ist die, dass man die y als Symbole ne Kegelschnittes u,? betrach- 
tet; das Biischel wiire dann ausser uz, u2, uy auch noch uj; conjugirt. 
— Die drei zu y noch hinzutretenden Basispunkte des Biischels sind 
geometrisch leicht zu finden. Vom Punkte y gehen drei Tangenten an 
die Hermite’sche Curve; jede von ihnen wird durch eine bestimmte 
Gerade (ebenfalls Tangente der Curve) zu einem Kegelschnitt des Netzes 
und somit auch jenes Biischels ergiinzt. Die drei Geradenpaare sind 
daher die Gegenseitenpaare des vollstiindigen Vierseits der Basispunkte 
des durch y gelegten Biischels. — Fasst man zwei Punkte y, z und die 
entsprechenden Biischel auf und beachtet, dass der durch y und z 
gehende Kegelschnitt des Netzes beiden Biischeln gemeinschaftlich ist, 
so ergiebt sich der bekannte Satz: Sind die Gegenseitenpaare von zwei 
vollstiindigen Vierecken in Bezug auf cin Gewebe conjugirt, so liegen die 
acht Ecken auf einem Kegelschnitt (des conjugirten Netzes). 

Wenn man die Gleichung des Kegelschnitts aufsucht, auf welchem 
die Pole einer Geraden wu in Bezug auf das durch y bestimmte Bii- 
schel liegen, so treten die erwihnten drei Zwischenformen auf. Man 
erhalt namlich: 


a} - bee (beu) + 02 + ceaz(cau) + ¢} + azbz(abu) = 0*). 
Die linke Seite ist eine Combinante, welche die beiden dreigliedrigen 
Gruppen vollstiindig bestimmt; sie kann aber ihrerseits auf die For- 


men J(abc), H (abc) zuriickgefiihrt werden. Zu diesem Zwecke fiihre 
ich die symbolische Bezeichnung: 


J (abc) = 2H (apy) = azbzcz (abe) = D? = D;’ = Dz’, } 
H (abe) = — 4d (apy) = (abu) (acu) (beu) =v, = us, = v4, 
ein und bilde die Polaren: 

3 D2 D, = (abc) {aybece + byCedz + Cydzbz} , 

3v¥ us = (abv) (acv) (beu) + (abv) (acu) (bev) + (abu) (acv) (bev). 
Wird v = (a ae gesetzt, so folgt wegen der Identititen 


(11) 


*) Als Form in y stellt diese Gleichung denjenigen Kegelschnitt des Netzes 
dar, in Bezug auf welchen « und w in der Beziehung von Pol und Polare zu 
einander stehen. In dem Falle, wo x auf — Jacobi’schen Curve liegt, repri- 
sentirt ab, c, (beu) + bi ca, (cau) + cya ‘2 0, (abu) = 0 denjenigen zerfallenden 
Kegelschnitt des Netzes, er in x seinen Doppelpunkt hat, und ist also die Glei- 
chung alsdann von den Gréssen wu nur scheinbar. abhingig. 


(15) 
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u,y(abc)—a,(beu)+b,(cau)+ec,(abu), (abv)=a,b,—ayb, u.s. f.: 
3u,D? D, + 3(ay A) us 
= {a,(beu) + b, (cau) + cy (abu)} - {aybece + Dy Cxdx + Cy dz bz} 
— (beu) (azby — aybr) (Cx ay — Cyaz)—(cau)(azb, — ay bz) (bz €y — byez) 
— (abu) (cz a, — cy az) (be, —by ez) 
=(beu) {2 azbec, + azb,c,} + (cau) {2 b2 Crd + be,a,} 
+ (abu) {2 carb, + ca, b, f 
und durch Vertauschung von aw und y: 
3 uz, Dj D, + 3(ayA/y us 
= (beu) {2azb,c, + azbece} + (cau) {2b2¢,a, + b2craz} 
+ (abu) {2 cla, by + carbs}. 
Aus den beiden letzten Relationen ergiebt sich sofort: 
(12) ay « bac, (bew) + OF + craz (cau) +- CF + ab, cated 
= 2-u, D?D, —u,Dj Dz + (xyA)us, 
also durch die Coefficienten von D? und wu’, ausgedriickt. — Analog ist: 
Ve Ug Uy (Byx) + Ui ly Ua (yax) + V7 Ue tps (a Bx) 

: = — fu,w0, +4 urv,u, + 4 (uv D) Dz. 
Schliesslich erhiilt man den allgemeinen Kegelschnitt des Netzes durch 
die Symbole von J (abc) und:H(abe) ausgedriickt, wenn man in (12) 
in Bezug auf x die Polaren mit Einfiihrung von z bildet and (zx) fiir 


w setzt, wodurch z. B. b,¢,(beu) sich in bc? — b?cz verwandelt. Es 
wird nimlich: 
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(13) 


| 


| a2 b2 c3 | 


—8 («Byxyz) =| a} 03 ch = 4 (wy2) Dz Dy D, — 2(y2A) (22) (wy), 


ig ae 


2 2 


und analog aus (13) fiir den allgemeinen Kegelschnitt des conjugirten 


Gewehes: 

2 
a B 
(abcuvw) = v2 v3 


u wy | 


2 2 2 
WwW. bed 3 wv; 


12. Der Zusammenhang zwischen den conjugirten dreigliedrigen 
Gruppen und den dabei auftretenden Linien dritten Grades wird noch 


*) Dass umgekehrt simmtliche Combinanten des Netzes, also auch die Ja- 
cobi’sche und Hermite'sche Form, Invarianten und Covarianten der Determi- 
nante (abcwvw) oder (aByxyz) sind, hat Gordan bewiesen: Math. Annalen 
Bd. V. 8. 116. 









ve vy |= — (uvw) u,v ,w, — (vwD) (wuD) (uvD) *). 
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weiter durch den Umstand veranschaulicht, dass jene Gruppen aufge- 
fasst werden kénnen als die Gruppen von Polarkegelschnitten zweier 
conjugirter Curven dritter Ordnung resp. dritter Classe. Hermite*) 
hat das Dreieck, von dessen Ecken die gegebenen Kegelschnitte die 
Polaren in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung sind, und diese 
Curve selbst angegeben. Es mag gestattet sein, eine Herleitung der 
Curve im Anschluss an das Vorangegangene hier einzufiigen. 
Eine Curve dritter Ordnung mit der symbolischen Gleichung 


Pe = G2 = 12 = Ss = 0 
ist eindeutig bestimmt, wenn das Netz ihrer Polaren pp, mit dem 
Netz (abc) identisch, also dem Gewebe (aBy) conjugirt, d. h. fir 
alle y ; 
PePy =9, = PiPy=9, =P Py = 0 
sein soll. Es ist dann J(abc) die Hesse’sche, H(abe) die Cay- 
ley’sche Curve (S; bei Aronhold) von p, so dass 
Di = Pedetx (par), i, = (pqu) (pra) (qru) (par). 
Zwischen p? und u*, besteht nun, da 


$3,048, = 4 (Par) 8y {(pqe)(prs) (ars) + (pre)(pas)(ars) + (are)(pgs)(prs)} 


=4(pqr) (prs) (ars) {sy (par) + Py (ase) + dy (spe)} 

=4(par) (prs) (qs) (pgs) + vy , 
die Beziehung **): 

. 3 pty Py =S+vy, 
worin 
S = (par) (pqs) (prs) @rs), 

d. h. die Polare eines Punktes y in Bezug auf eine Curve dritter Ord-~ 
nung ist der Polaren einer Geraden v in Bezug auf die Cayley’sche 


Curve conjugirt, sobald y auf v liegt. Die Polare von y ist somit als * 


der Kegelschnitt definirt, welcher dem Gewebe («By) und zugleich 
der zweigliedrigen Gruppe der Polaren der durch y gehenden Geraden 
in Bezug auf u*, conjugirt ist***), und man erhiilt also wegen (14) ihre 
Gleichung, wenn man in 
4 (xyz) D,D, D, —2 (yz) (2x4) (wy) 
die y und ¢ als Symbole der Formen u’,v , u%,w, auffasst, wo v, w 
zwei durch y gehende Geraden sind. Es ergiebt sich: 
4(Ad'2)v,w,D D,D, — 2(AW A’) (eA"A) (c@hd) v,.w,, 


*) Borchardt’s Journal, Bd. 57, 8. 371. 


**) Es ist dies das Aronhold’sche Theorem 8., Borchardt’s Journal Bd. 55. 
S. 132. 


***) Vgi, Smith 8. 98. 
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d. i. wenn man beriicksichtigt, dass 4, A’ Symbole derselben Form 
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bedeuten , + 


2D, D4Dx (O42) (v 40 4—v 4.0 )— (AN D")(t0")(@bO) (040 p—v 4. 


und wenn man y; fiir (vw); eintrigt: 
2D ,D,D(Ak' x) (Ad’y) — (AL A") (A Ax) (QA'x) (LV A"y). 


Mithin ergiebt sich die Gleichung der gesuchten Curve dritter Ordnung 
durch Gleichsetzung von y und @ in der Form: 


(16) 2D ,D,Dz2(Ad'2)? — (AA’A") (A'A"2) (A Aa) (AL'2) = 0. 


In gleicher Weise wird eine Curve dritter Classe u’ = 0 gefun- 
den, deren Polarkegelschnitte das Gewebe (afy) bilden, fiir welche 
also H(abc) die Hesse’sche, J(abc) die Cayley’sche Curve ist, 
niimlich : 


(17) w& =D ,D'u,(DD us + (DD D")(D' D'u)(D" Du)(D Dw) = 9. 


Die Polare eines beliebigen Punktes y in Bezug auf p2 und die Polare 
einer beliebigen Geraden v in Bezug auf uz sind conjugirt; a. h. fiir 
alle y, v ist: 

Pa Pyin = 0. 
Durch diese Gleichung bestimmen die beiden Curven sich gegenseitig 
in derselben Weise, wie bei Aronhold (a. a, O. 8. 164) die einander 
,conjugirten’ Formen f und Py. 


13. Unter den Kegelschnitten des Netzes (abc) kommt eine dop- 
pelte Gerade im Allgemeinen nicht vor. Ist éine solehe Gerade (v) 
vorhanden, kann man also als constituirende Formen der Gruppe a?, 
b2, vz annehmen, so wird: y 
J (abe) = D?= ve Azbz(abv), Habe) =u), = (auv) (buv) (abu); 
die Gerade v ist also ein Theil der Jacobi’schen und Doppeltangente 
der Hermite’schen Curve. In’ dem Netze giebt es dann eine allen 
Polarkegelschnitten von H (abc) conjugirte Form (v2). Die erforder- 


liche Bedingung erhiilt man daher durch Elimination der v aus den 
Gleichungen : 
ve =0, Uv; =0, vw =0 
d. h, indem man in der Gleichung 

(apyxye) =0 
die «, y, 2 als Symbole der Formen u’,A,, u2,A,, w’,Q, autfasst, 
also wegen (14): 


, &4,=0, »A,=—0, v1 4,=0, 


44,A,'A," (AX A") D, DD y.— 24, A, dy" (AB A") (A BA") (AL A”) =0 
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oder durch Vertauschung der Symbole A, A’, A”: 
(18) 2A MA"? DD, D y+ (Ad A") (Ad A”) (AA"A") (AAA) =0., 


Die linke Seite unterscheidet sich nur um einen numerischen igang 


von der Combinante, welche Hermite (a. a. O. 8. 373) mit » be- 
zeichet. 

In dem eben betrachteten Falle hatten die Kegelschnitte des Ge- 
webes eine Tangente gemein. — Wenn dagegen die Kegelschnitte des 
Netzes (abc) einen Punkt y gemein haben, wenn also im Gewebe 
(@By) ‘ein doppelter Punkt u? auftritt, so wird: 


J (abe) =2 (axy) (Bry) (aBx), Habe) =—4- uy - tats («By), 
und es verschwindet identisch der Ausdruck: 
(19) (DD'D") (DD D")(DD’ D")(D' D’ D”) — DD’ DD’) D, DD. 
Auch diess ist also eine Darstellung der Resultante der Formen a2, b2, 
cz durch die Symbole der Formen J (abc) und H (abc). 

Sind zwei doppelte Geraden v, w im Netze (abc) vorhanden, so 
haben die Linien des Gewebes («By) zwei Tangenten gemein; es wird 
dann : 

D3 = vz + Wz + az (avw) , u®, = (uvw) (avu) (awn). 
Gehen die Kegelschnitte des Netzes durch zwei feste Punkte, so sind 
sie, doppelt gerechnet, Kegelschnitte des conjugirten Gewebes. 

Wenn endlich im Netze (abc) drei doppelte Geraden v, v’, v” vor- 
kommen, wenn also drei Kegelschnitte des Gewebes dem Dreieck vv’ v” 
eingeschrieben sind, so sfellen die Curven D?, u’, die drei Seiten resp. 
Ecken des Dreiecks dar: 


D3 = v, v2 07 (vv'v") , us, = (vv'u) vou) (vv), 
und vv'v” bilden ein Tripel conjugirter Strahlen fiir alle Kegelschnitte 
des Netzes. Der reciproke Fall ist der, wo alle Curven des Netzes 


einem Dreieck umschrieben sind, welches dann in Bezug auf alle Cur- 
ven des Gewebes sich selbst conjugirt: ist. 


Fiinfgliedrige Gruppe. 
14. In Betreff der fiinfgliedrigen Gruppe 
naz +Ab?+ uci? +vd?+ oe, 


welcher ein conjugirter Kegelschnitt u?Z gegeniibersteht, soll hier nur 
eine Bemerkung Platz finden, die sich an den Fall ankniipft, wo 
ug zerlegbar ist: u7 —u,-u,. Es giebt dann zwei Punkte y und 2, 
welche einander in Bezug auf alle Kegelschnitte der Gruppe conjugirt 
sind. Nun bestimmen die fiinf gegebenen Formen, zu je dreien ver- 
bunden, zehn Jacobi'sche Curven: 
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dzb,¢,(abe)=0, azbrd, (abd) = 0, u. s. f. 


welche simmtlich die Punkte y und z enthalten miissen. Folglich ver- 
schwindet in diesem Falle die Determinante zehnter Ordnung A aus 
den Coefficienten der zehn cubischen Formen und zugleich ihre simmt- 
lichen Unterdeterminanten’ neunten Grades. Es ‘bestehen ferner die 
zehn Gleichungen 


(abu) (acu) (beu) = 0, (abu) (adu) (bdu) = 0 u. s. f. 


fiir die Verbindungen.der Punkte y und z. Folglich verschwindet auch 
die Determinante A’ aus den Coefficienten dieser zehn Formen. Mit 
der Discriminante von u? (d. i. von (abedeu)), welche in Bezug auf 
die Coefficienten der fiinf gegebenen Formen vom 15'" Grade ist, ver- 
schwindet also zugleich A und A’, welche vom 30'" Grade sind, sowie 
auch die Unterdeterminante von A. Man folgert, dass A und A’ 
bis auf numerische Factoren dem Quadrate der Discriminante von uz 
gleich*) und dass stimmtliche Unterdeterminanten 9'" Grades von & 
durch die Discriminante von u? theilbar sein miissen. 


§ 4. 
Ueber gewisse algebraische Operationen. 


15. Vor dem Uebergange zur viergliedrigen Kegelschnittgruppe 
sind einige Formenbildungen aus einander zu setzen, welche in der Folge 
angewendet werden sollen und zum Theil schon vorgekommen sind. 

Hat man eine Function f der Variabeln “x,2,x, und y, ¥,y3, 80 
entsteht aus ihr durch die Operation **) 


ef ef of - Of OT: Me: 
Sp (oa, OYs samt 2 (oa, On a,0y,) + "3 (sarby, aa0y,) 


eine Zwischenform, welche mit 


2 (fh 
bezeichnet werden soll, so duis, ‘alld wir symbolisch 
ce f= a,b; 
setzen, die Zwischenform 
(20) af) a4: at—" bi" (abu) 


wird. Bei fortgesetzter Anwendung der Operation, welche durch 2%, 
Q*... angedeutet wird, resultirt: 

*) Es geht diess schon daraus hervor, dass A, A’ auch Invarianten der Form 
u2 und somit Potenzen ihrer Discriminante sein miissen. 
**) Vgl. Clebsch, Theorie der bintiren Formen §. 14. 
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Q (Ne, 2, es 
xy : 


=p(p—1) -+(p— a1) -q(q—1) «+ (q—A +1) a? *b~* (abu) (abv) (abu) 


Ist f—=gp+y+yz+::,, so erhilt man: 
AN=AM)+RH+RX(aq)+--- 
Ist f= m-w-z--- ein Product von mehreren Functionen, so 
kommen bei Ausfiihrung des Processes 2(f) wegen der zweimaligen | 
Differentiation nur einer oder héchstens zwei der Factoren zugleich in | 


Betracht. Es geniigt somit, das Resultat bei zwei Factoren zu kennen. 
Nehmen wir an, dass 


f= @ . wy 
ist, so ergiebt die Rechnung: 
. | ! Oxy, Oy ’ Ox, On| 
a | ap @ aw a 
(21) 2 (Pu = 9 RW) +H 2H) + | te BF Bye | Be, aye)” 
_ dp oy Ow Oy 
3 Ox, OY; 3 On, dy, 


Daraus ergeben sich als besondere Fille die Formeln: 

(22) Llexy)u=2ug, Very) —Cup(exy), Q (oxy)u—12ug. 
ay ey vy 
Um die Wirkung auf (o9xy)” allgemein zu erkennen, beachte man 


die iiber Producte von mehr als zwei Factoren gemachte Bemerkung ; 
durch die Formeln (22) findet man dann: 


(23) 2 (oxy) = (vp + 1)p- ue (ery)? 

und bei Wiederholung der Operation: 

RX (ey)! = (p+ 1)p"(p—1) - w, (exy)?, -- 

2 (oxy), = (Pt Vp? (p—1)*--- (P—A+2)? (vp — A+ 1)-16 (ery)? ™. 


16. Enthilt eine Form f eines der beiden Variabelnsysteme, und 
zwar etwa y, nur in den Verbindungen (x%y),, (vy)., (wy)3;, so kann 
man symbolisch 


f= (exy)r, 
setzen und erhalt unter Anwendung der allgemeinen Formel (21): 
2(f), =qeay) A {q+A+1)uyr, — dur} =f, (w) 
ny 
Ersetzt man hierin die wu; durch die Gréssen (xy);, so ergiebt sich 


(24) fh (ey) = 2 (Pyw=en=a(at4+))-f, 
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d. h.: Bildet man unter der iiber die Form f gemachten Voraussetzung 
die Form 2 (f) und ersetzt dann die u durch die Determinanten (ay), 
so erhilt man bis auf einen numerischen Factor wieder f selbst. 

Die Gestalt von /, (uw) zeigt aber, dass als Form in x und y 
wieder 

f= (ery, 

gesetzt werden kann, indem neue Symbole 7,, 7. 7, eingefiihrt wer- 
den. Bezeichnet man daher weiter 


2 (fo mit hw, 0), 
so gilt nach Analogie ne (24) die Gleichung: 
hu, ey) = 2 Ade=en=4-NG+OAM, 
und es ist folglich: 
fy (vy), (@y)) “er Pyu=en =4(9—1)- +441) @+4) -f. 


Diese Betrachtung setzt sich fort, bis man schliesslich erhiilt: 





(25) » Au=eyn = - a! cave 4)! f. 


Da 21 (f) die Veriinderlichen 1 y nicht enthilt, ‘nithin diese nach Gleich- 
setzung der u; mit den (xy); nur in den Veskéaihnagea (xy); sichtbar 
werden, so gilt der Satz: 

Wenn von einer Function f der Verinderlichen x und y, vom 
Grade q in den y, bekannt ist, dass sie die y nur in den Verbindungen 
(xy),;, (LY)o, (wy) enthdlt, so kann man durch Anwendung des Q-Pro- 
cesses fiir f cine Gestalt finden, bei welcher diese Verbindungen als sol- 
che zum Vorschein kommen. Wendet man némlich jenen Process — 
an und setzt dann die den x,y contragredienten Variabeln (u, v - - -) 
den (ay) gleich, so unter. scheidet sich der entstehende Ausdruck von t 
nur um einen Zahlenfactor. 

Von Wichtigkeit sind hiiufig die Zwischenformen, welche man 
erhiilt, indem man nach ein- oder mehrmaliger Ausfiihrung des &- 
Processes die Variabeln x, y einander gleichsetzt, wofiir die Bezeich- 
nung 


Qf. 


benutzt werden mag. Die Resultate vereinfachen sich dabei oft er- 
heblich. Ist f symmetrisch in Bezug auf x und y, so ist offenbar 


Ist f eine alternirende Function von # und y, also symbolisch durch 
die Korm 


f= (oxy) ¥ (@,y) 
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darstellbar, wo ~ eine symmetrische Form ist, etwa vom Grade 4 so- 
wohl in # als in y, so ergiebt sich durch eine einfache Rechnung: 


(25) 2 (flu = 2A+1) te (0, 2) —2ue(01 5% + Fe + Or5e ya” 


17. Die eben erliuterte Operation ist es, durch welche die fiir die 
Kegelschnittschaar gu? + Gu, besonders wichtige Combinante 


Ug ug (a Bx) 
(siehe Gl. (3) in Art, 7.) aus dem Product u? v2 oder aus der Deter- 
minante u? v2 — ui v2, welche als die fundamentale Combinante der 
Schaar angesehen werden kann, hergeleitet wird. Denn man _ hat 
nach (20): 


. (27) ae va)z = 4 atts (a Bx) , Que V5 — W502) = 8 ucts (a Ba). 


Von der gleichen Bedeutung sind fiir das Kegelschnittnetz xa? 
+ Ab? + we? die beiden Combinanten ; 


H (abe) = (abu) (acu) (beu) und J(abc) = azbzcz (abe). 


Auch diese kénnen als Ergebnisse allgemeiner Operationen erkliirt 
werden, welche diesmal an Ausdriicken mit dreierlei Veriinderlichen 
_za vollziehen sind. Man denke sich unter 


[f= azbie? 
eine Function von drei Systemen Veriinderlicher, in Bezug auf jedes 
quadratisch, und wende nach einander die Operationen 
2, 2, o 
ay 2,2 yz 
an, was durch das Zeichen @ angedeutet werden mag; dann er- 
hilt man: vgs 


® (fu = 8 (abu) (acu) (beu). 


Auf diesem Wege wird also im Falle des Kegelschnittnetzes die Her- 
mite’sche Form aus dem Producte a? - b? - c? hergeleitet; aus der 
fundamentalen Combinante des Netzes 


a, 0% 
p= | a) bY 
@ b? ¢? | 
geschieht dasselbe durch ‘die Formel: 2 7 
(28) b~ (Pn = 48 (abu) (acu) (beu) = 48 Habe). 


Zur Herstellung der Jacobi’schen Form auf f = a2 b?c? (oder 
aus @) dient der folgende Process: 








durch w 
(29) @ 

Unt 
tititen ( 


(30) 


Alge 


18. 
gebrais: 
Kegelsc 


zur -Au 


und die 


verwert 


Zu 


den al 
die v : 


Durch 
dass i 

















Ueber Systeme von Kegelschnitten. 


rind es [lasts — sans + saFem, 





+ a. it 
— Faust, tates — OX; OY2 0% = A “ 
durch welchen wir erhalten: aaa 


(29) O(f)=8 arbre, (abe), O(p)—48 arb. cz (abc) = 48 J (abe). 


Unter Beriicksichtigung der Gleichung (7) kénnen aus den Iden- 
titiiten (10) nunmehr leicht die folgenden Formeln entnommen werden: 


| @ (aByxry2)2 = — 12 (aBx) (ayx) (By) , 


xyz 


(30)  - 
| @ By zy2)u = 24 Uctig uy (@By). 


§ 5. 
Algebraische Behandlung der viergliedrigen Gruppe und der ihr 
conjugirten zweigliedrigen. 


18. Unter Anwendung der im vorigen Paragraphen erdrterten al- 
gebraischen Operationen kénnen die in § 3. fiir die Combinanten eines 
Kegelschnittnetzes und des conjugirten Gewebes gegebenen Relationen 
zur -Aufsuchung der analogen Beziehungen fiir die viergliedrige Gruppe 

xa>+Ab?+ uc? + vd? 
und die conjugirte Kegelschnittschaar 
; our + ous 
verwerthet werden. 
Zunichst ist wieder zu bemerken, dass die Combinante 
|G,” Gy? dy? Ayds Asa, aa, 
b,? b,? bs? by bs bgb, bd, | 
€,7 Cy? O* Cyty Cyt, Cy | 
d,? d,? d,? d,d, d,d, d,d, 


2 2 2 
Uy? Uy? Ug? Up Ug Uy Uy Uy Uy 





| = (abcduv) 


| 04? Vy? 5? Vy03 VsY, V4 % | 
den allgemeinen Kegelschnitt der Schaar gu? +- our, reprasentirt, wenn 
die » als Parameter aufgefasst werden, so dass man setzen kann: 
(abcduv) = gu? + ow, » Oo=evr+ Ov; - 


Durch passende Bestimmung eines Factors kann man daher bewirken, 
dass identisch 








EEE 
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‘ | a2 2 | 
a se 

(abeduv) =| | |! 
2 y?2 

a" 


31 
6) __ Uy? Uy? Hy? Uy tty Uy, Hy Uy! |e? a? @? 2a,a, Zo,a, 2a, a! 
0,7 v,? v7 020; 0,0, 0, 0,| |B,” B,? B,? 28,8; 28,8, 28,8, 

und die Zuriickfiihrung der Symbole abed und af wird vervollstindigt 
durch die Formel: 

)q oe a | 
aya 
(32) 8 (aBaryet) = aed & . 

a YG @ 


deren beide Seiten den allgemeinen Kegelschnitt der Gruppe (abcd) 
repriisentiren, wenn man y, z, ¢ als Parameter auffasst. 

19. Zu je dreien verbunden, liefern die Formen a?, b?, &, d? 
vier Jacobi’sche Formen, welche ich (im Kinklang mit (11)) folgen- 
dermassen symbolisch bezeichne: 


— bred, (bed) = A’, az, d, (acd) = B, 
— azb,d, (abd) = C3, azbrc, (abe) = DS 


2) 

und ebenso vier Hermite’sche Formen: 
— (beu) (bdu) (edu) =v, , (dew) (adu) (edu) = up 
— (abu) (adu) (bdu) = us » (abu) (acu) (beu) = Wy) 

Die ersteren treten gleichzeitig auf, wenn man das Netz derjeni- 
gen der Gruppe (abcd) angehdérigen Kegelschnitte, welche durch einen 
festen Punkt y hindurchgehen (allgemeiner: welche noch einer Curve 
u? conjugirt sind), betrachtet. Zur Repriisentation dieses Netzes die- 
nen die beiden in (32) einander gleichgesetzten Ausdriicke, wenn die 
Gréssen z, ¢ als Parameter angesehen werden. Um zur Jacobi’schen 
Curve des Netzes zu gelangen, bediene ich mich des in Art. 17. ein- 
gefiihrten @-Processes und erhalte aus (32), indem ich die rechte Seite 
nach den Elementen der zweiten Zeile ordne, nach (29): 


8 @ (aBryzt), = — 8 O (aByxzt), 
wet ast 
—=— a. 48 J (bed) +0} -48 J (acd)— & -48 J (abd)+ @ - 48d (abe), 
mithin wegen (30): 
(33) a AP + OBE + Cl + dj Dt = 2 (aBx) (ays) (Byz). 


Zur Hermite’schen Curve des Netzes fiihrt der in Art. 17. de- 
finirte @-Process, in analoger Weise auf die Ausdriicke (32) angewandt, 
wie eben der @-Process. Es ergiebt sich nach (28): 








=— 
! 

mithin 

(34) 


A 
schenf« 
gefiihri 
wihlen 
(35) 
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8 s (aBxryzt), = — 8 hed (aByxzt), 
=—a; eesti po. -48 H (acd) — é. ‘8 H(abd)+d}. 48 H(abe), 
mithin wegen *(30): - 
(34) a, ws + b Un + € uy +. a wi, = — Uy + Ute (@ By). 


Auf der rechten Seite von (33) und (34) tritt die wichtige Zwi- 
schenform der. zweigliedrigen Gruppe (@f) auf, welche in Art. 7. ein- 
gefiihrt wurde, und fiir welche wir folgende symbolische Bezeichnung 
wihlen : 

(35) 2 u, w, (@Bx) = uw fe 
Diese Form hat eine charakteristische Eigenschaft. Wendet man auf 
beide Seiten von (35) den Process*) 
gz oe }2 
nen fb er 
OU, OX O Us 0a» Ou, dx, 


an, so kommt links Null, so dass identisch: 
(36) Ute = 0, 
d. h.: Jede Form mit dem symbolischen Factor 1 verschwindet. 


In der neuen Bezeichnung schreiben sich die Gleichungen (33) 


und (34): 
2 3 2 m3 2 3 7 3 \2 

| a, Ay +b) B+ 6 C, +d, D, = (oxy) r. 

at 28 2.3 ) 2a Oe 

| Quy th up +e up +d uy=— 20, uty: 
20. Von den beiden voranstehenden Gleichungen enthiilt die erste 
auf der rechten Seite die Veriinderlichen y nur in den Verbindungen 
(zy), ete.; um daher diese Verbindungen auch links hervortreten zu 


lassen, wende ich nach Art. 16. den &-Process zweimal an. Nun ist 
wegen (36): 


(37) 


\ 


2 ((exy)’ Vey = 2 (oxy) - Auer: , & * (exy)" r a = 89-3 Ur, , 
Q (a? A), = 6a, A? (Aau), Q (a5 A), = 12 A, (Aau)? 
zy > x,y 


Also wird: 
(38) 2 wor = 4Auu af apa) =A (aAu)+ B (bBu)?+ C_(eCu)?+D (dDu) . 


In der zweiten Gleichung (37) ist die rechte Seite durch uw, 


*) Ueber diesen Process vergl. Gordan ,,Ueber Combinanten‘‘ Mathem. 
Ann. Bd. V. S. 102, und Clebsch: ,,Ueber eine Fundamentalaufgabe der Inva- 
riantentheorie“ Abb. d, Gétt. Ges. Bd. XVII. 1872. § 15. und Mathem. Ann. Bd. V. 
8. 433. 

Mathematische Annalen, VI, 19 
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theilbar; es gelingt beide Seiten vom Factor u, zu befreien, wenn 
man die Operation 
LFA Es 
OU, OY2 OU OYe 


7 Te W 
ausfiihrt. Man erhilt unter Beachtung von (36): 
—4 wry =—8u, us (apy) 
== 3 {a, u, a,+b, trop +¢, ur ep +d, uy d,} . 
Aus (37), (39) folgt sofort: 
a’ the “fp L? _ +¢ up 4 a uy 
= fu, {a,ua,+ b wel at ¢,Up ert dw dy} 3 
und aus (38), (39): ‘ 
A_(a Auy + B, (bBuy + C, (eCuy + D (dDuy 


(39) 


(39°) 


(40) a Jf 2 2 2 

= — $a,u,0, +b, upb, + e¢,u,.¢,+d wy dy} y 

eine merkwiirdige Beziehung zwischen den Jacobi’schen und den 
Hermite’schen lormen, welche aus a? --- d? entstehen. Bei An- 
wendung des Processes 0 verschwindet in (40) die linke Seite identisch 
und es ist daher: 


2 2 2 42 
U4, + Upb, + upc, + u,d, = 9. 


21. Aus der Zwischenform u?r, lassen sich alle Combinanten der 
Gruppe («f) und der conjugirten (abcd) herleiten. Zunichst ergiebt 
sich aus (35): 

(Uap Ug Va) (GBL)=Uptetz, (Was Us Ve) (Wag — Uz Va) = Ug Ye (rur), 
also 


8 
| a 2 | = (abcduv) = uyrv,(urr). 
| % % | 


| «2 aw? 
| 


Demnach wird der Uebergang von den Symbolen «, 6 zu den Sym- 

bolen 9g, r bei einer beliebigen Combinante f dadurch bewirkt, dass 

man +2 (f), bildet und darin @g fiir «, 6 setzt. In der That geht 
a, 


2 2 a2 r “\ fi 
dadurch Us Ue — U5 % IN UgUe (uur) iiber. 


Um dies nun auf die Combinante (a#fxyzt) anzuwenden, hat man 
die Gleichung (38) zu benutzen, nach welcher 


R (uzv, — ui v2), =2 {A (aAu)?+- ae 


oder wegen (31): 
Q (uvabed), = 2 {A, (aAu)?+---}. 


Bade 
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Schreibt man in dieser Identitit aBxyzt an Stelle von uvabed und 
y fiir x, wodurch 


8’ Bs as 3 re we 
A’, B®, C3, D% resp. in r%, ry TE, 7 


iibergehen mégen, so folgt: 
Q (aPryzt), =2 {rz (wba)? +--+ +f 
a=Bp 
und demnach als der gesuchte Ausdruck fiir (a@Bxyzt) in @, r 
t {7 (082)? +--+} 
oder vollstiindig: 
8 (aBaxyet) = 2+ at bic? d? 
| = F{+ (yet) (ry (exe) (eat) +r. (exy) (ext) +7 (oxy) (ex2)) 
(41) + (wet) (r2 (oye) ects (ey) (gyt) +7 (ey) (gy2)) 
| — (xyt) (re (92y) (928) + ry (92x) (92t) + % (92x) (Ezy) 
(ot 


+ (xyz) (re (oty) (etz) + ry (etx) (etz) + 1 (etx) (oty))} . 


22. Aus der eben erlangten Formel lassen sich durch den 2-Pro- 
cess Zusammenhiinge der sechs Zwischenformen, welche durch Com- 
bination der Formen a? --- d? zu je zweien entstehen: 


Grbz (abu), dple(aceu), ard, (adu), ¢,d,(edu), drbz(dbu), bz cx(beu), 


mit der Zwischenform u?7, der Gruppe («f) herstellen. Es ist jedoch 
einfacher, zu diesem Zweck auf die Formel (13) zu recurriren, welche 
die drei bei einem Netze auftretenden Zwischenformen mit dessen Ja- 
cobi’scher und Hermite’scher Form verkniipft. Aus ihr folgen nim- 
lich die Gleichungen : 


b* - Crd, (edu) + & - dbz (dbu) + a - be, (beu) 

= —2u,A2A, + u, A? A,—u,(eyA)’, 
,. Cz d, (edu) + é - d,A,(dau) + a’ * Ay Cz, (acu) 

=+ 2u, BiB, — u, BEB, + up (vyB)’, 
2 bed, (bdu) + bt . d,a,(dau) + d? « a,b, (abu) 

=—2u CC + u,, CC, — uy (xyl)?, 


oS" F 
2 + bets (dew) + OF - Cras (cau) + ¢?- a,b, (abu) 
= + 2u,D?D,— u, DD, + us(eyd)’. 


Q 
t 


Pa 
= 


3 


Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit — a?, b?, — ¢, d? und 
addirt sie, so ergiebt sich: 


19* 
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le & \@ Db Be 
emaueied a! + artz (acu) 2% 2\+ ard miei e 
(42) a® i | v c a, 2 | 
+ ed, (e ate. A p+ + d, b.(dbu)| oa ‘| 4 Dale toi 2 
2 a 
u, 2a A? A, — u, Dat At. 4, 4 LDa®u ,(xyA)’. 


Rechts*) treten Polaren der Summen 2a? A} und La? uy auf, welche 


wir mit Hiilfe der Formeln (37) durch die Symbole von wu? 7, aus- 
driicken kénnen. Der auf diesem Wege entstehende Ausdruck 


3 uy (exe) {(exe)ry + 2 (oye)re} — 4 ue (oye) {(oye)re +2 (oxe)ry} 
— $7. (eye) {(wye)u.+2(wyz) ue} 
besitzt jedoch in Bezug auf y, z noch keine Symmetrie, wiihrend die 
linke Seite bei Vertauschung dieser Variabeln nur das Zeichen wech- 
selt. Wir schreiben daher die Gleichung noch einmal, mit Vertau- 
schung von y und ¢, und subtrahiren sie von der vorigen; dies giebt: 


dz bz (abu) r e : + ete. = to a (2 + 2B R),= Q (apuyzt), 
7 ae a=t 
(43), =3 i clalacten (oxy)*) + 3 rx (oye) {uy (exe) + u.(gay)} 
—4uz(oy2) {ry (exz) + r-(gxy)} 
— Fle (xyz) {r(ovy) + ry (Qxz)\. 
Hieraus**) erhilt man endlich eine weit einfachere Beziehung, in 
welcher links an die Stelle der Determinante ¢ 72 — && etc. die Zwi- 


schenformen ¢,<, (edu) ete. treten. Unter Beriicksichtigung der For- 
mel (26) findet man niimlich: 





aia (oxz)? — ur, (ory) } x = 4u,(oxry) (Uoix — Ure), 
2 [(eyz) {uy (9x2) + u.(Qry)) |, = 6 uy Ug(exy) , 

y= 

pe [(ey) {ty (9x2) + vs (oxy) \|u =2 (oxy) (4 Ugly — Uy Yo) ’ 
ba [(eye) {r: (9vy) + %y(Q%2)) ju = 2 (Qxy) (4 Urry — Uyre). 


sha: fallen aber wegen (36) ‘alle Glieder mit dem symbolischen Factor 


*) Die Summenzeichen beziehen sich jedesmal auf die vier gleichgebildeten 
Glieder. 

**) Aus (43) kann man tibrigens zur Darstellung der Determinante 2+ a2b?2¢2d? 
durch die Symbole @, 7, welche in (41) bereits gegeben ist, durch diese Ibe Rech- 
nung gelangen, wie von der Formel (12) zu (14). 
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rp weg, und es bleibt daher bei der Bildung von 2 in Gleichung (43) 
fiir die rechte Seite: g=s 


24 tte (XY) (Uy rz — Wary), d. i. 24 {u? (wy p)? — uw (wya)*\, 
also: 
axb, (abu) - c,d,(edw) + a,¢r(acu)-d,b,(dbu) + a,d,(adu) -b,0,(beu) 
(44) | +crd,(edu) - ayb,(abu) + d,b,(dbu) -a,c,(acu) + b,c, (beu) -ayd,(adu) 
| sig (020) (tyre — hers) — U2 (xyB)? — we (aye) 
oder als Endergebniss die wichtige Identitiit: 
(abcduv)o—(ey) = Axbx (abu) - ey dy (edu) + a,€z (acu) + dye, (acu) +--+ 
25. Fiir dies® merkwiirdige Beziehung zwischen den sechs Zwi- 
schenformen a,b,(abu) ete. und der Combinante (abeduv) lasst sich 
auch auf directem Wege ein Beweis fiihren, welcher hier ebenfalls 


Platz finden mag. Die linke Seite der Gleichung (44) kann leicht in 
Form einer Determinante dargestellt werden; sie ist nimlich gleich 


— 


a,A, bzb, C2C, ded, u, ¢ 


AzAy Deb, Cre, ded, Uy O 





G45 Urbs Cre, ded, u, O | 


aya, by b, eye, dyd, 0 wy 





Ay A, byb, Cyc, dyd, O Uy | 


dyads, bybs Cyc, dds 9 Us | 


da z. B. die Partialdeterminante 
i | dyad, bb, uy, 
| dxty Veby Uy | = aeb, (abu) 
| dats bib, Us 
u.s. w. Andererseits gestattet die Determinante (abcdwv) unter der 
Annahme v = (xy) folgende Umformung: 
|a,? dy? Ay? d,a, da, a,a,| |x,0 0 0 a, a, 
\b,? b,? b,? b,b, bb, b,b,| |0 2, 0 2,0 2, | 


Zz 


(abeduv) a a /e1” Cy” Cy" Cyl; Cy, CC.) |0 O a, x, x, O - 
o=— ry “3 | 


d;? dy? dy? ded; dyd; Aydy| ly, 9 9 O Ys yy 





1 Uy? Uy? Uy? Ugly Ut, UU! 10 y, 0 y, O y, | 
In der That haben die sechs Determinanten fiinften Grades aus dem 
zweiten Rechteck die Werthe 
&3(vy),*, x3 (ay)o?, x5(ay),*, #3 (xy).(xy)3, %(LY)3 (LY), Xs (xy), (%Y) 93 
denn wenn man eine sechste Zeile: 


9 


at wen ae ¢ Pa¢ 
4,", £2", 37, 2 29%, 2 2,8,, 2 2,2, 
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hinzufiigt, so ist die entstehende Determinante nach (9) die <7 
Hermite’sche Form der drei Kegelschnitte u,u,, uyu,, u?, d. i. 
= 2,(ryz)*. Also hat man: 


A,Q, Deby Cre, ded, Uc, O | 
Apt, Urb, ep, ded, Uzt, O | 
i .aa@ Ba Ce. &a, +% 0 
(abeduv) ee | _— ee ee ee ae 
— (ry 2 ry q 
“”) =6*%3"2 | aya, bb, cyc, dyd, uyu, t, 
dy A, byb, &,e, dydy Uy Uy Uy 
0 90 0 0 0 wy 
oder wenn man die 5 ersten Zeilen, mit resp. y,, y,, Y,, — %,, — 2s 
multiplicirt, zur letzten addirt: 


| ara, bb, cre, did, uzu, O | | dra beby ere, ded, u, 0 | 
| A2Qy bzby Cre, dpd, Uzt, 0 | | rAy Deby erly dydy Uy O 
_ 1 | AeA; bb; Cre; dreds tet; 0 | | azay bybs cre, ded, u, 0 
% | aya, byb, Cyc, dyd, Uyt, Uy | aya, b,b, e,e, dyd, 9 u, 
Aya, by by eye, dyd, yt, Uy | aya, b,b, t,t, dd, 0 u, 

aya, byb, Cyc, dyd, UyUy Uy aya, by bs eye, dyd,O us, 


was zu beweisen war. 


§ 6. 
Geometrische Eigenschaften der viergliedrigen Gruppe. 


24. Das Studium der geometrischen Eigenschaften des aus vier 
Kegelschnitten gebildeten Systems (abcd) wird wesentlich vereinfacht 
durch Hinzuziehung der conjugirten Schaar (@f), deren hauptsiichlich- 
sten Kigenschaften als bekannt angenommen werden kénnen. Aus 
dem in dem Art. 7. auseinandergesetzten allgemeinen Princip wurde 
bald an genannter Stelle gefolgert, dass die Gruppe (abcd) drei con- 
jugirte Punktepaare besitzt und vier Geraden, welche doppelt gezihlt 
als besondere Kegelschnitte der Gruppe angehéren. Jene bilden die 
drei Paare von Gegenecken des von diesen gebildeten Vierseits*). Fir 
die Folge sollen die vier Geraden durch 


ir Jos Isr Is 
die drei Paare von Gegenecken 
(Dis 2s (Gar Is5 (Gr Gs)» Yo» Ha)3 (ir Iu)» (Yrs Gs) 


resp. durch 
Pi, Py; Py, Py; Ps, Pe 





*) Vgl. Smith, S. 92. 
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bezeichnet werden. Die Gruppe (@f) hat die Geraden g zu gemein- 
samen Tangenten, die Punktepaare (P,, P,), (P., P;), (P;, Ps) m 
zerfallenden Elementen und ist hierdurch vollkommen bestimmt. 


25. Da jeder uneigentliche Kegelschnitt der Gruppe (abcd) ein 
conjugirtes Geradenpaar der Schaar (af) vorstellt, so folgt daraus, 
dass zu jeder Geraden uw eine und nur eine zweite Gerade v existirt, 
welche sie zu einem Kegelschnitt der Gruppe (abcd) ergiinzt*). Ich 
werde solche zwei Geraden einander ,,entsprechend“ nennen. Damit 
ist aber auch zugleich jeder Geraden w ein Punkt x zugeordnet, niim- 
lich derjenige, in welchem sie von ihrer entsprechenden getroffen 
wird; der Punkt « mag der ,,Doppelpunkt“ der Geraden w heissen. 
Es ist somit w zugleich Doppelpunkt fiir w und v. 

Aus der geometrischen Bedeutung der Zwischenform wu. ug (aBz) 
fiir die Schaar (@f) ergeben sich mit Beriicksichtigung der Formeln 
(38) und (39) fiir die der Geraden w entsprechenden Geraden die fiqui- 
valenten Gleichungsformen (yvgl. Art. 7.): 


(45) tug (abr) =O, LA,(aAu)?*=0, Zaza, ws == (0 *). 


Die Discussion dieser Beziehung zwischen wu und v ist ohne Schwierigkeit, 
da sie mit der durch die Schaar (@8) definirten symmetrischen quadra- 
tischen Transformation identisch ist. Es giebt vier Geraden (g,, g,, 
93) 94), Welche die Eigenschaft haben, je mit der entsprechenden zu- 
sammenzufallen. Kine Ausnahme in der Eindeutigkeit findet nur bei 
den drei Seiten des Diagonaldreiecks P,P,, P,P;, P,P, statt. Der 
Geraden P,P, z. B. entsprechen alle Geraden, welche durch die 
Gegenecke (P, P;, P,P) hindurchgehen u. s. f. 

Versteht man unter w irgend einen Punkt, unter wu irgend eine 
Gerade, so driickt jede der Gleichungen (45) die Bedingung dafiir aus, 
dass x auf der zu w entsprechenden Geraden liegt, oder auch es ist in 
(45) die Beziehung zwischen einer Geraden w und einem Punkte ihrer 
entsprechenden Geraden gegeben. Halten wir daheg x fest, so stellt 
(45) die Enveloppe derjenigen Geraden w dar, welche allen Geraden 
durch den Punkt « entsprechen. Fiir sdimmtliche Punkte x der Ebene 
stellt sonach die Gleichung 


2 A,(aAu)? =0, 
ein Gewebe von Kegelschnitten dar, welches drei feste Tangenten hat, 
nimlich das Diagonaldreieck P,P,, P,P;, P,P, als das conjugirte 
Tripel der Schaar («{). 


*) Clebsch, ,,Ueber die Steiner’sche Fliche“ S. 5. 
**) Mit dieser stimmt die Gleichung (31) bei Clebsch tiberein. 
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26. Den Doppelpunkt x einer Geraden w finden wir nach dem 
Gesagten aus den beiden Gleichungen 


(46) u.=0, 2A,(aAu) =0. 
Bedeuten daher w laufende Liniencoordinaten, so erhalten wir 
(47) 2 (Auw)(aAu)?*=0 oder Z(auw)a, U = Uellp (a Wz — Uz We) =0 


als die Gleichung des Doppelpunktes der Geraden w. 

Es driickt somit die Gleichung (47) die Beziehung aus zwischen 
einer Geraden w und einer Geraden u, welche auf w ihren Doppel- 
punkt hat. Lassen wir w beliebig variiren, so stellt (47) eine zweifache 
Mannigfaltigkeit von Curven dritter Classe dar. Man kann leicht 
. zeigen, dass es sieben Tangenten giebt, welche allen gemeinsam sind. 
Da niimlich jede Gerade g; mit ihrer entsprechenden identisch ist, so 
trifft sie auch mit ihr auf der Geraden w zusammen, wie immer auch 
w gewihlt sein mag. Die vier Tangenten g,, g., 93, g, sind daher 
siimmtlichen Curven (47) gemeinsam. Ausserdem haben wir oben be- 
merkt, dass jeder Seite des Diagonaldreiecks z. B. P,P, ein ganzes 
Biischel von Geraden entspricht; es wird daher P,P, in jedem ihrer 
Punkte von einer ihr entsprechenden Geraden getroffen, folglich auch 
in ihrem Schnittpunkte mit w. Auch die Geraden P,P,, P,P,, P,P, 
sind daher Tangenten der Curven (47). (Kine andere Auffassung die- 
ser Curven dritter Classe wird im Folgenden sica ergeben.) 

27. Fassen wir jetzt umgekehrt einen Punkt # in der Ebene auf 
und fragen wir nach denjenigen Geraden, welche in x ihren Doppel- 
punkt haben. Da je zwei entsprechender Geraden ein conjugirtes Ge- 
radenpaar der Gruppe (@f) bilden, so ergiebt sich: 

Durch jeden Punkt « der Ebene geht ein Geradenpaar, welches 
ein Kegelschnitt der Gruppe (abcd) ist, es sind dies die beiden Tan- 
genten, welche von # aus an die Curven zweiter Classe 

2A, (aAu) = 0 
gehen *). 2 

Sie mégen die dem Punkte ,,zugehérigen“ Geraden heissen**). 
Aus ihrer Bedeutung fiir die Schaar (@#) folgt, dass sie die Doppel- 
strahlen der Involution sind, welche von den drei Geradenpaaren x P,, 
“P,; «P,, «P;; «P,, xP, gebildet wird***), Durchlauft x die Ge- 

*) Clebsch a. a. O. S. 5 und 14, 

**) Bei dieser Zuordnung machen die sechs Punkte P,, P,, P;, Py, P;, Ps 
eine Ausnahme, indem jedem nicht ein, sondern unendlich, viele Geradenpaare zu- 
gehéren, Sie bilden die Strahlenpaare der Involution, deren Doppelstrahlen die 
beiden durch die betreffende Ecke gehenden Seiten g sind, 

***) Mit Benutzung der zugehérigen Geradenpaare kann man rein geometrisch 
die Kegelschnitte der der Gruppe (abcd) conjugirten Schaar («8) definiren. Durch 
einen beliebigen Punkt « geht ein Paar ihm zugehiériger Geraden, deren eine u 
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rade w, so umbiillen die zugehdrigen Geraden u eine Curve dritter 
Classe, deren Gleichung in (47) gegeben ist. Die Gleichung der zu 
x zugehérigen Geraden ergiebt sich, indem man in die Gleichung des 
Kegelschnitts 
(48) Uctg (aBx) = 0 
(vy); an Stelle von wu; setzt, wobei y laufende Coordinaten eines Punk- 
tes des zerfallenden Kegelschnitts bedeuten. Man erhilt auf diese 
Weise (vgl. Art. 7.) 

(xya) (xyB) (aBx) = 0 
oder mit Beriicksichtigung der Formel (33) 
(49) a) A? + bi BY + & C3 + d? D3 = 0*) 


als die Gleichung desjenigen zerfallenden Kegelschnitts der Gruppe 
(abed), welcher in « seinen Doppelpunkt hat oder indem « willkiihr- 
lich gelassen wird, die Gesammtheit der zerfallenden Kegelschnitte 
der Gruppe (abcd). 

Die Gleichung (49) stellt die Relation dar zwischen einem Punkt 
xz und einem beliebigen Punkte y seines zugehérigen Geradenpaares, 
oder auch zwischen einem Punkte y und dem Doppelpunkte x einer 
durch y gehenden Geraden. Als Gleichung in 2 reprisentirt somit 
Gleichung (49) den Ort der Doppelpunkte aller durch y gehenden 
Geraden. Aus Art. 19. wissen wir, dass dieselbe Gleichung die Ja- 
cobi’sche Curve desjenigen Netzes aus der Gruppe (abed) darstellt, 
dessen Kegelschnitte simmtlich durch den Punkt y hindurchgehen. 
Beide Definitionen lassen sich aus der einfachen geometrischen Bedeu- 
tung der Jacobi’schen Form leicht identificiren, Aus beiden iiber- 
sieht man sogleich, dass die Curve dritter Ordnung (49) im Punkte y 
einen Doppelpunkt hat. 


Eine zweite Darstellung simmtlicher zerfallender Curven der vier- 
gliedrigen Gruppe (abcd) ist neben der durch die Jacobi’schen For- 
° ° ° ’ 3 3 3 3 eo 
men (49) auch durch die vier Hermite’schen w,, up, Up, Uy mog- 
lich. Da nimlich der beliebigen Geraden wu als Ergiinzende die Ge- 
rade La,a,u, =O entspricht, so giebt das Product 


heissen mag. Geht man auf uw von w zu dem unendlich naheu Punkte iiber, so 
ist eine der beiden ihm zugehérigen Geraden der Geraden uw unendlich nahe, auf 
dieser wiihlt man wieder einen unendlich nahen Punkt und die zugehérige Gerade 
u. 8. f. Auf diese Art erhilt man eine Enveloppe, welche ein Kegelschnitt der 
Schaar (w@) ist. Die Richtigkeit des Gesagten ergiebt sich aus dem Umstande, 
dass derjenige Kegelschnitt der Schaar (#8), welcher w beriihrt, den Punkt 2 zum 
Beriihrungspunkte hat. 

*) In Uebereinstimmung mit Gleichung (13) bei Clebsch. 
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2 
u, 2a, a4, =9 


die doppelte Mannigfaltigkeit entsprechender Geradenpaare, und man 


kann somit mit Zuhiilfenahme der Relationen (39°) den Satz aus- 
sprechen: 
Die beiden Gleichungen 


» 8 2S — 
(50) 2a, A, =0, Za,u,=90 


reprisentiren in y mit variirendem u und x dieselbe doppelte Mannigfaltig- 
keit von Geradenpaaren, nimlich die zerfallenden Kegelschnitte der 
Gruppe (abed). 

28. Um einen vollen Kinblick in den Zusammenhang zu gewin- 
nen, welcher zwischen den Jacobi’schen und Hermite’schen Curven 
der Gruppe (abcd) und den zerfallenden Kegelschnitten derselben be- 
steht, wollen wir die schon im Art. 8. angegebenen Eigenschaften 
dieser beiden Curven eines Netzes ins Gedichtniss zuriickrufen. Denkt 
man sich nimlich aus der viergliedrigen Gruppe (abcd) auf alle még- 
lichen Arten Netze hergestellt, so entspricht jedem eine Jacobi’sche 
Curve. Die Gesammtheit aller dieser bildet eine dreifache Mannig- 
faltigkeit, deren Gleichungen in der allgemeinen Form 


(51) x A+ AB +uCi+7Di=0 

enthalten sind. Da die Punktepaare P; P,, P,P,, P,P, allen Netzen 
conjugirt sind, so gehen alle Jacobi’schen Curven (51) durch die ge- 
nannten sechs Punkte*). Umgekehrt ist jede durch die sechs Punkte P; 
gehende Curve dritter Ordnung die Jacobi’sche Curve eines Netzes aus 
der Gruppe (abcd). Ganz analog kann man die dreifache Mannig- 
faltigkeit der Her mite’schen Curven bilden, deren Gleichung in der 
Form 

(52) xu®, + 2uy + wun + vuy =0 

enthalten ist. Jede derselben ist bekanntlich die Enveloppe der Ge- 
raden, welche das zugehdrige Netz in Punkten einer Involution treffen. 
Da aber jede der drei Diagonalen P, P,, P,P;, P,P, ein allen Netzen 
gemeinsames Punktepaar enthilt, so hat man den 


Sate. — Alle Hermite’schen Curven der viergliedrigen Gruppe 
(abed) haben die drei Diagonalen P,P,, P,P;, P,P, 2u gemeinsamen 
Tangenten. 


Betrachtet man einen der sechs Punkte P;, so gehen von ihm aus 
an jede der Hermite’schen drei Tangenten; eine derselben (die be- 
treffende Diagonale) ist allen gemeinsam, die iibrigbleibenden Paare 


*) Dieser Satz ist von Herrn Siebeck ausgesprocben worden: Annali di 
Matem. Ser. Il, t. II. p. 65, 
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von Tangenten sind mit entsprechenden Geradenpaaren identisch, 
welche sich in P; treffen; man hat daher den 

Satz. — Die Paare variabler Tangenten, welche von einem der 
Punkte P; an alle Hermite’schen Curven der Gruppe (abcd) gezogen 
werden kinnen, bilden eine Involution, deren Doppelstrahlen die beiden 
durch P; gehenden Geraden g sind. Jedes Strahlenpaar der Involution 
wird durch eine einfache Mannigfaltigkeit von Curven beriihrt. 

Wir kehren jetzt zu den in der Gruppe (abcd) enthaltenen Netzen 
zuriick. Je zwei derselben haben ein Biischel gemeinschaftlich. Alle 
Netze, welche ein bestimmtes Biischel gemeinsam haben, bilden eine 
einfache Mannigfaltigkeit, denen ein Biischel von Jacobi’schen Cur- 


‘ven mit neun festen Punkten entspricht. (Ebenso haben die entspre- 


chenden Hermite’schen Curven neun feste Tangenten.) Irgend drei 
Netze der Gruppe haben im Allgemeinen einen Kegelschnitt gemein- 
sam. In dem Falle, wo dieser zerfallt, gehen die entsprechenden Ja- 
cobi’schen Curven durch einen und denselben Punkt, den Doppel- 
punkt jenes zerfallenden Kegelschnitts. Umgekehrt, durch jeden Punkt 
x der Ebene geht eine zweifache Mannigfaltigkeit von Jacobi’schen 
Curven; die ihnen entsprechenden Netze haben einen zerfallenden Ke- 
gelschnitt gemeinschaftlich; welcher mit dem dem Punkte x zugehori- 
gen Geradenpaar identisch ist. Es ist daher dieses Letztere schon durch 
eine der durch x gehenden Jacobi’schen Curven oder das ihr entspre- 
chende Netz vollkommen bestimmt. (Vgl. die Fussnote in Art. 11.) 
29. Die geometrische Beziehung, welche einem Punkte x der 
Ebene zwei Geraden uw zuordnet und umgekehrt jeder Geraden wu einen 
Punkt x (ihren Doppelpunkt), die in den Gleichungen (46) und (47) 
ihren algebraischen Ausdruck findet, liefert eine Transformation der 
Ebene, vermége deren, allgemein zu reden, jeder Curve n'* Ordnung 
eine Curve 3n' Classe und umgekehrt einer Curve p'* Classe eine 
Curve 3p'* Ordnung entspricht. Es durchlaufe nun im Besondern 
x eine der durch (51) definirten Curven, d. h. die Jacobi’sche Curve 
irgend eines Netzes der Gruppe (abcd); dann wissen wir, dass die zu- 
gehérigen Geradenpaare die Hermite’sche desselben Netzes umhiillen, 
d. h. eine Jacobi’sche Curve-geht durch die betrachtete Transforma- 
tion in die entsprechende Hermite’sche iiber. Da aber allgemein 
einer Curve dritter Ordnung eine Curve neunter Classe entspricht, so 
muss tiberdies noch ein Factor sechsten Grades in w auftreten, dessen 
geometrische Interpretation sich leicht findet. Jedem der Punkte 
P,, P,, --+ Ps namlich ist nicht ein Paar von Geraden, sondern das 
ganze durch den betreffenden Punkt gehende Biischel zugehérig. Geht 
daher eine Curve in x g;-mal durch den Punkt P;, so enthilt die ihr 
entsprechende Curve in w den Ort erster Classe P, ebenfalls o,-fach. 
Da nun jede Jacobi’sche Curve durch alle sechs Punkte P geht, so 
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muss die Transformation derselben ausser der bereits gefundenen 
Hermite’schen Curve noch den Factor sechsten Grades ergeben, wel- 
cher die sechs Punkte P, ... P, darstellt. Dieser Factor kann als 
uneigentlicher betrachtet werden, insofern er bei allen Jacobi’schen 
Curven gleichzeitig auftritt. Fassen wir insbesondere die vier Curven 
A’, B’, C3, D® auf, so werden sie in die vier Hermite ‘schen wis 
ua, ur, us iibergehen, daraus ergiebt sich der bemerkenswerthe 

Satz. — Durch die Transformationsgleichungen 
(53) 2,=2(Au), (aAu)?, x,=Z(Au),(aAu)*, x2—=2(Au);(aAu)* 
gehen die vier Jacobi’schen Formen 

As, B8, C3, D3 
gleichzeitig iiber in die entsprechenden Her mite’schen 
3 3 3 3 
U4, tp, Up, Uy, 
wéihrend ein Factor vom sechsten Grade in wu heraustritt, der, gleich 
Null gesetzt, die Punkte P,, -- P, darstellt. ; 

Das algebraische Interesse, welches diese Transformation besitzt, 
liegt nicht so sehr darin, dass sie vier Formen gleichzeitig in vier 
nahe verwandte iiberfiihrt, als vielmehr in einem andern Umstande, 
auf den wir durch Vergleichung der transformirten Curven mit den 
Transformationsrelationen gefiihrt werden. Betrachtet man z. B. 
die Form A’ und ihre Transformation u’,, so sind beide:Curven nur 
von den Coefficienten der Kegelschnitte b?, c?, d® abhingig. Die 
Transformationsrelationen (53)- enthalten aber ausserdem noch die Co- 
efficienten der vierten Form a®. Sieht man daher von dem unwesent- 
lichen Factor sechsten Grades ab, so kann man sagen, die in den 
Gleichungen (53) vorkommenden Coefticienten @ spielen bei der Trans- 
formation der beiden Curven 


in einander die Rolle gleichgiiltiger Gréssen, deren Werthe wir nach 
Belieben annehmen diirfen. (Es hingt.dies mit der Fussnote Art. 11. 
zusammen. ) 


§ 7. 


Darstellung gewisser durch die viergliedrige Gruppe bestimmter Elemente. 


30. Zur Vervollstiindigung der Auseinandersetzung sollen in die- 
sem Paragraphen die symmetrischen Ausdriicke derjenigen Elemente 
gegeben werden, welche fiir die viergliedrige Gruppe charakteristisch 
sind, Es werden nimlich die Gleichungen aufgestellt werden, welche 
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die vier Geraden g,, 9, 93, 9;, ferner die Diagonalen P, P,, P, P,, 
P,P, und zuletzt die sechs Punkte P,, P,,-- P, darstellen. 


I. Darstellung der vier Doppelgeraden. 


Es ist aus der Begriffsdefinition ohne Weiteres klar, dass die vier 
Geraden g der Ort derjenigen Punkte sind, welche die Kigenschaft 
haben, dass die beiden ihnen zugehérigen Geraden zusammenfallen. 
Wir haben daher nur die Bedingung dafiir aufzustellen, dass die bei- 
den vom Punkte # an den Kegelschnitt 


2A, (aAu)? = 0 


gehenden Tangenten zusammenfallen, d. h. dessen Gleichung in Punkt- 
coordinaten zu bilden und diese durch « zu ersetzen (vgl. Art. 7.). Wenn 
wir daher in Uebereinstimmung mit Formel (38) 


ZA (aAu)? =2- wor 


setzen, so ergiebt sich 
(54) (90 %)*rerg = 0 


als Gleichung der vier Geraden*), 


II. Darstellung des Diagonaldreiecks, 


Im Art. 25. ist besonders hervorgehoben worden, dass die Glei- 
chung 
ZA, (aAu)? = 2u?r, =0 


Oo £ 
s 


mit variablem a ein Gewebe von Kegelschnitten repriisentirt, welches 
die drei Diagonalen P,P,, P,P;, P,P, 2u gemeinsamen Tangenten 
hat. Wihit man irgend drei Individuen des Gewebes 


. 2» 2y 
of: wer,» wore 


so muss nach dem am Schlusse des Art. 13. Gesagten die Jacobi’- 
sche Form die drei Ecken, die Hermite’sche die drei Seiten des 
Diagonaldreiecks ergeben. Unter Fortlassung des unwesentlichen Fac- 
tors (yzt) erhiilt man somit 


(55) Uplate (9Q Q”) (r7°r") = 0 
als die Gleichung der Ecken und 
(56) (99x) (90" x) (9'@" a) (r7'r”) = 0 


als die der drei Seiten des Dreiecks P, P,, P,P,, P,P, 


*) Vel. Clebsch a. a. O, S, 14. Damit im Zusammenhange steht der von 
Clebsch herriihrende Satz tiber Functionaldeterminanten, Borchardt’s Journ, Bd. 69, 
8. 355 und Bd, 70, 8. 175, 
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Eine elegantere Form fiir die Letztere erhilt man, indem man die 
Discriminante der quadratischen Form ur, bildet, in der Gleichung 
(57) (@ ¢ OY raters = 0. 

Es beruht dies darauf, dass der dem Punkte x entsprechende Kegelschnitt 


wr, = ( immer und nur dann zerfaillt, wenn a auf einer der drei 
Diagonalen liegt. 


Til. Darstellung der sechs Ecken P,, BP, -- P 


Fiir die symmetrische Darstellung der sechs Ecken P,, P,,-- P, 


sind die sechs Zwischenformen von Wichtigkeit, welche bereits in 
Art. 22. aufgetreten sind. Es sei in symbolischer Bezeichnung 


[debe (abu) =9,,%, . ie (acu) =g,., Uy,» Grd, (a du)=9,.,U,, i 
58 i bad 2 a 4 

- | bets (beu) =9,, Uy,» bede(dbw—=g. uy,, Cede (edu) =, Uy, * 
Alsdann sagt bekanntlich die Gleichung ?,u,, = 0 z. B. aus, dass 


der Punkt x einem Punkte der Geraden w in Bezug auf a? und b? 
zugleich conjugirt ist. Wenn nun eine Gerade w durch eine der sechs 
Ecken P; hindurchgeht, so giebt es einen Punkt (niimlich den Gegen- 
punkt P;,;), welcher dem auf ihr liegenden Punkte P; in Bezug auf 
alle Kegelschnitte, somit auch in Bezug auf alle Biischel der Gruppe 
(abed) conjugirt ist; d. h. es giebt dann einen Punkt x, dessen Coor- 
dinaten die sechs Gleichungen 


Pia ty, = 0, Pa My, =@, --:, Ponty, a= () 
zugleich befriedigen. Eliminirt man daher aus ihnen die sechs Groéssen 
" ay?, %?, %, 22,%,, 24,%,, 24,2, linear, so ergiebt sich fiir die 
sechs Ecken P,, P,, -- P, die Gleichung: 
hae Pir” Pris” Pi2Pis PisPi1 Pir Pr2 | 
P21” Por” Pos” P22 P23 P23 Pa P21 Pr | 
P31” Ps” Pos” Ps2P33 P33 Pai P31 Pr | 
Par” Par” Pas” Ps2Pas Pas Par Par Par 
P51” Ps2” Ps” Ps2Ps3 PssPs1 Ps Ps2 
Por? Por” Pos” Ps2Pos PosPor Por Poo 
Einen andern Ausdruck in den Combinanten-Symbolen e@, 6 kann man 
aus der Form u2v2, — we herleiten, Sobald nimlich ein Kegelschnitt 


= 
~ 


(59) Uy, Uy, Ue , Uy, by, Uy, | 


der Gruppe («@f) in Punktepaare (P;P;+3) zerfallt, géht jede seiner 
Tangenten entweder durch P; oder durch P;+3, also stets durch einen 
der Punkte P. Da nun uv, — wve= 0 denjenigen Kegelschnitt der 
Gruppe («f) bedeutet, welcher die Gerade v repriisentirt, so bedeutet 
seine Discriminante 
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vt a U5 (@ a’ @”)? — 3 vie v.%% (B’ «' a’)? hey ye v..(B’ B’ a’)? 
— vie? oh. (BBB) =0 


die Enveloppe der Tangenten der zerfallenden Kegelschnitte der Gruppe 
(af), d. h. die sechs Ecken P. 


























§ 8. 


Ueber den Zusammenhang der viergliedrigen Gruppe mit der 
Steiner’schen Flache. 


31. Unmittelbar im Anschlusse an die allgemein durchgefihrten 
Methoden lassen sich einige Eliminationen ausfiihren, welche dann in 
einfache Beziehung zur Steiner’schen Fliche gesetzt werden. In dem 
Art. 27. wurde von dem Satze Gebrauch gemacht, dass die in y qua- 
dratische Form 


a; A’ +. b* BY + GCi+ a D3 
einen zerfallenden Kegelschnitt darstellt; ihre Discriminante muss da- 
her identisch verschwinden. Setzt man daher 
(60) AS=8,, B=s,, C=—8,, D'=—4,, 
so ergiebt sich die Gleichung 


15,9, +b, 8, +e, FB, +4), 9,, 1.9, +b,,8,4+6,.9;+4,.9,, 
4139, +b,:9,+)3 93 +,,9, 
Ay, By by, By F Cy, By dy, By, AyB, +29, + 6.95 + dy.9,, | 
- A939, + by,9, + C4393 + dy, 3, 
A319, +b, B+ C5, 9; +5, 94, O39 B, Fd 39 FoF C3993 + dso, | 
A339, +3393 + C539, + dy, 
welche durch die Gleichung (60) identisch befriedigt wird. Die Glei- 
chung (61)*) ist somit das Resultat der Elimination der Gréssen z,, 
%y, £, aus den vier Gleichungen (60). 
In ganz gleicher Weise kann man mit den Hermite’schen For- 


men verfahren, da wir aus dem bereits angezogenen Art. 27. wissen, 
dass auch die Form 


2.3 2.3 2.3 3 
aug t+ bug t+ cup + dius 


eine zerfallende (in y), folglich auch deren Discriminante identisch 
Null ist. Indem man daher 


(61) o= 





*) Ihre symbolische Form ist: 
(62 2) #3(aa' a’)? + 3(bb'b’)? +--+ 3 O28, (aa b)? + 3924,(aa'c)?+-- 
+ 6 3,3.4,(abce)?+ --=0. 
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(63) 


3 3 3 3 
Ome Hy, Bye, Sp mss, UX, 


setzt, erhilt man als Eliminationsresultat der « aus ihnen eine mit 
(61) véllig tibereinstimmende Gleichung, welche aus jener durch Ver- 
tauschung von # mit a hervorgeht. Es ergiebt sich somit der 

Satz. — Das Resultat der Elimination der Variabeln aus den 
vier Jacobi’schen Formen von vier Kegelschnitten ist identisch mit dem 
aus den vier Hermite’schen Formen, was mit dem im Art. 29. aus- 
gesprochenen Satze iibereinstimmt. 


Um auch aus den vier Gleichungen 
3 on S om . S aos 
ai=§&. b?=—§&, c®=—§, @=—é, 


die Variabeln x zu eliminiren, kénnte man von- der bereits oben be- 
nutzten Form 


(66) 


(65) 


a? A’ + b? BS + ¢3 C3 + d? D3 


ausgehen, von der wir wissen, dass sie als Form in y, gleich Null ge- 
setzt, eine Curve mit einem Doppelpunkte repriisentirt. Die Discrimi- 
nante von (66) muss daher verschwinden, und es wird folglich die 
Discriminante der Form 


é, A? + &,B? + £03 + &,D3 


eine Gleichung in § liefern, welche durch die Gleichungen (65) iden- 
tisch befriedigt wird, d. h. ein Eliminationsresultat aus (65). Es wiirde 
jedoch von zu hohem (zwélftem) Grade sein. 


32. Um iiberfliissige Factoren zu vermeiden, kehren wir zu der 
allgemeinen Gleichung eines Kegeischnitts der Gruppe (abcd) 


la? b? @ @ 
a x ax « 

ae b? c a’ 
67 Sie oe hi 
(67) 2 42 ¢2 d? 


he 


2 fR2 p2 J? 
a’ b: @ d 


zuriick. Unter z, ¢ willkiirliche Parameter verstanden, stellt sie in den 
laufenden Coordinaten y dasjenige Netz der Gruppe dar, dessen Kegel- 
schnitte siimmtlich durch den Punkt x hindurchgehen. Die Gleichungen 
der Jacobi’schen und Hermite’schen Form sind (Art. 19.) 


(68) a? A} +6? B} +eacr+a D3 =0, au + bu - =p cu. + d2u + =(), 


Da alle Kegelschnitte des Netzes einen Punkt (x) gemein haben, so 
muss die Resultante desselben identisch Null werden; ihr Ausdruck 
fiir die dreigliedrige Gruppe ist in Formel (19) gegeben. 
daher in (68) die § einfiithrt und kurz 


Indem man 
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(68") §,A8+§,B8+.-—fp=fs—--, Fuh +bud+ aul = 


f~i 


setzt, erhilt man die Gleichung 


(69) APY APY GFT) FP) — OP'S fo fo fo" = 9.- 
welche das Eliminationsresultat der # aus (65) ist. 


Verfolgt man den Gedankengang, welcher in Art. 13. zu der 
Form (19) der Resyltante gefiihrt hat, so kann man auch direct das 
Resultat in Determinantenform erhalten. Zugleich mit dem Netze (67) 
bilden niimlich auch die Polaren der Jacobi’schen Form: 


(70) f2-f,=9, f2-f=0, f2?-f,=0 


ein Netz mit dem gemeinsamen Punkte « (Hesse). Es giebt somit 
einen Ort zweiter Classe (w?), welcher beiden Netzen zugleich conju- 
girt ist. Um die Bedingung dafiir zu erhalten, bilden wir die Glei- 
chung des dem Netze (67) conjugirten Gewebes. Da wir drei Curven 
desselben, nimlich 
uz, wi? u2 
kennen, so ist die allgemeine Gleichung, unter v, w willkiirliche Para- 
meter ventnniet, 


2.9 
uU, U, 


s 


ay u> (v2 ws —v' We) Ev * (w*. uw, — 0, ,U.) + we (ur v, 


en 


ee wenn man die Factoren von w? 
ersetzt : 


2, v2, w? aus der Gleichung (31) 

| a,” A,” ay? Ardy A3%, aa, 0 | 

b,? 0,7 by? yd, Dad, byb, 0 | 

| C1? C7 C7 C0, ¢, GC O | 

|.d? d,? d? d,d, dd, dd, 0 

| Uy? Uy? Uy? Ugg Ugly UyUy Ux? | 
2 | 


! 
2 


2 > 2 » 2 
Vy" U_" Us Uz_Vzy Vg UyV_ Vee | 
| ,? 0,7 W,? W,W, WyW, WW, We” | 


Dies ist die Bedingung dafiir, dass ein dem Netze conjugirter Kegel- 
schnitt zugleich den drei Kegelschnitten u?, v2, w? conjugirt ist. 
Ziehen wir daher die ersten 6 Verticalen, resp. mit 7,?, v,*, x,*, 2 2%, 
2a,2,, 24,2, multiplicirt, von der letzten ab und ersetzen alsdann 
die «, v, w durch die Symbole von resp. f/?f,, f;’ fo, ff;, 80 ergiebt 
sich mit Benutzung der Gleichungen (65) 


Vi. 20 
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9 9 ° 
a," a,* as" G24 a3 4, ad Bad E, 
|b, b,? b,? b, b, bb, bd, é. 
| @2 2 2 . 
| Cy Cs C263 CnC C10 bs 
} 


(71) | d,? d,? d,? d,d, d,d, d, d, &, | = 0*) 
| LP A teh hhsh ohhh = fhhf = 9 
ACh LR fh hhh Rit fh 9 
a a el ae 





als das Resultat der Elimination der Gréssen a aus den vier Glei- 
F 
chungen (65). 


33. Um die in den Gleichungen (61), (64), (71) erlangten Eli- 
minationsresultate geometrisch interpretiren zu kénnen, ist der Ueber- 
gang zu Gebilden von drei Dimensionen erforderlich. Versteht man 
nimlich in (65) unter § allgemeine homogene Coordinaten eines Punk- 
tes im Raume, unter x die eines Punktes in einer Ebene, so stellen 
die vier Gleichungen (65) bekanntlich eine Abbildung der Steiner’- 
schen Fliche auf die Ebene dar. Die beiden Gleichungen (69) und 
(71) stellen somit die Gleichung dieser Fliche in Punktcoordina- 
ten dar. 


Die vier Functionaldeterminanten (Jacobi’schen Formen), welche 
wir mit #,, #,, 0, @, bezeichnet haben (60), bedeuten die Coordina- 
ten der Tangentialebene in demjenigen Punkte der Fliche, der 2 zur 
Abbildung hat. Es reprisentirt somit die Gleichung (61), das Elimi- 
nationsresultat aus (60), nichts anderes, als die Gleichung der Stei- 
ner’schen Fiche in Tangentialcoordinaten. 

r 
us, die wir gleich z,, z,, 2,, x, gesetzt haben, ebenfalls als Tan- 
gentialebenen einer Fliche, so ergiebt die Uebereinstimmung der Eli- 
minationsresultate, wie sie im Satze des Art. 31 ausgesprochen ist, den 

Satz. — Die vier Hermite’schen Formen lassen sich, ebenso wie 
die vier Jacobi’schen Formen, als Coordinaten der Tangentialebenen 
der Steiner’schen Fliche (65) ansehen, was schon aus der in Art. 29. 

egebenen Transformation der einen Formen in die anderen hervor- 

geht. Bedeuten x und uw den Punkt und die Gerade, welche resp. 
vermoge der Gleichungen (60) und (63) ein und derselben Tangential- 
ebene entsprechen, so ist x der Doppelpunkt der Geraden wu (vgl. 
Art. 25.). 


Betrachtet man die vier Hermite’schen Formen us Up, u 


*) Als besonderen Fall einer allgemeinen Methode hat diese Gleichung be- 
reits Herr Brill (Math. Ann. Bd. 5, 8. 403) mitgetheilt, 
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§ 9. 


Transformation von terniren Formen zweiten Grades in Summen von 
vier Quadraten. 


34. Die ersten Folgerungen aus dem Begriffe der conjugirten 
Gruppen haben ergeben, dass eine viergliedrige Gruppe vier Doppel- 
geraden hat, deren sechs Ecken drei Paare conjugirter Punkte bilden. 
Diese Voraussetzung geniigt um zu schliessen, dass alle Kegelschnitte 
der Gruppe durch die Quadrate der vier Geraden linear darstellbar 
sind (vgl. Art. 4.). 

Um die Ueberfiihrung in diese Gestalt zu bewirken, setzen wir 
die Gleichungen von vier Geraden 


(72) Q2=9, gor=0, H2r=9, He=O0, 
wo allgemein 

Jix = Gir %, + Giz, + Gis Ly 
und beschrinken zunichst die Voraussetzung darauf, dass die sechs 
Ecken dieses Vierseits drei conjugirte Punktepaare eines Kegelschnitts 
a? =( seien. Wenn wir nun der Kiirze wegen 


| Gir Giz Gis | %, Wy Us 

| . 

| Gut Gu2 Gus | = (iA) und | ger Guo Yea | = (uxd) 
| Jar Gaz Gas | | Jar Gaz Gras 


schreiben, so werden die drei Paare der Gegenecken durch die Glei- 
chungen 

(w12) = 0 (w13) = 0 | (w14) = 0 

(w34) = 0 (w24) = Of (u23)=—0 
dargestellt. Die Voraussetzung, dass sie conjugirte Punktepaare von 
a? = 0 seien, liefert die drei Gleichungen 


(73) (a12) (a54)=0, (a13) (a24)=—0, (@14) (223) = 0. 
Zwischen vier linearen Formen gi2, Jor, J32) Jie vesteht bekannt- 
lich die identische Gleichung: 
Diez J2x Isx sx 
Iu In In S 
(73°) 11 Joa Isr In 
“1912 Go2x G22 Gs2 
\fis 923 Iss Gas 
welche durch Einsetzung der Symbole a fiir g,,, 94, gj, tibergeht in: 
(74) Ay (123) = giz (a 23) + gor (@31) + gx (a 12). 


20* 


| 
| = 91 x (234) + go (314) + gs (124) + gar (213)=9, 
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Multiplicirt man diese Gleichung mit dem Ausdruck (a 34) und be- 
riicksichtigt die Relationen (73), so erhilt man: 


(75) a, (a 34) (123) = giz (a 23) (a 34) + gex (a 31) (a 34) , 


welche durch Einfiihrung der Unterdeterminanten (wv),, (uv),, (uv), 
fiir z,, 2, 2, ergiebt: 


(auv) (a 34) (123) = (luv) (a 23) (434) + (2uv) (a 31) (a 34). 


Fiir den besondern Werth v, = gz, verschwindet das zweite Glied 
rechts und es* wird: 


(a 2u) (a34) (123) = (12 4) (a23) (a34), 


oder auch 
(76) (a2u) (434) __ (@23) (a34) 
(12%) (134) ~———— (123) (134) ? 
2u) (a34) a ; 
d. h. der Ausdruck (a8u) (084) enthilt- die Gréssen w nur scheinbar 


(12) (134) 
und ist in Wirklichkeit eine von « unabhiingige Constante. 

Da keine der vier Geraden g und keines der drei Punktepaare in 
den in (73) gemachten Voraussetzungen vor den anderen bevorzugt 
ist, so kann man in allen aus ihnen gefolgerten Ideutitiiten die Indices 
beliebig unter einander vertauschen. Vertauscht man in (76) die In- 
dices 2 und 4, so bleibt die rechte Seite unberiihrt, d. h. es ist 


(a2u) (a34) (a4) (a23) 


(12) (134) ~~ (14) (123) * 
Ebenso folgt durch Vertauschung von 3 und 4 


(a23) (a34) __ (a24) (a 34) 
(123) (134) ~~ (124) (134) * 





Fasst man diess zusammen, so zeigt sich, dass der in (76) rechts 
stehende Ausdruck durch irgendwelche Permutirung der Indices 2, 3, 4 
ungeiindert bleibt. Wir diirfen somit die Constante 


(@23) (434) __* (a24) (423). (24) (34) 4 
(123) (134) ~—— (124) (123) ss (124) (134) ite. 


setzen*). Aus diesem Ausdrucke kann man drei andere erhalten, in- 
dem man den hier bevorzugten Index 1 nach und nach durch 2, 3, 4 
ersetzt, wihrend die anderen drei Indices in beliebiger Permutation 


*) Die Gleichheit zweier solcher Ausdriicke, z. B. (@24) (423) ng (423) (a 34) 

(124) (134) (123) (134) 

liisst sich auch direct beweisen, Bildet man niimlich die Differenz, so ergiebt sie 
a 23 a23-a 14-234 


sich == ———____. 24. —s  . ee as in Folge 
a stasis {* 4-134 — a 34-1245 193 1942 134 ¥™* in Folge 


von (73) verschwindet. 








aufti 
A,, 


(47) 


welc! 
divid 
(78) 

aus — 


es gi 
(79) 


welc! 
Mult 
recht 
SO @ 


+ 9: 
und 
(80) 
d? h 
benu 


mac! 
anal 


2 
(81) . C 
: 


Bad, | 








Ueber Systeme von Kegelschnitten. 309 





auftreten kénnen. Auf diese Weise ergeben sich vier Gréssen A,, A,, 
A,, A, durch die Gleichungen: 






















__ (@ 24) (@ 34) _ ae Oe 24) (a2 re (a 23) (a 34) 
1 (124) (134) ~~ (724) (123) ~~ (123) (134) 
ge (a 13) (a 14) (a 13) (a  -* (a 14) (a 34) 
' shes ane =~ “(218) (214) ~ (213) (234) ~ (214) (234) 
(47) 4. (@12)(a2t) (a td) (a2) (12) (a14) ’ 
3 (312) (324) ~~ (314) (824) ~——« (312) (814) 
ee (a 13) (a 23) (a 12) (a@13) __ (a 12) (a 23) 
+4 (413) (423) ~— (412) (413) ~—— (412) (423) 





welche wir in die Gleichung (75) einfiihren, nachdem wir durch (123) 
dividirt haben. Dadurch geht dieselbe iiber in 


(78) az (a34) = A, gis (134) + A,ges (234), 


aus welcher fiinf andere durch Vertauschung der Indices hervorgehen; 
es geniigen folgende: 


di, (a 23) = A, gre (123) + A, gar (423), 


| (79) dy (@ 31) = A, go» (231) + Ay ga, (431), 
; | ey (a 12) ao Ay Ysx (312) -{- A, Jax (412) ; 
welche die Herstellung der gesuchten kanonischen Form gestatten. 


Multiplicirt man niimlich die Gleichung (74) mit a, und ersetzt die 


rechts auftretenden Ausdriicke a, (a 23), a,(a31), a, (a12) aus (79), 
so erhalt man: 


a? (123) = dix { 4 1, gi2 (123 ) + Ay gu2(423)} 
+ gaz (A, Yox (231) + Ay Mrz (451)} + gse{ 1 Aj 93x (312) + Ay gre (412)} 


und mit Benutzung von (73*) die identische Gleichung: 


(80) a. = A, Iie + A, 9), + As9;., + Aye, *). 


35. Treten jetzt zu a? noch die andern Kegelschnitte b?, c?, 
d? hinzu und verstehen wir unter den in der Recdinang des Art. 34. 
benutzten Geraden 4 g die vier Doppelgeraden, so gelten ee fiir a? ge- 
machten Voraussetzungen ebenso fiir b2, ¢?, d?. Setzt man daher 
analog mit (77) 











» _ (b24) (B34) (18) (014) pp __ (012) (624) __ (b13) (b23) 

B, ~ (124) 134) te., B= Big) (214)? “73 (312) (324)? B, (413) (423)? 

@1) Cc, = (e24) (34) 1 (613) (C14) vy __(¢ 12) (¢24) , __ (€13) (¢23) 
I (124) (134) ? 2° (213) (214)? “3 (312) (324)? ~~ (413) (423)? 

[> __ (d24) (d34) (d13) (d 14) D= __ (12) (d24) __(d13) (423) 
(124) (134)? 2° (213) 214)’ (312) (324)? ~~4 (413) (423) , 


+) Vel. Gordan, ,,das Pentaeder der Fliche dritter Ordnung,‘‘ Math. Ann. 
Bd. V. 8. 364. 








310 Rosanes, 


so ergeben sich die Gleichungen: 
(82) a@=2TAg?, b2=TBg?, ®@=2Cg2, d=ZDg2, i=1,2,3,4. 


ix? 
wodurch die vier terndren Formen als Summen von vier Quadraten 
dargestellt sind*). Die Herstellung derjenigen Elemente der vier- 
gliedrigen Gruppe, von welchen diese Transformation abhingt, setzt 
die Auflésung der Gleichung vierten Grades ab, auf welche die Glei- 
chung der vier Geraden g (54) fiihrt. 

Unter Benutzung der kanonischen Form nehmen manche Combi- 
nanten eine sehr einfache Gestalt an und lassen gewisse Zusammen- 
hinge beim blossen Ansehen sofort erkennen. Wir bilden zuniichst 
die Zwischenformen p? tly, (58), von denen es geniigt eine hinzu- 
schreiben. Es ist z. B. 


Pj, Uy, = (A, B,— A, By) gi 2$22(12u) + (A, B;— Ay By) giz 9s2(12u) 
(83) = ++ (A, By, — A, By) gizgic(l4u) + (A,B, — A, Bs) gs2gs2(34u) 
+ (A, B, — A, By) go2g12(42.u)+ (A, B, — Ay By) g22932(23 w), 
und analog sind auch die anderen fiinf aus den sechs Formen 
Yix Jeo (thu) linear zusammengesetzt. Auch von den Jacobi’schen 
und Hermite’schen Formen setzen wir je eine hin: 
D? = (123) fi2G22Gs22t A, B,C; + (124) qe 9229122 
+ (134) 912932 G12 + A, B,C, + (234) gee Gs2Gs2 
uw’, = (w12) (w13) (w23) 2+ A, B,C, 
(85) + (w12) (w14) (w24) 2+ A, B,C, 
+ (w13) (w14) (w34) 2+ A, B,C, 
+ (w23) (w24) (w34) 2 + A,B,C, 
Ebenso wird die Combinante 
(abeduv) = (uv? — 2 v2?) = 2+ A, B,C, D,- 
- {(w12) (w34) (v 13) (v24) — (w13) (w24) (0 12) (v 34) 
woraus man sogleich erkennt, dass die Jacobi’schen Formen sechs 


Punkte, die Hermite’schen drei Tangenten und die Schaar (abeduv) 
die Geraden g als Tangenten gemein hat. 


A, B,C, 


(84) +A, B,C,, 


(86 


§ 10. 
Darstellung gewisser Theile des Vierseits durch die iibrigen. 


36. Ohne die Frage principiell durchzufiihren, sollen jetzt noch in 
Kiirze mit theilweiser Z uhiilfenahme der kanonischen Form gewisse Theile 


*) Vgl. die Arbeit ,,iiber diejenigen rationalen Substitutionen, welche eine 
rationale Umkehrung zulassen,“ Borchardt’s Journal, Bd. 73, S. 110. 











des Vi; 
(als be 

I. 
die Ge 


aus. 


die Gl 


1] 
auf ih 
der vi 


die Gi 


die G 


I 
der di 
halter 
vorge 
gehen 
= 


deren 


ident 
ecker 
' 


J2x°* 
ist. 


drei 
ren 
(87) 
‘Jede 
Piz 
sen 

















Ueber Systeme von Kegelschnitten. 311 


des Vierseits (g) und von ihm abhingige Elemente durch die iibrigen 
(als bekannt vorausgesetzten) dargestellt werden. 


I. Ist eine Ecke des Vierseits, etwa (9,, g.), gegeben, so driickt sich 
die Gegenecke vermittelst einer der sechs Zwischenformen Pity leicht 
aus. Es bedeutet niimlich offenbar 

(9; 12)? uy, = 0 
die Gleichung der Gegenecke (g,, g,). 

II. Ist eine der Geraden g, etwa g,, gegeben, so kann man die 
auf ihr liegenden drei Eckpunkte, (9, 9,), (9,93), (9,9), durch irgend eine 
der vier Jacobi’schen Formen darstellen. Da niimlich z. B. D’ = 0 
die Gerade g, in diesen drei Eckpunkten trifft, so stellt 

(D1u)* = 0 
die Gleichung derselben dar. In der That liefert die Gleichung (84) 
(D1 w)*® = (234) (w21) (w31) (u4l) Y + A, B,C,. 

III. Um aus einer der sechs Ecken, z. B. (g,, 9), die Gleichung 
der durch sie gehenden zwei Seiten des Vierseits gi.-g2x == zu er- 
halten, hat man, wie aus der Bedeutung der Form «202 — v2 v2 her- 
vorgeht, nur die Gleichung der beiden von (g,, g,) an die Schaar (@f) 
gehenden Tangenten zu bilden, was durch die Substitution v; = (#y);, 
yx = (12), geschieht. Als Resultat ergiebt sich die Gleichung 


” 
Jix Jex \~ 


fig Jzp 


19 
2 | Pix J2x\~ @ 
U —— 


p 
: Jia J2a 








deren linke Seite vermége (86) mit 

(123) (124) 2 + A, B,C, D, + (w12) (w34) gia gee 
identisch. Dieselbe Gleichung repriisentirt also in w die beiden Gegen- . 
ecken (1, 2) und (3, 4). 

IV. Etwas schwieriger ist die Darstellung dreier der Geraden 
Jox* Gsx + G42 =, unter der Annahme, dass die vierte 9:, gegeben 
ist. Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit 

Day Dor *** Bos Wr Gar °° Ge3 M1 Yar °° % 
drei Systeme von sechs willkiirlichen Constanten und bilden die linea- 
ren Verbindungen aus den sechs Zwischenformen g?w,,: 


(87) ZPiPZUw,.=9, ZGEPZ Uy,=9, ZrigZ uy,=O. 


Jede dieser Gleichungen kann in Analogie mit den einzelnen Formen 

y2u,, als die Gleichung eines Kegelschnittes angesehen werden, des- 
Mi 

sen Punkte denen der Geraden w in Bezug auf ein gewisses Biischel 
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der viergliedrigen Gruppe (abcd) conjugirt sind. Die Bestimmung der 
Biischel hiangt natiirlich von den Constanten p, g, r ab. So lange 
nun « eine willkiirliche Gerade bezeichnet, haben die drei Kegel- 
schnitte (17) keinen Punkt gemein (wofern die p, q, r willkiirlich 
bleiben). Verstehen wir jedoch unter u, eine der vier Geraden g, 
z. B. uv, = giz, dann enthilt sie drei Punkte (die drei auf ihr liegen- 
den Eckpunkte), welchen drei andere Punkte (die drei Gegenecken) 
in Bezug auf die ganze Gruppe (abcd), foiglich auch in Bezug auf 
jedes in ihr vorkommende Biischel beziiglich conjugirt sind, d. h. jeder 


der drei Kegelschnitte, welche aus (87) durch die Specialisirung u = g, . 


hervorgehen, 
K, = =P,P2I1y,=9 K2=24,929,y =9 Ky= 27,92 y =9 


enthialt die drei Ecken (g,, 93), (92, 9;), (93) 9s); sie bilden somit ein 
Netz mit drei festen Punkten. Bezeichnet man daher die Jacobi’- 
sche und Hermite’sche Form durch Vorsetzen der Buchstaben J, H, 
so stellen 


J (K,, K,, K;) =0, H (K,, K,, K;) =0 


die Gleichungen resp. der drei Geraden g,, g,, g, und der drei Ecken 


(93> 9s) (Gas Gr)» (Go» Ys), Vermittelst der Coordinaten von g, allein 
(welche ut den K vorkommen) dar. 


Die kanonische Form verificirt dieses Resultat. 


Breslau, im October 1872. 
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Bemerkungen tiber den Du Bois-Reymond’schen 
Mittelwerthsatz. » 


Von G. F. Meyer in Mincuen. 


§. 1. 
Historisches. 

In seiner Abhandlung iiber die Fourier’schen Doppelintegrale*) 
hat Du Bois-Reymond einen interessanten und nicht unwichtigen 
Mittelwerthsatz aufgestellt, der sich folgendermassen aussprechen liasst: 

Bezeichnen f(x) und g (x) innerhalb der endlichen Grenzen a und 
b niemals unendlich werdende Functionen von x, von denen die eine, 
{ (x), entweder nicht wachst, oder nie abnimmt, und ist end- 
lich ® eine Mittelgrisse zwischen dem Maximum und Minimum von 


{9 (x) dx innerhalb des Intervalles u = a bis u = b; so gilt die Formel: 
b b 
(1) Jt @)e(a)da = f(a) f p(u)du + [f(b) — fa)]9; 


b 
diese Formel kann, falls { p(x)dx eine stetige Function von w darstelit, 


auch so geschrieben werden: 
Q) Shep @)de =a) foedx + 1 — Ka] fo(waex 


= f(a) fo(a)dx + fb) fe(a)dz, 
a “ 


wo w einen unbekannten- Mittelwerth zwischen a und b vorstellt. 


Von diesem Satze hat Du Bois-Reymond zwei Beweise mitge- 
theilt, deren erster auf einer wiederholten Anwendung der identischen 
Gleichung 


*) Du Bois-Reymond. Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Classe 
von Doppelintegralen, zu welcher das Fourier’sche Doppelintegral gehért. Bor- 
chardt’s Journal Bd. 69, S. 65 ff. 
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St(@)(a)dx = f(a) fp(adx + S[fl@) — fla] o(a)da 


beruht, und deren zweiter unter Voraussetzung einer innerhalb des 
Intervalles a---b stetigen Function f (x) auf die Methode der theil- 
weisen Integration sich stiitzt. 

Kin anderer Beweis fiir jenen Satz ist spiiter von Hankel*) ge- 
geben worden. Die Erérterungen Hankel’s, auf welche hier in 
Kiirze eingeggngen werden mag, haben zu ihrer Basis den bekannten 
Satz: 

Wenn 8£,, B., +++ Bx Griéssen von einerlei Zeichen sind, so ist 
immer 


(3) a, By + a, B, + +++ + nb, = (B, + B, +--+ Br) M(a), 


wo M(«) einen Mittelwerth zwischen den Coefficienten a,, Oy, +++ On 
vorstellt. 


Bilden die Gréssen 


(4) . fos fiscscthh 

entweder eine immer steigende oder immer fallende Reihe, und setzt man 
fh agi ho» 
f=fh+ Bb, 

©) h=f +B, + B:» 


fn = fy + By + Bz ete + Br; 


so werden die 6 im erstern Fall durchweg positiv, im letztern durch- 
weg negativ sein. Multiplicirt man nun die Formeln (5) der Reihe 
nach mit beliebigen Factoren g,, g,,--- Qa, und addirt, so erhiilt 
man: 


(6) fPo Fh - ++ + feGn = Mf, + OB, + OB, +++ OrBn, 
wo unter ,, ®,, ®,, --- , folgende Summen zu verstehen sind: 


D = % +9, +9 +°°+ 9%, 


o,— Pit +--+; 
(7, o, = oo t+ +o 
®, = + Qn. 


Die Formel (6) kann auf Grund des Satzes (3) auch so geschrie- 
ben werden: 


*) Schlémilch’s Zeitschrift f. Math. u, Ph. Jahrgang 1869. S. 436. 


~ 








(8) 


also 1 


(9) 

\ 
mont 
ren g 

| 
werde 
von g 


halb 
‘nigst 


9 (x) 
Zur | 


(10) 


Ch, & 


Alsd 
Vorz 


Wo . 
We 
den 

mel! 


(11) 
Hie: 
(12 


ode’ 








n 


e 








Der Du Bois-Reymond'sche Mittelwerthsatz. 315 


(8) Polo + Dif +++ + Pnfn = Polo + (8B, + Bo ++ - + Bn) M(), 


also mit Riicksicht auf die letzte der Relationen (5.) auch so: 


(9) Polo + Ohi + +> + Gaba = hy + (fr — hy) M(P). 


Von dieser Formel (9) aus gelangt Hankel zur Du Bois-Rey- 
mond’schen Formel (2), indem er den beliebig zu wiihlenden Facto- 
ren m unendlich kleine Werthe zuertheilt. 

Im Folgenden soll nun eine Ableitung der Formel (2) mitgetheilt 
werden, welche der soeben angedeuteten einigermassen iihnlich, jedoch 
von groésserer Strenge sein diirfte. 


§ 2. 


Ableitung des Du Bois-Reymond’schen Satzes. 


Um die Vorstellung zu fixiren, sei angenommen, dass f(#) inner- 
halb des gegebenen Intervalles a --- b fortwihrend wiichst (oder we- 


‘nigstens niemals abnimmt); andererseits sei in Betreff der Function 


(x) nur vorausgesetzt, dass sie innerhalb a-- - b iiberall endlich ist. 
Zur Abkiirzung werde gesetzt:- 


(10) f(x) —f@=—F@=F, 9 (x) = 9. 


Auf dem Intervall a --- b mégen nun zunichst alle diejenigen Punkte 
C)) €g) *** €x1 markirt werden, in denen @ einen Zeichenwechsel erleidet: 


! 7 yen ' = 
a Cy Cy Cn—-1 b 





Alsdann hat g z. B. innerhalb des Intervalles a - - - ¢, tiberall einerlei 
Vorzeichen; somit folgt: 


[Fodx=R, fodz, 


wo R, einen gewissen Mittelwerth der diesem Intervall entsprechenden 
Werthe von F repriisentirt. Analoge Formeln gelten fiir die folgen- 
den Intervalle c,¢,, ¢,¢,, u. s. W.; und durch Addition all’ dieser For- 
meln erhialt man: 


b Cc Cy b 
(ll) {Fodx=R, fpdxe+ RP, fpdu---+R, [pdz. 


“n—1 
Hiefiir kann geschrieben werden: 


(12) fF pdx— R, (0, —%,] + R, (0, — 9] +» + By [0,1 — 94], 


oder anders geordnet: 
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U) 
(13) [Foda = BR, + [R, — Ro, + [R, thc, ivi, team 
soot [R, — Ryu] 1+ [F() — B,],, 
wo*) die ® folgende Bedeutung haben: 


, = fede, 
®, = fodz, 
(14) , = J eds, 


®,_1 = fpdz, 


“n—1 
©, = | pdx = Null. 


Da f und F innerhalb des Intervalles a - - - b fortwiihrend wachsen, 


so bilden auch die Mittelwerthe R,, R,, R,, --- R,»—1, R, eine durch-’ 


weg steigende Reihe; so dass also die in (13) enthaltenen Factoren 
R,, [R, 5 R,), -++ (Ra — R,-1], [F'(b) — R,] 


simmtlich positiv sind. Bringt man daher den Satz (3.) in Anwen- 
dung, indem man die vorstehenden Factoren an Stelle der B nimmt, 
und beachtet man, dass die Summe dieser gegenwiirtigen 6 gleich 


F'(b) ist, so folgt aus (13): 
(15) {Fodx = F(b) - MO). 


M() bezeichnet hier einen Mittelwerth der Ausdriicke (14), und kann 
daher in folgender Weise dargestellt werden: 


(16) M(o) = fodz, 
“ 


falls man nimlich unter u einen Mittelwerth zwischen a und b versteht. 
Aus (15), (16) folgt: 


(17) {Fodx = F(b) - f ode, 
a “ 
oder, falls man fiir p, F, F(b) ihre Bedeutungen (10) substituirt: 
b b 
(18) J(f(2) — f(a) p(@) da = [f(b) — f(a) f p(x)dx; 
dies aber ist der zu beweisende Satz (2). 


*) Die Formel (13) ist in der That identisch mit der Formel (12); denn nach 
(14) ist O, = Null. 
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Wenn eine Function /(x) gegeben sein sollte, welche innerhalb 
a-+-+b fortwihrend abnimmt, so wird die vorstehende Formel (18) 
gelten fiir — f(x), also auch fiir f(x) selber. 


§ 3. 
Eine Anwendung des bewiesenen Satzes. 


Im Vorstehenden haben wir zwar die Gréssen a und Bb als end- 
lich vorausgesetzt, indessen behiilt die Formel (2) auch dann noch 
Geltung, wenn eine oder beide der Grenzen ins Unendliche wachsen, 
sofern alsdann nur jedes der Integrale 


Sf) g(x)dx und fo (x) dx 


nicht ohne Bedeutung ist und die Factoren f(a) und f(b) — f(a) eben- 
falls zu den endlichen Gréssen gehéren. Auch darf unter ganz ana- 
logen Bedingungen die Function g(a) fiir gewisse Werthe von z 
durch das Unendliche schreiten. 

Gestiitzt auf Bemerkungen dieser Art liisst sich, wie mich diinkt, 
augenblicklich die Wahrheit des folgenden fiir die Theorie der be- 
stimmten Integrale nicht unwichtigen Theoremes beweisen*). 

Bezeichnet i eine positive Constante, besitzt ferner fiir k = 0 das 


Integral fe-*@(a)dz, das fiir irgend ein von Null verschiedenes k 


die Grésse w darstellt, einen wirklichen Werth So(a)da = m; so 
0 


nihert sich, mit ins Unendliche abnehmendem k die Grésse w der 
Grenze m. 

In der That, man hat, wenn p eine beliebige zwischen 0 und oo 
liegende Grésse ausdriickt, zuniichst fiir k > 0 die Beziehung 


$ P wa 
w= fe-—*=@(x)da = fe—** (x) dx + fe—**p(a)da. 
0 v0 p 


Hieraus aber folgt, weil e—** innerhalb des Intervalles (0, co) von 1 
bis Null abnimmt, nach dem oben bewiesenen Satze 


fe-**o(a)dx = fo(a)de + (e—*» — 1) fpla)dn 
0 0 le 


+e t fp(a)dx — o—*” [p(a)de. 
Pp ad 


Da nun p ganz nach Willkiir gewiihlt werden kann, so lisst sich 
offenbar die Annahme machen, dass mit abnehmendem & die Grosse 


*) Man see meine Vorlesungen iiber die Theorie der bestimmten Integrale 
zwischen reellen Grenzen (Leipzig b. Teubner, 1871), daselbst § 67. 
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p ohne Aufhéren zwar wiichst, das Product kp aber der Null sich 
nihert, was z. B. im einfachsten Falle fiir p = 7 Statt findet. Ge- 
schieht demnach die Wahl des p in der angedeuteten Weise, so muss 


nothwendig mit ins Unendliche abnehmendem k der zwischen p und oo 
befindliche Werth uw’ unendlich gross werden, also nicht nur das In- 


tegral fo(x)dz, sondern auch So(a)dx verschwinden. Das Integral 
P a 


Pp p 
J p(«)dx hingegen nihert sich alsdann dem Werthe m, und [g(x)dz 
0 “ 


bleibt, wenn auch w nicht iiber jede Grenze hinaus wiichst, doch we- 
nigstens endlich und liefert folglich in Verbindung mit dem Factor 
(e—*” — 1) fiir k = O ebenfalls den. Werth Null. Alles dies aber heisst 
in anderer Ausdruckweise, wenn das Zeichen lim auf die unendliche 
Abnahme des positiven & sich bezieht, 


lim fe-**@ (x) dx = lim w = m. 
0 


Miinchen, im November 1872. 
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Bemerkung wber gleichmissige Stetigkeit. 


Von J. Liirorn in Carutsrune. 


‘ 


In neuester Zeit hat Herr Heine besonders die Nothwendigkeit 
hervorgehoben, den Begriff der gleichmiissigen Stetigkeit in die Ana- 
lysis einzufiihren oder zu untersuchen, wann eine Function gleich- 
miissig stetig ist. 

Neben den schon bekannten Untersuchungen hieriiber*) ist viel- 
leicht der folgende Beweis, dass jede stetige Function reeller Variabeln 
gleichmissig stetig ist, nicht ohne Interesse. Er ist fiir Functionen 
von zwei Variabeln gefiihrt, liisst sich aber auch auf solche von be- 
liebig vielen Veriinderlichen anwenden. 

Hine Function f(x, y) der beiden Variabeln a, y, welche durch einen 
Punkt einer Ebene repriisentirt werden sollen, heisst in einem Punkte 
stetig, wenn man um ihn als Centrum einen Kreis legen kann, in 
dessen Innerem die Schwankung der Functionswerthe [{d. h. der Unter- 
schied zwischen dem kleinsten Werthe, den sie nicht iiber-, und dem 
gréssten, den sie nicht unterschreiten] < « ist, wo ¢ > 0 eine beliebig 
kleine vorgegebene Grosse. LExistirt itiberhaupt ein solcher Kreis, so- 
wird es eine Grésse @ geben, die ein Kreisradius nicht iiberschreiten 
darf, wenn die obige Bedingung erfiillt sein soll. Diese Grésse @ wird 
ausser von ¢ noch abhingen von x und y und soll als Function dieser 
durch @ (a, y) bezeichnet werden. 

Diese Definition der Stetigkeit stimmt offeubar iiberein mit der 
gewohnlichen, nach welcher eine Function im Punkte 2, y stetig heisst, 
wenn zu jeder gegebenen Zahl § > 0 ein Kreis mit dem Centrum in 
jenem Punkte existirt, so dass fiir jeden Punkt &, 9 in seinem Inneren 
der Zahlenwerth von /(&, 4) — f(z, y) <€ ist. Auch fiir Punkte in 
der Niihe oder auf der Grenze des Bereiches, fiir welches die Function 
definirt ist, lasst sich die Definition anwenden, wenn man nur die- 
jenigen Theile eines Kreises betrachtet, welche in das Bereich fallen. 


*) Thomae, Abriss einer Theorie der complexen Functionen. 8, 13. Anmerk, 
Heine, Crelle Bd. 74, Seite 188. 
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Es sei nun die Function f(z,y) in jedem Punkte des Innern und 
der Grenze stetig, also in allen Punkten die Function g von Null 
verschieden. In dem um den Punkt x,y mit dem Radius @ (2, y) be- 
schriebenen Kreise nehmen wir einen Punkt 2’,y’ an, dessen Entfer- 
nung von 2,y¥ gleich d sei. Dann ist e(a’,y) >o(x,y)—d. Denn 
wire dies nicht der Fall, so wiirde der Kreis uh 2’, y’ mit dem Radius 
o (x,y) ganz in den Kreis um den Punkt 2, y fallen und sein Radius 
kénnte vergréssert werden, ohne dass die Schwankung > « wiirde. 
Andererseits kann aber g(a’, y’) auch nicht > @ (x,y) + d sein, weil 
sonst der Radius g(a, y) noch vergréssert werden kénnte. Die Function 
o(«,y) ist also eine in allen Punkten des Innern und der Grenze des 
Bereiches stetige, denn damit 9 (x’,y’) — o (x,y) seinem Zahlenwerthe 
nach < € sei, braucht nur die Entfernung der beiden Punkte (2, y’) 
und (a, y) kleiner als die kleinere der beiden Zahlen @ (x, y) und € zu 
sein. Wire nun die untere Grenze R der Werthe der Function 9 (z, y) 
gleich Null, so miisste nach einem Satze von Herrn Weierstrass*) 
im Innern oder auf der Grenze des Bereiches der Function mindestens 
ein Punkt existiren, fiir welche die Function o(%,y) gleich Null wire. 
Dann wiire aber die Function f(z, y) in diesem Punkte unstetig, gegen 
die Voraussetzung: Ein Kreis, dessen Radius < R, hat also, wo er 
auch liegen mag, die Eigenschaft, dass die Schwankung in seinem 
Innern < ¢ ist, d. h. jede in obigem Sinne stetige Function ist gleich- 
miissig stetig. 


Carlsruhe, April 1872. 


*) Siehe Crelle’s Journal, Bd. 72, Seite 141, Note. 
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Ueber die mechanische Erzeugung von Curven. 


Von Victor Scuteeen zu Waren in Mecklenburg. 


Auf S. 422 in Bd. V. dieser Annalen hat Clebsch die von 
Hrn. Schréter angegebene Erzeugungsweise der Curven dritter Ord- 
nung der Grassmann’schen gegeniibergestellt. Es lisst sich nun 
leicht zeigen, dass beide Erzeugungsarten nur Anwendungen eines und 
desselben allgemeinen Principes sind. Die fiir die Grassmann’sche 
Erzeugungsart massgebende, speciellere Form dieses Principes ist in 
der ,, Ausdehnungslehre“, (1844) 8. 226 mit den Worten gegeben: 
Wenn die Lage eines Punktes (p) in der Ebene dadurch beschrankt 
wird, dass 3 Punkte, welche durch Constructionen vermittelst des Li- 
neals aus jenem Punkte (p) und aus einer gegebenen Reihe fester ge- 
rader Linien oder Punkte hervorgehen, in Kiner geraden Linie liegen 
(oder drei solche Geraden durch Einen Punkt gehen), so ist der Ort 
jenes Punktes (p) eine algebraische Curve, deren Ordnung man durch 
blosses Nachzihlen findet. Nimlich man hat nur nachzuzihlen, wie 
oft bei den angenommenen Constructionen auf den beweglichen Punkt 
p zuriickgegangen wird, ohne dass man auf einen andern beweglichen 
Punkt zuriickgeht; die so erhaltene Zahl (m) ist dann die Ordnungs- 
zahl der Curve.“ 

Dieses Princip ist um so bequemer, als es in dem sog. plani- 
metrischen Producte die einfachste Formulirung erhilt. So wird z. B. 
der Satz, dass der Durchschnitt zweier projectivischen Strahlenbiischel 
ein Kegelschnitt ist, durch die Formel (XAbCd EX) = 0 ausgedriickt, 
in welcher A, C, E feste Punkte und 6, d feste Geraden bedeuten, 
und welche einer sofortigen Umwandlung in eine auf ein beliebiges 
Coordinatensystem beziigliche Gleichung fihig ist. — Es ist aber klar, 
dass man der Construction einer Curve nicht nur feste gerade Linien 
und Punkte, sondern auch feste Curven zu Grunde legen kann. Je 
nachdem man sich auf jene beschrinkt oder auch diese anwendet, wird 
man fiir dieselbe Curve verschiedene mechanische Erzeugungsarten er- 
halten, welche sich alle durch planimetrische Producte werden darstel- 

Mathematische Annalen, VI. 91 
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len lassen. Voraussichtlich aber wird die Erzeugung einer Curve um 
so einfacher ausfallen, je mehr der Grad einer der festen Hiilfscurven 
sich demjenigen der zu erzeugenden nihert, weil jede Curve n' Gra- 
des hinsichtlich der Schnittpunkte mit einer variablen Geraden eben- 
soviel leistet wie ~ Geraden. — Unter diesem Gesichtspunkte ist nun 
auch die von Hrn. Schréter (Annalen Bd. V. S. 65) angegebene Con- 
struction der Curven dritter Ordnung im Wesentlichen eine mechani- 
sche. Sie unterscheidet sich von der Grassmann’schen hauptsichlich 
durch Einfiihrung eines festen Kegelschnittes, lisst sich aber in ganz 
analoger Weise formuliren wie jene. 


Man kann zu dieser Formulirung auf doppelte Weise gelangen: 
entweder, indem man die Curve als Bahn eines bewegten Punktes, oder, 
indem man sie als den Durchschnitt -gewisser Strahlenbiischel betrach- 
tet. (Vgl. die Grassmann’schen Arbeiten in Crelle’s Journal Bd. 36 
und Bd. 42, 8. 193.) Ich will nachstehend diese beiden Wege verfolgen, 
sodann das erhaltene planimetrische Product niher untersuchen und 
die gewonnenen Resultate zu einer Verallgemeinerung des im Eingange 
angefiihrten Principes benutzen. Ich werde dabei die von Hrn. Sghro- 
ter a. a. O. gebrauchten Buchstaben beibehalten. 


1. 
Die Gerade, welche von dem beweglichen Punkte X, nach dem 
festen Punkte O gezogen ist, wird dargestellt durch das Product 


(X, 0). 


Die beiden Durchschnittspunkte dieser Geraden mit dem Kegel- 
schnitte K, niimlich « und O, sind dargestellt durch das Product 


(X,OR). 


Da aber der Durchschnittspunkt O fiir alle Punkte X in der Ebene 
der nimliche ist, so kann man festsetzen, dass mit (XOK) nur a be- 
zeichnet sei. Die Gerade, welche durch a und p gezogen ist, ist ferner 
ausgedriickt durch 

(X, O Kp). 


In gleicher Weise erhiilt man als Ausdruck fiir die durch 6 und 0 
gezogene Gerade das Product , 

(X, PKo). 
Und der Durchschnittspunkt der durch O,0 und P,p gezogenen Ge- 
raden ist dargestellt durch 


[(O0) (Pp)}. 
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Bezeichnet man noch einen beliebigen Punkt der Ebene mit A, so ist 


ven die Gerade G ausgedriickt durch das Product: 

re [(Oo) (Pp) 4]. 3 

nun Da nun die drei Geraden (ap), (bo), G stets durch denselben Punkt 

‘on- gehen sollen, so ist nach den Gesetzen der Ausdehnungslehre 

ani- (X,O Kp) (X, PKo) [(00) (Pp) A] = 0. 

lich Da die Gerade (ap) den Kegelschnitt noch in einem zweiten Punkte a 

a. schneidet, desgleichen (bo) in einem zweiten Punkte 6, so kann man 
auf der Geraden (X,P) einen zweiten Punkt X, so bestimmen, dass 

ren: seine Verbindungslinien mit O und P nunmehr durch a und b gehen, 

der, ebenso auf (X,0) einen Punkt X,, dessen Verbindungslinien mit O 

aah und P durch « und 6 gehen; endlich wird der Durchschnitt der Li- 

36 nien (OX,) und (PX,) einen Punkt (X,) liefern, dessen Verbindungs- 

gen, linien mit O und P durch a und £# gehen. Da die drei in einem 

und Punkte sich schneidenden Geraden von diesen Aenderungen nicht be- 

nge riihrt worden sind, so werden, wenn X, ein Punkt der durch das pla- 

Td- nimetrische Product dargestellten Curve ist, auch X,, X,, X, solche 
sein, Und wenn X das gemeinsame Symbol der vier Punkte ist, 
hat man 
(1) [XO Kp] - [XP Ko] - [(00) (Pp) A] =0. 

wail Sei zweitens X ein vorliufig beliebiger und O ein fester Punkt 
der Ebene, dann stellt das Product (XO) jeden durch O gezogenen 
Strahl dar, d. h. den ganzen durch O gelegten Strahlenbiischel. Fer- 
ner ist durch (XOX) der Durchschnitt dieses Strahlenbiischels mit 
dem Kegelschnitt K gegeben, d. h. der Inbegriff simmtlicher Punkte 

gel: ’ des Kegelschnitts. Ferner durch (XOKp) der durch p gelegte Strah- 
lenbiischel, welcher simmtliche Punkte von K trifft; durch (XO Kp@) 
der Durchschnitt dieses Biischels mit der Geraden G; durch (X O Kp Go) 
ein durch 0 gelegter Biischel (welcher simmtliche Punkte von G trifft); 

bene durch (XO Kp@GoK) die Durchschnittspunkte desselben mit dem Ke- 

 be- gelschnitt. Und da diese Durchschnittspunkte mit P und X in gera- 

7 der Linie liegen sollen, so ist nach den Gesetzen der Ausdehnungs- 

+ lehre 

(2) [|XOKpGoK PX] =0. 

nd 0 Diese Gleichung ist nur eine andere Form von (1). Jede dieser bei- 
den planimetrischen Gleichungen lisst sich nach Aufstellung irgend 
eines Coordinatensystems in eine Zahlengleichung verwandeln, wie es 

Grassmann in der Ausdehnungslehre IT. 8. 189 gezeigt hat. Da je- 

Ge doch das hier zu befolgende Verfahren von dem dortigen in einer Be- 
ziehung abweicht, so mag es gestattet sein, dasselbe fiir die Gleichung 
(1) in Kiirze mitzutheilen. 

21* 
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Wenn e, der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems ist, und e, und e, zwei der Lingeneinheit gleiche, auf den 


.positiven Axen von e, aus abgetragene Strecken, so stellt man zu- 


niichst die fiiuf Punkte X, O, P, 0, p dar durch Gleichungen von 


der Form 
X =e, + Le, + X36, 


worin z. B. x, und 2, die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 2, 
gemessen durch die Lingeneinheit, bedeuten. In derselben Weise 
driickt man auch die Punkte @ (@,, a) und b (b,, b,) aus. Darauf 
bestimmt man das Product (XO), setzt 


(XOa)=0, 


und bestimmt aus dieser Gleichung undeaus der Gleichung der festen 
Curve 

F,=0, 
in welche man «@, und @, eingesetzt hat, diese letzteren Gréssen. In 
analoger Weise bestimmt man auch die Coordinaten von b. Nun 
handelt es sich nur noch um die Ausrechnung des Productes 


(3) (ap) (bo) [ (Oo) (Pp) A] = 9, 
die keine Schwierigkeiten mehr bietet. 


Wenn das gegebene planimetrische Product nur feste Geraden 
und Punkte enthielte, so wiirde die resultirende Gleichung vom zwei- 
ten Grade sein, da das Product den Factor X nur zweimal enthilt. 
Aus der Art und Weise aber, wie die Gréssen a, und «, bestimmt 
wurden, ist ersichtlich, dass der Factor « im Bezug auf 2, und 2, vom 
zweiten Grade ist. Es ist nimlich die Gleichung (X Oa) = 0 in Be- 
zug auf 2,, 2, @,, @, vom ersten, und F’, 0 in Bezug auf a, und 
a, vom zweiten Grade. Die Werthe von a, und a@, enthalten daher 
zweite Potenzen von 2, und a,. Man kann also sagen, dass in dem 
Producte (XOKp) der Grad von X durch Einfiihrung des Kegel- 
schnittes K verdoppelt wird. Dasselbe gilt fiir das Product (X PKo); 
mithin ist die resultirende Gleichung vom vierten Grade. — Hieraus 
folgt aber, dass auch der Ort der Punkte X ein Gebilde vierten (ira- 
des ist. Es ist nun leicht zu sehen, dass dieses Gebilde in eine Ge- 
rade und eine Curve dritter Ordnung zerfillt. Das Product (3) wird 
niimlich identisch gleich Null, wenn man e« = P und b = O setat, 
d. h. wenn (XOP) =0 ist. Diese Gleichung sagt aber nichts weiter, 
als dass X mit O und P auf einer Geraden liegt; also ist auch die 
Gerade O P ein Ort von X. Die gefundene Gleichung vierten Grades 


lisst sich also stets in zwei Factoren vom ersten resp. dritten Grade — 


zerlegen, deren erster die Gerade OP, deren zweiter eine Curve drit- 
ter Ordnung repriisentirt. Diese Zerlegung vollzieht sich am _ ein- 
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fachsten, wenn man das Coordinatensystem so wihlt, dass OP mit 
einer Axe (z. B. 2) zusammenfallt. Dann enthalten nimlich alle 
Glieder der Gleichung den gemeinsamen Factor z,. 


2. 


Bei Vergleichung der Grassmann’schen und der Schréter’- 
schen Erzeugungsart der Curven dritter Ordnung fallt noch der Un- 
terschied auf, dass bei jener die gegebenen sechs Elemente von einan- 
der unabhingig sind, bei dieser dagegen gewisse Bedingungen erfiillen 
miissen. Durch successive Aufhebung dieser Bedingungen werden wir 
nun allgemeinere Resultate erhalten. 

irstens sollte die Gerade G durch den Punkt [(O0) (Pp)] gehen. 
Ks ist schon beim Anblick des Productes (1) klar, dass der Grad der 
resultirenden Zahlengleichung durch Aufhebung dieser Bedingung keine 
Aenderung erleidet. Wohl aber zeigt die Form (3), dass die Gerade 
(OP) der Gleichung nunmehr nicht geniigt. Dass das durch die 
Gleichung (1) dargestellte Gebilde in eine Curve dritten Grades und 
eine Gerade zerfiel, war also eine Folge jener speciellen Annahme. 
Wir erhalten daher sogleich folgenden Satz iiber die mechanische Er- 
zeugung einer speciellen Art von Curven vierter Ordnung: 

Wenn in der Ebene ein Kegelschnitt K, auf demselben zwei Punkte 
O und P, ausserdem zwei beliebige Punkte 0, p und eine beliebige Ge- 
rade & gegeben sind, so beschreibt ein Punkt X, welcher der Gleichung 


[XOKpGoKPX]|=0 
geniigt, cine, Curve vierter Ordnung. 


Wir wollen nun zweitens die Bedingung aufheben, dass die Punkte 
O und P auf der Curve K liegen. Es war oben bei der Bestimmung 
von «, und @, aus,den Gleichungen (XO«) = 0 und F, = 0 eine 
Folge dieser Bedingung, dass wir @, und «@, als rationale Functionen 
von x, und 2, erhielten. Denn da das eine Werthpaar (a@,, @,) mit 
den Coordinaten des Punktes O (0,, 0,) zusammenfiel, so fielen aus 
den gemischt quadratischen Gleichungen fiir a, und «, resp. die Fac- 
toren («, — 0,) und («, — 0,) heraus, und die iibrig bleibenden linea- 
ren Gleichungen gaben fiir @, und @, rationale eindeutige Werthe. 
Nach Aufhebung obiger Bedingung haben wir nunmehr beide Schnitt- 
punkte, welche die Gerade XO mit der Curve XK liefert, in Betracht 
zu ziehen. Wir bezeichnen dieselben durch @ und a’, ebenso diejeni- 
gen, welche X P liefert, mit b und b’. — Bisher hatte die Gleichung 
unserer Curve die Form 


(4) (ap) (bo) G =O. 


Jeder Punkt X bestimmte eindeutig einen Punkt «, einen Punkt J, 
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mithin auch einen Punkt Y = (ap) (bo), welcher auf einer Geraden 
fortriickte, wihrend X sich auf der Curve bewegte. Umgekehrt je- 
doch entsprachen einem Punkte Y vier Punkte X, welche gleichzeitig 
vier verschiedene Theile der Curve beschrieben. Das letztere ist auch 
jetzt der Fall. Dagegen erhiilt man, von einem beliebigen Punkte X 
der Curve ausgehend, vier verschiedene Puakte Y, niimlich (ep) (bo), 
(a’p) (bo), (ap) (b'0), (@’p) (b’0). Nur der erste davon bewegt sich 
auf der gegebenen Geraden (G,,). Es giebt aber drei andere, aus 
K, O, P, 0, p abgeleitete Curven, fiir welche resp. die Punkte («’p) (bo), 
(ap) W'o), (ap) (b'o) jeder auf einer Geraden sich bewegen. Diese Ge- 
raden werden wir mit G,,, G,,, G,, bezeichnen. Liegt ein Punkt X so, 
dass XO Tangente an den Kegelschnitt ist, so fallen die Punkte « und 
«’ zusammen, und dem Punkte X entsprechen als Y die beiden Doppel- 
punkte (Gp, Gj») und (Gy, G,,). Liegt X so, dass X P Tangente au den 
Kegelschnitt ist, so fallen die Punkte 6 und b’ zusammen, und dem 
Punkte X entsprechen als Y die beiden Doppelpunkte (G,.G,,) und 
(G,)G,,). Ist Y ein Doppelpunkt der ersten Art, so sind die zuge- 
hérigen X Schnittpunkte der Curven (00) und (10), resp. (01) und (11). 
Ist Y ein Doppelpunkt der zweiten Art, so sind die zugehérigen X 
Schnittpunkte der Curven (00) und (01), resp. (10) und (11). 

Die Gleichung unserer Curve lisst sich nun in folgenden vier For- 
men schreiben: 


(«'p) (b0) Gy = 9. 
(ap) (Wo) 6, = 0. 
(a'p) (b'0) G,, = 0. 


Und jede dieser vier Formen stellt eine besondere Curve dar. 


| (ap) (b0) Gy = 0, 
(5) 


Es ist klar, dass zwischen den Geraden © und den iibrigen ge- 
gebenen Stiicken (K, P, O, p, 0) der Zusammefihang besteht, dass, 
wenn eine der ersteren mit den iibrigen Stiicken zusammen gegeben 
ist, auch die anderen drei Geraden bestimmt sind. 

Wir lassen die naiheren Beziehungen zwischen den vier gefunde- 
nen Curven und die weitere Mannigfaltigkeit von Beziehungen, welche 
dadurch entsteht, dass auch die Geraden G,,, G,,, G,, noch in mehr- 
deutiger Weise bestimmbar sind, an dieser Stelle ausser Acht und 
kehren zu der nunmehr eindeutig bestimmten Curve («p) (bo) G =0 
zuriick, indem wir die Durchschnittspunkte @’ und b’ von der Betrach- 
tung ausschliessen. Die Gréssen «, und a, sind jetzt irrationale Functio- 
nen von z, und a, und enthalten eindeutige Quadratwurzeln. 

Die Gleichung wird jetzt iiberhaupt drei verschiedene Quadrat- 
wurzeln enthalten, naimlich eine, in «, und «@, enthaltene, in denjeni- 
gen Gliedern, in welchen weder b, noch 6, vorkommt, eine andere, 
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in b, und b, enthaltene, in denjenigen Gliedern, in welchen weder a, 
noch «, vorkommt; endlich das Product beider Wurzeln in den Glie- 
dern, welche das Product einer Grosse @ und einer Grosse ) enthalten. 
Zur Wegschaffung dieser Wurzeln werden zwei Quadrirungen erfor- 
derlich sein, wodurch der Grad der Gleichung vom vierten auf den 
sechzehnten steigt. — Durch geeignete specielle Annahmen fiir die 
gegebenen Stiicke kann man indessen den Grad dieser Gleichung in 
mannigfacher Weise erniedrigen, wie bereits die Beispiele lehren, von 
denen wir ausgingen. Ist die gegebene feste Curve nebst O und P in 
Bezug auf x, und 2, symmetrisch, so werden, da man nun «, und 2, 
vertauschen kann, die in den Gréssen @ und b enthaltenen Wurzel- 
groéssen identisch. Zu ihrer Wegschaflung geniigt eime Quadrirung, 
und die erhaltene Gleichung hat nur den achten Grad. 


3. 


Besondere Beachtung verdient noch der Fall, wo die feste Curve 
in zwei Geraden zerfallt, die sich in einem Punkte S schneiden, und 
auf denen resp. die Punkte o und p liegen. Wahlen wir die Durch- 
schnittspunkte « und b so, dass in der Gleichung (1) der Factor K 
das erstemal die Gerade (Sp), das zweitemal die Gerade (So) vorstellt. 
Wihrend nun in der Gleichung (1) der Factor |X OKp] einen durch 
p gelegten und alle Punkte von K treffenden Strahlenbiischel vor- 
stellte, reducirt sich dieser Strahlenbiischel im gegenwirtigen Falle auf 
die Gerade (Sp). Diese Gerade, als Punktreihe betrachtet, wird aber 
schon durch das Product [(X0O)(Sp)] dargestellt, indem der Durch- 
schnitt des Strahlenbiischels (XO) mit der Geraden (Sp) diese Gerade 
selbst ist. Ebenso geht der Factor [X PKo] in unserem Falle iiber 
in [(X P)(So)]. Wiahrend endlich Gleichung (1) aussagte, dass der 
Durechschnitt der beiden Strahlenbiischel [XOKp] und [X PKo] die 
Gerade [(O0) (Pp) A] sei, oder, anders ausgedriickt, dass die drei Ge- 
raden [XOKp], [XPKo], [(O0)(Pp) A] sich in einem Punkte 
schnitten; so sagt dieselbe Gleichung jetzt, dass die Punktreihen (oder 
auch die einzelnen Punkte) [(X0O)(Sp)] und [(XP)(So)] mit 
[(O0)(Pp)] auf derselben Geraden liegen. Demnach kann man auch 
den letzten Factor von (1), nimlich [(O0)(Pp)A] durch [ (O00) (Pp) | 
ersetzen, und erhalt die Gleichung: 


[ (XO) (Sp) ] - [(XP) (So) ] - [(00) (Pp) ] = 9, 
welche sich leicht auf die Form 
(XAbCdEX) =0 


bringen lasst und einen Kegelschnitt als Durchschnitt zweier projecti- 
vischen Strahlenbiischel darstellt. 






328 V. ScHvecet. 


Da die im Vorstehenden durchgefiihrten Specialisirungen des Pro- 
ductes (XO Kp@oK PX) auf die einfachsten linearen Constructionen 
der Curven zweiter, dritter und vierter Ordnung gefiihrt haben, so er- 
scheint die Vermuthung gerechtfertigt, dass durch andere specielle 
Annahmen auch fiir andere Curven, deren Grad den 16'" nicht iiber- 
steigt, aus obigem Producte die einfachsten linearen Constructionen 
hervorgehen mégen. 


4. 


Es bleibt noch iibrig, die Leistungsfihigkeit dieses Productes fiir 
den Fall zu untersuchen, dass K statt einer Curve vom zweiten eine 
Curve vom n'*" Grade vorstellt. Wir wollen zu diesem Zweck, der 
Bequemlichkeit wegen, wieder auf die Form 


(XOKp) (XP Ko)G =0 


zuriickgehen. Die Gerade (XO) wird jetzt die Curve K. in » Punkten 
treffen, desgleichen die Gerade (XP). Aus der Combination dieser 
Schnittpunkte werden n? Curven hervorgehen, zu deren jeder eiue be- 
sondere Gerade & gehéren wird. Ist 


@ = Cy Hy ly + Oye, 
der Ausdruck fiir irgend einen der Durchschnittspunkte (XO XK), so 
werden @, und «, zu bestimmen sein aus der Gleichung 


(XOa)=—0, 
in Verbindung mit der Gleichung von K, nimlich 
F, = 0, 


worin die Coordinaten eines Curvenpunktes durch «@, und a, zu ersetzen 
sind. Wenn nun 2, und 2, die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes auf irgend einer der durch das Product dargestellten Curven 
sind, so werden «, und a@, -deutige Functionen von x, und 2, sein, 
und 2, und 2, selbst werden in der n' Potenz darin vorkommen. 
Analoge Resultate wird man fiir den zweiten Factor (X PKo) erhal- 
ten. Das Vorkommen der n'" Potenzen von x, und x, wird den Grad 
der Gleichung der Curve auf 2 heben. Die weitere Steigerung wird 
von der Zahl der Potenzirungen abhingen, denen man die Gleichung 
unterwerfen muss, um alle Wurzelzeichen zu entfernen. 


Ist speciell » = 1, also K eine Gerade, so liefert das Product eine 
Gleichung zweiten Grades, die einen Kegelschnitt darstellt. Die auf 
dieses Product sich griindende Construction ist etwas weniger einfach 
als die in Nr, 3. erwahnte, was damit zusammenhingt, dass K dort 


ein System von zwei Geraden, hier aber nur eine einzige Gerade vor- 
stellt. 
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Ueber die mechanische Erzeugung von Curven. 


Hiermit ware denn die Bedeutung des Productes (2) fiir die lineare 
Construction der Curven charakterisirt und das im Eingang erwahnte 
Princip, welches nur fiir feste Punkte und Geraden galt, auf den Fall 
fester Curven erweitert, jedoch mit der Modification, dass zur Fest- 
stellung des Grades der Curvengleichung eine umstiindlichere Betrach- 
tung erforderlich ist. — Es muss tibrigens dahingestellt bleiben, ob 
durch eine so einfache Construction, wie das Product (2) sie aus- 
driickt, bei welcher durch jeden Punkt der Curve nur zwei variable 
Geraden (XO) und (XP) gehen, wirklich alle algebraischen Curven 
erzeugt werden kénnen, oder ob nicht verschiedene Formen von plani- 
metrischen Producten, die sich namentlich durch die Anzahl der in 
ihnen enthaltenen X unterscheiden wiirden, sich in diese Aufgabe 
theilen. : 

Schliesslich bemerke ich noch, dass, wie mir erst nach Vollendung 
dieses Aufsatzes bekannt geworden, Hr. Grassmann selbst schon 
friiher die hier durchgefiihrte Verallgemeinerung des von ihm auf- 
gestellten Principes in Erwigung gezogen hat. Vgl. Crelle’s Journ. 
Bd. 31, 8. 131. 


Waren, im November 1872. 
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Ueber die theoretische Behandlung der sogenannten 
constanten Magnete*). 


Von Cart Neumann in Letrpzic. 


Bei gegenseitiger Einwirkung zwischen magnetischen Korpern und 
galvanischen Strémen werden im Allgemeinen sdmmtliche Stréme sich 
aindern, nicht nur die galvanischen Stréme selber, sondern auch die 
in jenen K6érpern enthaltenen Molecularstréme. Doch existiren ge- 
wisse Kérper — die sogenannten constanten oder permanenten Stahl- 
magnete —, bei denen man von der Aenderung der Molecularstréme 


zu abstrahiren fiir zulassig erachtet. Denn man ist der Ansicht, dass ° 


die Molecularstréme eines solchen Stahlmagneten approximativ als con- 
stant**) zu betrachten seien, hinsichtlich ihrer Stiirke wie hinsichtlich 
ihrer Bahnen. 

Ich werde dieser Ansicht mich yorliufig anschliessen. Demgemiiss 
werde ich, um die gegenseitige (ponderomotorische und elektromoto- 
rische) Einwirkung zwischen galvanischen Strémen und sogenannten 
constanten Magneten durch bestimmte Formeln auszudriicken, einer- 
seits von den bekannten beiden Integralgesetzen, andrerseits von der 
Annahme constanter Molecularstréme ausgehen; die in solcher Weise 
sich ergebenden Formeln mégen kurzweg bezeichnet sein als die ge- 
wohnlichen Formeln oder als die Formeln der gewdhnlichen - Theorie. 
Sodann werde ich zeigen, dass diese Formeln zu Widerspriichen fiih- 
ren, und hieraus den Schluss ziehen, dass jene Annahme constanter 
Molecularstréme theoretisch unzulissig sei. 


*) Die mit der Jahrzahl 1871 versehenén Citate, welche im Laufe dieses Auf- 
satzes vorkommen, beziehen sich auf meine Schrift: Elektrodynamische Unter- 
suchungen mit besonderer Riicksicht auf das Princip der Energie. Berichte d. 
Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss., October 1871, S. 386—449. 

**) Ich unterscheide zwischen constant, gleichformig und wngleichfirmig. Ein 
elektrischer Strom soll nimlich ungleichférmig heissen, wenn seine Stiirke eine 
Function von Zeit und Bogenlinge ist; er soll gleichférmig genannt werden, wenn 
seine Stiirke nur eine Function der Zeit ist, und er soll endlich constant genannt 
werden, wenn seine Stiirke weder von der Zeit, noch auch von der Bogenlinge 
abhingt. 
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Ueber constante Magnete. 


§ 1. 
Die F. Neumann’schen Integralgesetze. 


Es kénnen diese Gesetze, welche in meinem bei Teubner erschiene- 
nem Werk: ,,Die elektrischen Kriifte“ ausfiihrlich erértert worden sind, 
ihrem Hauptinhalte nach folgendermassen charakterisirt werden: 

Das ponderomotorische Integralgesetz sagt aus, dass die 
von zwei gleichformigen Stromringen wihrend der Zeit dt auf eimander 
ausgetibte ponderomotorische Arbeit 
(1) =—Jdd,dQ 
ist, wo J, J, die beiden Stromintensititen bezeichnen, wihrend Q [das 
sogenannte Potential, bezogen auf die Stromeinheit| einen Ausdruck vor- 
stellt, der lediglich abhiingt von der augenblicklichen Lage und Gestalt 
der beiden Ringe. — Vgl. ,,Die elektrischen Krafte“, 8. 55. 

Das elektromotorische Integralgesetz bezieht sich ebenfalls 
auf zwei gleichformige Stromringe, und sagt aus, dass die Summe der von 
dem einen Ringe wihrend der Zeit dt im andern inducirten elektro- 
motorischen Kréifte 


(2) =+d(,Q) 
ist, wo J, die Stromintensitit des inducirenden Ringes bezeichnet, wah- 
rend @ dieselbe Bedeutung hat wie vorhin. — Vgl. ,,Die elektrischen 


Krafte‘, S. 107. 


8.2. 
- Darstellung der gewohnlichen Theorie. 


Wir betrachten zuniichst ein System (M, M,), bestehend aus zwei 
constanten Stahlmagneten M und M,, welche sich bewegen unter ihrer 
gegenseitigen EKinwirkung, sowie unter der Einwirkung beliebig gegebe- 
ner dusserer Kriafte; dabei sei vorausgesetzt, dass diese fiusseren Krifte 
durchweg ordinarer (nichtelektrischer) Natur sind. 

Bezeichnet man mit jj,@ das Potential eines Molecularstromes j 
des Magneten M auf einen Molecularstrom j, des Magneten M,, so 
wird das Potential der beiden Magneten auf einander den Werth haben: 


ZZ(GI); 
die Summation ausgedehnt iiber alle j und alle j,. Das Potential V 
des Systems (M, M,) auf sich selber wird daher dargestellt sein durch: 
(3) V=$C+40,4+ 225), 2), 
wo 4+ C und $C, zwei Constante sind, von denen die erstere das Po- 


tential von M auf sich selber, die letztere das Potential von M, auf 
sich selber vorstellt. 
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Die ponderomotorische Arbeit, welche die Stréme j und j, wah- 


rend der Zeit dt auf einander ausiiben, ist — — jj,dQ, zufolge (1); 
und es wird daher die von den beiden Magneten auf einander ausge- 
iibte Arbeit — — 22 (jj,dQ) sein. Andrerseits mag die wahrend 
der Zeit dt von den dussern (ordiniren) Kriften auf das System aus- 
geiibte Arbeit benannt sein mit dS. 

Bezeichnet nun 7’ die lebendige Kraft der ponderabler Massen des 
Systems, so ist bekanntlich der dem Zeitelement dt entsprechende Zu- 
wachs dT gleich der Summe siimmtlicher Arbeiten, welche wihrend 
jenes Zeitelementes auf das System ausgeiibt werden; somit erhiilt man: 


(4) dT = — BE(jj,dQ) + a8. 


Nun folgt aber aus (3), weil die j, j, constant und nur die Q verin- 
derlich sind, sofort: dV = 22 (jj,d@Q), so dass also die Formel (4) 
auch so geschrieben werden kann: 


(5) dT=—dV+dS, 


in Worten ausgedriickt: Die wéihrend eines Zeitelementes erzeugte Quan- ” 


titdit von lebendiger Kraft ist gleich dem negativen Zuwachs des Poten- 
tiales V, dazu gelegt die von den dussern Kréften ausgeiibte Arbeit. 

Wir gehen iiber zur Betrachtung zweier anderer Systeme, die wir 
kurzweg mit (J, M,) und (J, J;) benennen wollen. 


Das System (J, M,) bestehe aus Das System (J, J;) bestehe aus zwei 
einem starren Ringe*), der von einem | starren Ringen, die respective von den 
galvanischen Strome J durchflossen ist, || galvanischen Strémen J und J, durch- 
und aus einem constanten Stahlmagne- |} flossen sind. Die in diesen Ringen von 
ten M,. Die in dem Ringe von Hause || Hause aus vorhandenen elektromotori- 
aus vorhandene elektromotorische Kraft || schen Krifte mégen mit A und A;, ihre 
mag mit A, sein Widerstand mit w be- || Widerstinde mit w und w, bezeichnet 
zeichnet sein, so dass also, wenn der || sein. 

Ring sich selber iiberlassen wire, nach 


dem Ohm’schen Gesetz J = t sein 
wiirde. a : 

Ferner sei j, irgend einer der in UM, 
enthaltenen Molecularstréme und Jj, Q 





das Potential von J auf j,, mithin |* Ferner sei 
J- 2 (iQ) | JI;Q 
das Potential von J auf M,. | das Potential der beiden Ringe auf ein- 
| ander, 
Das Potential V des Systemes (J, ™M;) Das Potential V des Systemes (J, J;) 
auf sich selber lautet alsdann: , auf sich selber lautet alsdann: 
(6) Vejqs?+4O,45-20,Q). | Vedas? +iade+JIdQ. 


*) Unter einem starren Ringe ist iiberall ein in sich zuriicklaufender linearer 
Leiter von unveriinderlicher Gestalt zu verstehen. 
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Hier sind unter $ qJ?, 4. q,J,? und 4 C, das Potential von J auf 
sich selber, dasjenige von J, auf sich selber, und endlich dasjenige 
von M, auf sich selber zu verstehen, so dass also g, g, und C, gewisse 
den beiden Ringen und dem Magneten eigenthiimlich zugehérige Con- 
stanten reprisentiren. 

Haben nun d7' und dS analoge Bedeutungen wie vorhin (bei 
dem Systeme (M, M,)]|, so erhalten wir unter Anwendung des pon- 
deromotorischen Integralgesetzes (1) die Formeln : 


(7) df=—J- 2(j,dQ)4+ 48, | aT =—JJ,dQ4+as. 
= —J-dB(j,Q) +48; 


es ist niimlich zu beachten, dass die j, | 
zufolge unserer Annahme constant sind. | 


Andrerseits ergeben sich unter Benutzung des elektromotorischen 
Integralgesetzes (2) die Formeln: 


(8) wJdt = Adt + d[Jq+ 2(j,Q)), 





| wJdt = Adt+d(Jq+J,Q), 
w,d,dt = A,dt + d(J,q, + JQ); 
und hieraus folgt durch Multiplication mit J und J, sofort: 
(9) wdJ*dt=AJdt+J-dZ(j,Q) (wJ*+ w,J,2)dt =(Ad + AyJ,)dt+4+-JJ,dQ 
+ d(hqJ*), | +4(4qd*+ 44,5 ?+Qdd;). 
Endlich folgt durch Addition der Formeln (7) und (9) und mit Riick- 
sicht auf (6): 
(10) dT+wJ?dt = dT + (wd? + w,J2)dt . 
=AJdt+d(4qJ*%) +48, =(AJ+ AJ) dt+adV 445. 


| 





a 


§ 3. 
Der in der gewéhnlichen Theorie enthaltene Widerspruch. 


Die in (5) und (10) fiir die drei Systeme (M, M,), (J, M,) und 
(J, J,) erhaltenen Resultate sind von grosser Verschiedenheit, was be- 
sonders deutlich hervortritt, sobald man die Krifte A, A, gleich Null 
annimmt. Denn alsdann nehmen jene Formeln (5) und (10) der Reihe 
nach folgende Gestalten an: 


[dT] = dS — dV, 
(11) (dT + wJ*dt]) = dS + d(hqJ’), 
(dT + wJ*dt+ w,J,dt]=—=d8S+dV, 
wo die in eckige Klammern [{ | eingeschlossenen Ausdriicke dasjenige 
Quantum von lebendiger Kraft und Wirme repriisentiren, welches in 
jedem der drei Systeme wihrend der Zeit dt erzeugt wird. Die For- 


meln sagen also aus, dass dieses Quantum fiir jene drei Systeme sehr 
verschiedene Werthe hat, dass z. B. dasselbe = dS — dV oder 
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=dS-+ dV ist, je nachdem man das erste oder letzte System be- 
trachtet. — Die entwickelte Theorie steht also mit sich selber in Wider- 
spruch. 

Dieser Widerspruch ist ein sehr bedeutender; folglich sind die 


Primissen der Theorie nicht nur im exacten, sondern auch im appro- — 


ximativen Sinne unzulissig. Jene Priimissen bestehen aber einerseits 

in den beiden Integralgesetzen (1), (2), andrerseits in der Annahme 

constanter Molecularstréme; und man gelangt daher, falls man nicht 
etwa die beiden Integralgesetze in Frage stellen will, zu folgendem 

Resultat : 

(12.@) Die Annahme wirklich constanter Magnete oder wirklich 
constanter Molecularstrime ist theoretisch unzulissig, nicht nur 
im exacten, sondern auch im approximativen Sinne. 

Demgemiiss sind die mit dieser Annahme liirten Formeln (3, 4, 5) 
und (6, 7, - - 10) tinker ana fiir unrichtig oder fraglich, hingegen die 
Formeln (6, 7, - - 10) rechterttanay Welche von einer solchen Annahme 
frei sind, fiir zuverldssig zu halten. 

Ist also-irgend ein System gegeben, welches theils aus sogenann- 
ten constanten Magneten, theils aus galvanischen Strémen besteht, und 
handelt es sich um eine nihere Untersuchung der in diesem System 
stattfindenden Wirkungen und Bewegungen, so wird eine solche Un- 
tersuchung, wie aus dem Satze (12.@) unmittelbar folgt, als ein Problem 
hiherer Ordnung zu bezeichnen sein, bei dessen sachgemiisser Behand- 
lung die Einfiihrung irgend welcher Hypothesen iiber die innere Me- 
chanik magnetischer Kérper nicht zu umgehen ist. 

So wird man z. B. bei einem derartigen System fiir das Princip 
der Erhaltung der Energie, bei sachgemiisser Behandlung, eine Formel 
erhalten, die noch behaftet ist mit einer véllig unbekannten, von der 
innern Mechanik magnetischer Koérper abhiingenden Function; zur 
nihern Bestimmung dieser Function*) wird aber die Einfiihrung irgend 
welcher Hypothesen iiber jene innere Mechanik unumginglich erfor- 
derlich sein. 

(12.8) Aus (12.«) folgt also, dass. das Gesetz der Erhaltung der Energie 
fiir solche Systeme, die aus elektrischen Strémen und sogenannten 
constanten Magneten bestehen, seiner eigentlichen Form nach einst- 
weilen noch unbekannt ist. 

Der Satz (12. a) steht nicht isolirt da; es mag mir gestattet sein, 
auf verwandte Fille aus bekannteren Regionen aufmerksam zu machen. 


*) Der von mir (1871, 8 3. 440 sq.) zur ungefiihren Bestimmung dieser Function 
gemachte Versuch ist, wie schon damals betont wurde, nur provisorisch und durch- 
aus unzureichend. 
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Erster Fall. — Die Differentialgleichungen fiir einen frei beweg- 
lichen Massenpunkt m, auf welchen gegebene Kriifte X, Y, Z ein- 
wirken, sind: 

(a) ma” =X, my” =Y, m2” = Z, 


. Wollte man die Beweglichkeit des Punktes nachtriiglich noch durch 


eine gegebene Bedingung 


(6) | 9 (a, y, 2) =0 
beschrinken, so wiirde man vier Gleichingen (a), (6) haben, die mit 
einander in Widerspruch stehen. — In der That wird die Annahme 


oder Bedingung g (, y, 2) = 0 immer unzuldssig sein, falls man nicht 
gleichzeitig auch gewisse Krifte*) hinzufiigt, welche fiir Aufrecht- 
erhaltung jener Bedingung Sorge tragen. 

Zweiter Fall. — Bewegen sich zwei Massenpunkte m, M unter 
dem Einfluss ihrer gegenseitigen Anziehungs- oder Abstossungskraft 
lings einer gegebenen geraden Linie, und bezeichnet man ihre augen- 
blicklichen Geschwindigkeiten mit wu, U, so ergeben sich durch das 
Princip des Schwerpunkts und durch das Princip der lebendigen Kraft 
die Formeln: 


(y) mu+MU=K, 
(0) mu? + MU? = Fir), 


wo K eine Constante, hingegen F'(r) eine Function der gegenseitigen 
Entfernung r der beiden Punkte vorstellt Wollte man zu diesen For- 
meln noch die Bedingung hinzutreten lassen: 


(e) b U = Const., 


so wiirde ein Widerspruch eintreten; denn die Formel (y) wiirde als- 
dann aussagen, dass « constant, die Formel (0) hingegen, dass u va- 
riabel sei. —.Jene Annahme oder Bedingung U = Const. ist also wn- 
zuldssig. 

Dritter Fall. — Die Massen m und M der soeben betrachteten 
Punkte mdgen sich zu einander verhalten, wie die Masse eines Staub- 
korns zur Sonnenmasse. Offenbar wird alsdann die Sonnenmasse 
(durch jenes Staubkorn m so gut wie gar nicht afficirt) mit constanter 
oder wenigstens nahezu constanter Geschwindigkeit dahinfahren; - so 
dass also die Annahme (¢) wenigstens approximativ als zulissig er- 
scheint. — Aber der Schein triigt; denn durch Combinirung von (é) 
und (y), (0) wiirde man wiederum zu dem schon genannten Widerspruch, 
nimlich zu dem Resultat gefiihrt werden, dass die Geschwindigkeit « 
des Staubkornes gleichzeitig constant und variabel sei. — Jene Annahme 


*) Nimlich die bekannten Drnckkrafte 4 ce, | ae a oe. 
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U = Const. wird also im Allgemeinen wnzulédssig bleiben, wie gross 

auch M gegen m sein mag. 

Aus diesen Betrachtungen*) diirfte sich die allgemeine Regel er- 
geben: 

(13) Soll die Bewegung gegebener Massen einer bestimmten Bedingungs- 
gleichung unterworfen gedacht werden, so ist (falls innere Wider- 
spriiche vermieden werden sollen) die Einfiihrung von Kréften er- 
forderlich, welche fiir die Aufrechterhaltung jener Bedingungs- 
gleichung Sorge tragen. 

Will man also die elektrischen Molecularstréme im Innern eines 
gegebenen Magneten als constant sich vorstellen, so ist man gendthigi, 
gleichzeitig auch gewisse Kriafte sich vorzustellen, welche fiir die Auf- 
rechterhaltung dieser Constanz Sorge tragen. 

Will man ferner (um ein anderes Beispiel anzufiihren) die Vor- 
stellung adoptiren, dass in einem elektrischen Strom jederzeit gleich 
grosse Quantitiiten der beiden Fluida in entgegengesetzten Richtungen 
durch den Querschnitt gehen, so wird man gezwungen sein, gleich- 
zeitig auch gewisse Kriafte zu adoptiren, welche fiir ein solehes Gleich- 
sein Sorge tragen. 


g 4. 
Zusammenstellung einiger Formeln der gewohnlichen Theorie. 
Wir beschriinken uns auf die beiden Systeme 
(J, M,), I WJ, J;) . 


Das Potential V (6) eines solechen Systemes auf sich selber besitat 
den Werth: 


(14) Vedas? +40,4+5-26,Q), | V= tqd?+4ad? + QIdi. 
Die Formeln fiir die ponderomotorischen Wirkungen (7) lauten: 
(15) dT=—J-d2(j,Q)4+ 48, dT = — JJ,dQ+ 48; 


diesen Formeln zufolge zerfallt die wihrend der Zeit dt im Systeme 
erzeugte lebendige Kraft d7 in zwei Theile, niimlich in einen Theil 


(A) — JF -dE(j,Q), —IF,dQ, 
welcher speciell durch die elektrodynamischen, und in einen andern Theil 
(B) as, | as, 


welcher speciell durch die ordindren Krifte hervorgebracht wird. 
Endlich sind fiir die elektromotorischen oder inducirenden Wirkungen 
entweder anzugeben die Formeln (9): 





*) Aehnliche und zum Theil weiter ausgefiihrte Betrachtungen findet man 
in meiner Abhandlung (1871, 8. 440—446). 








(16) 


oder 
( 1 6 bi 


Dies 


Rept 


merk 
Mole 
verla 
lassi 


sen 1 
1871 
Gebi 
einal 
Potei 
erwe 
wen 
J, 2 


bige1 
solch 
mag 
wirk 
Fern 
mit ¢ 
enth: 
(17) 


ander 
gewiil 
Kraft 

hob 
ich m 
von E 
haupt 
begrii 








zt 


1€ 


vil 


on 


an 








Ueber constante Magnete. 337 


(16) AJdt =wJtdt —J-dE(j,Q) || (AJ + Aydt =(wd?+-00,J,2)dt—JII,dQ 
— d(4qJ?). | —A4gP + 34,I?+ QII;). 
oder auch die (diesen als Grundlage dienenden) detaillirteren Formeln (8): 
(16%) wJdt=Adt+d[Jq+2(j,Q], | wddt = Adt + d[Jq + J,Q], 
| wd dt = A,dt+d[J,q,+J Q]. 
Diese Formeln (16, 16>*) werden kurzweg zu bezeichnen sein als die 
Reprisentanten des gewéhnlichen Inductionsgesetzes. 


Von Neuem mag, was schon bei Gelegenheit des Satzes (12. a) be- 
merkt ist, wiederholt werden, dass die mit der Annahme constanter 
Molecularstréme liirten Formeln (14, 15, 16, 16°) jinker Hana als wnzu- 
verlissig, hingegen die Formeln (14, 15, 16, 16°) »chter Hana als zuver- 
ldssig anzusehen sind, 


§ 5. 
Das Princip der lebendigen Kraft. 


Ausgehend vom Weber’schen Grundgesetz und von einer gewis- 
sen unitarischen Vorstellungsweise, bin ich in meiner Abhandlung von 
1871 zu dem Resultat gelangt, dass das Princip der lebendigen Kraft im 
Gebiet der elektrischen Vorgiinge repriisentirt ist durch zwei wohl von 
einander zu unterscheidende Siitze*), welche ich das Fnergiegesetz und das 
Potentialgesetz benannte. Es mag mir gestattet sein, diese Siitze in etwas 
erweiterter Fassung kurz mitzutheilen**), sodann aber dieselben in An- 
wendung zu bringen auf die im Vorhergehenden betrachteten Systeme 
(J, M,) und (J, J}). 

Ein System (linearer oder kérperlicher) Conductoren sei in belie- 
biger Bewegung begriffen, wihrend gleichzeitig im Innern eines jeden 
solchen Conductors irgend welche elektrische Vorgiinge stattfinden ; dabei 
mag vorausgesetzt sein, dass die auf das System von Awssen her ein- 
wirkenden Krifte durchweg ordiniirer (nicht elektrischer) Natur sind. 
Ferner sei 7’ die actuelle und F' die potentielle Energie des Systemes; 
mit andern Worten: es sei 7’ die lebendige Kraft aller in dem Systeme 
enthaltenen ponderablen Massen und es repriisentire F’ den Ausdruck 


(17) Fa U°+U—YJ, 


*) Das Emergiegesetz findet sich daselbst angegeben auf S. 408 und S. 414; 
andererseits das Potentialgesetz auf 8.430. Letzterer Name diirfte unzweckmissig 
gewihlt sein; ich habe daher spiiter (z. B. in meinem Werk: ,,Die elektrischen 
Kréfte) dieses letztere als ponderomotorisches Integralgesetz bezeichnet. 

**) Eine ausfihrlichere Mittheilung der betreffenden Untersuchungen behalte 
ich mir vor. Hiebei wird sich alsdann Gelegenheit bieten zu erértern, ob die 
von Herrn Helmholtz in seinem Aufsatz (1872, S. 55, Note) ausgesprochene Be- 
hauptung, jene Untersuchungen seien mit einem mathematischen Fehler behaftet, 
begriindet ist oder nicht. 
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wo U° das ordinire, U das elektrostatische und V das elektrodyna- 
mische Potential des Systemes auf sich selber bezeichnet. — Das 
Princip der lebendigen Kraft ist alsdann reprisentirt durch fol- 
gende zwei Sdtze: 


Das Energiegesetz. Fiir jedes Zeitelement dt ist 
(18. E) d(T + F) = dS — dQ*, oder 
dT+da(U°+ U— V)=d8S — dQ, 
wo dS die wihrend der Zeit dt von den dusseren Kréften verrichtete 


Arbeit, und dQ* die wiihrend dieser Zeit (durch die elektrischen Vor- 
ginge) im System entwickelte Warme vorstellt*). 
Das Potentialgesetz. Fiir jedes Zeitelement dt ist: 
(18. P) dT+0(U°+ U+ V)=d5S, 
wo dS die schon genannte Bedeutung hat. Dabei ist unter 0(U°+- U-+- V) 
derjenige virtuelle Zuwachs zu verstehen, welchen die Grosse (U?+- U-+- 7) 
wiihrend der Zeit dt erlitten haben wiirde, falls wihrend dieser Zeit 
die elektrischen Verhiiltnisse im Innern eines jeden Conductors unge- 
dindert geblieben wiiren. — Zu bemerken ist, dass dieses Potentialge- 
setz nur dann gilt, wenn die elektrischen Strimungen im Innern der 
einzelnen Conductoren als gleichfirmig und an ihren Oberflichen 
-als tangential betrachtet werden diirfen. ; 
Vernachlissigt man die durch U° und U reprisentirten ordiniiren 
und elektrostatischen Kriifte gegeniiber den durch V reprisentirten 
elektrodynamischen Kriften, so kénnen die Formeln (17) und (18. E, P) 
folgendermassen dargestellt werden: 


(19) Fou—/, 
(20. BE) dT + dF = dS — dQ’, 
(20. P). dT —dF=ds; 


woraus durch Subtraction folgt: 
(20. E—P) dF + dF = — dQ*. 


In meiner erwaihnten Abhandlung ist der Werth der entwickelten 
Wiirmemenge d@Q* niher zu bestimmen versucht worden fiir den spe- 
ciellen Fall linearer in sich zuriicklaufender Conductoren; dabei ergab 
sich folgender Ausdruck**): 


*) Ich bezeichne die entwickelte Wiirmemenge mit d@Q*, um in solcher Weise 
Verwechselungen zu vermeiden. Denn der Buchstabe Q (ohne Sternchen) ist be- 
reits in anderer Bedeutung [vgl. z. B. Formel (1)] verwendet worden, und soll 
in dieser Bedeutung auch weiterhin beibehalten werden. 

**) 1871, S. 415. 
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(21) dQ* = (wd? + wJ2 +++) dt—(AT+ AT, +-->)dt, 
wo w, w,,--+ die Widerstinde der einzelnen linearen Ringe, J, J,, --- 
die augenblicklich in ihnen vorhandenen Stromintensititen, und A, 
A,, +++ die in denselben von Hause aus vorhandenen elektromotori- 
schen Krifte vorstellen. 

Wir wollen nun diese Formeln in Anwendung bringen auf die in 
den vorhergehenden Paragraphen betrachteten Systeme 

(J, M,), | (J, J). 


Fiir die potentielle Energie F' (19) eines solchen Systemes ergiebt sich, 
mit Riicksicht auf (t4), folgender Werth: 
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(22) Fa—v, | Fm_—y, 
=—[fqJ*44C,45-20.9)], | =—had*+4ad2+ QI), 
hieraus folgt: hieraus folgt: 


éF=—J-2(j,dQ), 
oder weil die j, unveriinderlich sind: 
(23) é@F=—J-dd(j,Q). oF = — JJ,dQ. 
Ferner nimmt der Ausdruck der entwickelten Wiirmemenge dQ* (21) 
fiir die betrachteten beiden Systeme folgende Gestalten an: 
(24) dQ*=—wJ*dt—AJadt, | dQ*=—= (wd *+ wd ,2)dt —(AJ+ AyJ,)dt. 


Substituirt man nun die Werthe (23) und (24) in die allgemeine For- 
mel (20. E—P), so folgt: 


(25) dF—J-d3d(j,Q)= | dF—JJ,dQ= , 
= AJdt —wJ2dt; | =(AJ+A,J,)dt—(w 240, JF 2)dt; 
hiefiir kann geschrieben werden: hiefiir kann geschrieben werden: 
(26) AJdt =wJ?2dt — J-dd(j,Q) | (AJ + AyJ,)dt= (wd? +-0,J 2)dt—JIT,dQ 
+dF, | +dF. 


oder, falls man fiir F' seine eigentliche | Diese Formel steht, falls man fiir F' seine 
Bedeutung (22) substituirt und durch J | eigentliche Bedeutung (23) substituirt, 
dividirt: |in vollem Hinklang mit dem gewédhn- 
(26 — wJdt=Adt+d[qJ+22(j, Q)] lichen Inductionsgesetz (16, 16 bis), 

+ (dlog J) -2(5,Q)- 
Diese Formel (26, 265) ist eine wild- 
fremde Formel, welche von dem gewédhn- || 
lichen Inductionsgesetz (16, 16s) in 
greller Weise sich wnterscheidet. 





Die Formeln linker Hand sind also mit denen der gewohnlichen 
Theorie in Widerspruch, wihrend die rechter Hand mit denen der ge- 
wohnlichen Theorie in Einklang stehen. Der Grund jenes Widerspruchs 
kann nur darin zu suchen sein, 


22* 
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(27) dass constante Magnete nicht existiren und nicht existiren 
kénnen; ebenso wenig etwa, wie ein Weltkérper gedacht werden 
kann, der trotz der Einwirkung der iibrigen Weltkérper in gerad- 
liniger Bahn dahinfihrt. Ein sogenannter constanter Magnet 
wird, falls er auf einen elektrischen Strom einwirkt, auch seiner- 
seits yon diesem Strome her eine gewisse Kinwirkung und in 
seinem Zustande eine gewisse Aenderung erleiden. Diese Zu- 
standsiinderung aber ist in unsern Formeln unberiicksichtigt ge- 
lassen. 


In dieser Weise habe ich bereits in meiner Abhandlung von 1871 
(daselbst S. 440) mich ausgedriickt*). Schon damals also war ich zu 
denjenigen Vorstellungen hingeleitet worden, die ich in den vorher- 
gehenden Paragraphen des gegenwirtigen Aufsatzes von einer etwas 
anderen Seite her zu entwickeln und in (12. @, 8) méglichst pricise 
auszusprechen mich bemiiht habe. 


In seiner bekannten Schrift iiber die Erhaltung der Kraft (Berlin 
1847) hat Helmholtz die Formeln**) gegeben: 


(28) AJdt =wJ?dt —J-dZ(j,Q), (Ad-+-Ayd,)dt—=(wd*+-w,J,)dt—JTIdQ. 
Diese Helmholtz’schen Formeln habe ich in meiner Abhandlung 

(1871, S. 436, Note und 8. 439, Note) fiir unzulissig erklirt, d. h. fiir 

unzulissig erklirt im Sinne der von mir entwickelten Theorie. In der 

That zeigt sich, dass den Helmholtz’schen Formeln (28) im Sinne 

meiner Theorie die Correctionen: 

(29. a) dF, dF, 

oder, falls man fiir F' seinen Werth (22) substituirt, die Correctionen: 

(29.8) d(—4qJ*—40,—J-2(5,Q], | a(—34qd*—44,d? — QJd;) 


zuzuertheilen sind. Mit andern Worten: Es zeigt sich, dass den 
Helmholtz’schen Formeln (28) die genannten Correctionen (29. a, B) 
beizutiigen sein wiirden, falls meine eigenen Formeln (26) die rich- 
tigen wiiren. Dass letzteres unwahrscheinlich ist, dass naimlich jene 
von mir selber gegebenen Formeln (26), wenigstens in soweit sie 
den Fall der Magnetoinduction betreffen, in grellem Widerspruch stehen 


*) In jener Abhandlung sind tibrigens auch die Formeln (26, 26>is) in genat 
derselben Weise angegeben. Man findet die Formeln (26) linker Hand und (26) rech- 
ter Hand respective auf S, 439, Nr. (V.) und auf 8. 436, Nr. (II.). Ferner findet 
man die Formel (26>i%) auf S. 440, Nr. (75). 

**) Dass die Formeln der Helmholtz’schen Theorie von 1847 in der That 
durch (28) dargestellt sind, wird aus meinem unmittelbar folgenden Aufsatz (S. 342) 
deutlich werden, 
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mit dem gewohnlichen Inductionsgesetz, ist vor wenig Augenblicken 

betont worden. 

(30) Demgemiiss sind also die in meiner Abhandlung von 1871 
fiir die Helmholtz’schen Formeln von 1847 angemerkten Cor- 
rectionen (29 «, 8) nur von relativer Bedeutung, namlich von sol- 
cher Beschaffenheit, dass sie jene Formeln allerdings in Kinklang 
bringen wiirden mit der von mir daselbst entwickelten Theorie, 
andererseits aber dieselben in Widerspruch versetzen wiirden mit 
dem gewoéhnlichen Inductionsgesetz. 


Diesen nur relativen Charakter meiner Correctionen glaubte ich 
in meiner Abhandlung (1871) nicht besonders betonen zu diirfen, da 
derselbe unmittelbar aus dem Zusammenhange sich ergiebt. Denn 
der Gang meiner dortigen Erérterungen ist (um die Hauptsache zu- 
sammenzufassen) folgender : 

Gestiitet auf bestimmte Suppositionen, nimlich auf das Princip der 
lebendigen Kraft und auf die Annahme constanter Magnete, gelange 
ich fiir die Magneto- und Volta-Induction zu den beiden Formeln (26), 
welche verschieden sind von den Helmholtz’schen Formeln (28), und 
notire im Voriibergehen die hieraus fiir die letetern sich ergebenden Cor- 
rectionen (29. a, B). : 

Sodann aber stellt sich heraus, dass meine eignen Formeln (26) 
mit den gewodhnlichen und fiir richtig geltenden Gesetzen (16, 16's) theil- 
weise in Widerspruch stehen; ein solcher Widerspruch zeigt sich bei 
der Magneto-Induction, wiihrend allerdings Einklang vorhanden ist bei 
der Volta-Induction. 

Durch-diesen Widerspruch sehe ich mich schliesslich in die Noth- 
wendigkeit versetet, einen gewissen Bestandtheil der zu Grunde gelegten 
Suppositionen fallen zu lassen, néimlich die Vorstellung constanter 
Magnete fiir wnzulissig zu erkliren; und gelange in solcher Weise zu 
den in (27) und (12. a, B) genannten Sdtzen. 









Ueber gewisse von Helmholtz fiir die Magnetoinduction und 
Voltainduction gegebene Formeln*). 


Von Cart Neumann in Leipzia. 


In meinen Untersuchungen von 1871 habe ich diejenige allgemeine 
Form des Gesetzes der Erhaltung der Energie zu entwickeln versucht, 
welche demselben fiir die elektrodynamischen Krafte unter Zugrunde- 
legung des Weber’schen Gesetzes zuzuertheilen ist. Dass die hiebei 
resultirenden Formeln (26) gegentiber den betreffenden von Herrn 
Helmholtz in seiner bekannten Schrift iiber die Erhaltung der Kraft 
(1847) aufgestellten Formeln gewisse Differenzen zeigten, glaubte ick 
nicht verschweigen zu diirfen, vielmehr diese Differenzen mit midg- 
lichster Genauigkeit angeben zu miissen. 


*) Ich werde im vorliegenden Aufsatz die in Betracht kommenden Publicatio- 
nen von Helmholtz, nimlich: 

1847. Ueber die Erhaltung der Kraft, Berlin 1847; 

1851. Ueber die Dauwer und den Verlauf der durch Stromesschwankungen 
inducirten elektrischen Stréme. Pogg. Ann. 83, 8. 505; 

1854. Erwiederung auf die Bemerkungen von Herrn Clausius. Pogg. Ann. 
91, S. 241; 

1870. Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitéit ead ruhende leitende 
Kérper. Borch. J. 72, 8. 57; 

1872. Ueber die Theorie der Elektrody ik. Kritisches. Borch. J. 75, 
8. 35 

kurzweg nach den Jahreszahlen benennen. In gleicher Weise werde ich verfah- 
ren bei meinen eigenen Abhandlungen: 

1871, Elektrodynamische Untersuchungen mit besonderer Riicksicht auf das 
Princip der Energie, und: Ueber die von Helmholtz in die Theorie 
der elektrischen Vorgéinge. eingefiihrten Prémissen. Berichte der 
Kgl. Sachs. Ges. d. Wss., October 1871, S. 386—478; 

1872. Ueber das Elementargesetz derjenigen elektromotorischen Kriifte u. s. w. 
Ber. d. Kgl. Sachs. Ges, d. Wiss., August 1872, S. 144164. 

Ferner sei bemerkt, dass ich in diesem Aufsatz die Bezeichnungen des vor- 
hergehenden Aufsatzes beibehalten und auch bei den Formeln die fortlaufenden 
Nummern anwenden werde. 
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Mit Bezug hierauf hat Herr Helmholtz in einem seiner letzten 
Aufsitze (1872, S. 61) folgende Bemerkungen gemacht. 

ow ieen »in Betreff der Kritik, in welcher sich Herr C. Neu- 
,»mann dabei gegen meine vor 25 Jahren erschienene Schrift von der 
»Hrhaltung der Kraft ergeht, will ich mir zu bemerken erlauben, dass 
yich selbst schon lingst in allen wesentlichen Punkten diese Kritik 
yausgeiibt hatte*). Die Darstellung in der ,Erhaltung der Kraft“ 
yleidet, wie ich ausdriicklich auf S. 69 schon in dem Biichlein selbst 
»hervorgehoben habe, an dem Mangel, dass man damals den Verlauf 
yder durch plétzliche Stromesschwankung inducirten Stréme noch nicht 
»kannte, und also die davon herriihrende Wiirmeentwicklung nicht be- 
yrechnen konnte. Dann bin ich selbst es zuerst gewesen, welcher im 
yJahre 1851 (Pogg. Ann. Bd. 83, 8. 505—540) diese Liicke durch 
yneue Versuchsreihen ausgefiillt hat, indem ich zeigte, dass der Ver- 
ylauf auch dieser Stréme durch F. Neumann’s, des Vaters, und 
»Ohm’s Gesetz bestimmt wird. Welche Aenderungen dem entspre- 
»chend in der Anwendung des Gesetzes von der Constanz der Energie 
yauf die inducirten Stréme zu machen sind, habe ich 1854 in einer 
»Antwort gegen Herrn Clausius (Pogg. Ann. Bd. 91, 8. 258—260) 
»kurz, aber in den wesentlichen Punkten vollstandig angegeben. Dort 
»Wird vorangestellt der Satz, dass ein galvanischer Strom von der In- 
ytensitit J durch sein Bestehen ein Arbeitsiquivalent von der Form 
»+ pd? repriasentire, und habe weiter hinzugefiigt: 

»»Ltir einen einzelnen Stromkreis ist mir noch nicht gelungen 
»»2u beweisen““ (niimlich vom Gesetze der Energie ausgehend), 
»»dass~die mit p bezeichnete Constante gleich dem doppelten Poten- 
»»tiale** (des Stromes auf sich selbst) ,,,,sein miisse, so wahrschein- 

»»lich dies auch nach der Analogie der iibrigen Faille sein mag.““ 
yin der That kommt hierbei die Frage nach der Tragheit der Elektri- 
,citét in Betracht, die durch blos theoretische Schliisse ohne That- 
,sachen nicht zu entscheiden ist.“ 

»Die Anwendung des Gesetzes von der Erhaltung der Energie auf 
,die elektrischen Stréme modificirte sich in der That nur dadurch, 
ydass zu den iibrigen schon sonst bekannt gewesenen Arbeitsiquiva- 
ylenten auch noch jenes } pJ? fiir die bestehenden elektrischen Stréme 
,hinzugenommen werden musste.“ 


*) Im ersten Augenblick brachten mich diese Worte von Helmholtz zu der 
Vermuthung, dass meine Erérterungen von 1871 vielleicht wirklich iiberfliissig ge- 
wesen wiiren und auf Irrthum oder vielmehr auf mangelhafter Kenntniss der ein- 
schlagenden Literatur beruhten. In der That habe ich in diesem Sinne zu einer 
Zeit mich ausgesprochen, als jene Helmholtz’sche Abhandlung von 1854 mir 
nicht zugdnglich war. (Diese Annalen Bd. 5, 8. 622, Note.) 
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» Wenn aber Herr C. Neumann, der doch die Streitschriften von 
»Clausius gegen mich citirt, meine Antwort darauf nicht gekannt 
»haben sollte, so hatte er billiger Weise nicht iibersehen sollen, dass 
»diese selbe Bedeutung des Potentials elektrischer Stréme, deren feh- 
»lende Kenntniss den wesentlichen Mangel des betreffenden Capitels 
»meiner Schrift von der Erhaltung der Kraft bildet, von mir in meiner 
letzten Arbeit im 72. Bande dieses (des Borchardt’schen) Journals 
»geradezu zum Fundament der ganzen Betrachtung gemacht ist, aus 
»welcher diesauch von ihm in seiner letzten Arbeit benutzten Hypo- 
»thesen hergeleitet sind.“ 

Ich kénnte zunichst darauf hinweisen, dass von den beiden Clau- 
sius’schen Abhandlungen, welche Herr Helmholtz als Streitschriften 
bezeichnet*), nur die erste auf den hier erdrterten Gegenstand Bezug 
hat, dass ich aber auf diese bei Gelegenheit meiner damaligen 
Publication (1871) nicht aufmerksam geworden war, und dass in 
der That die von mir citirte Abhandlung die zweite jener Abhand- 
lungen ist, die hier gar nicht in Betracht kommen kann; ich kénnte 
ferner bemerken, dass ich zur Zeit meiner damaligen Publication iiber 
die Helmholtz’sche letzte Arbeit (im 72. Bande des Borchardt’- 
schen Journals) immer nur mit der gréssten Reserve. mich auszu- 
driicken pflegte, indem ich bei gelegentlichen Gespriichen dariiber fast 
regelmiissig hinzufiigte: falls ich den Aufsatz wirklich verstanden, 
oder: soweit ich denselben verstanden habe**), und dass ich damals 
also wirklich nicht in der Lage war, die Helmholtz’sche Schrift tiber 


die Erhaltung der Kraft nach Massgabe jenes letzten Aufsatzes mit . 


irgendwelcher Sicherheit interpretiren oder emendiren zu kénnen. — 


*) Es sind das wohl ohne Zweifel die Abhandlungen: 
Bemerkungen zu einigen Stellen der Schrift von Helmholtz tiber die Er- 
haltung der Kraft. Pogg. Annal. Bd. 89, 8S. 568, und 
Anwendung der mechanischen Weéirmetheorie auf die thermo-elektrischen 
Erscheinungen. Pogg. Aunal. Bd. 90, 8, 513. 


**) Aehnliche Vorsicht habe ich in meinen betreffenden Publicationen beob- 
achtet. So sage ich z. B. (1871, 8. 457), nachdem ich die Helmholtz’sche Theorie 
zu reproduciren versucht habe, absichtlich: 

»Hiemit diirften, wie ich glaube, die Helmholtz’schen Primissen und ebenso 
»auch diejenigen Ueberlegungen, welche zu denselhen hingeleitet haben, in cor- 
»recter Weise dargelegt sein.“ 

Ebenso spreche ich (1872, 5. 155) von den Andeutwngen, welche Helmholtz 
iiber seine newe Theorie gemacht habe, und fiige dann hinzu: 

50 gut als es mit Hiilfe dieser Andeutungen mdglich war, habe ich in jene 
,neue Theorie mich hinein zu versetzen gesucht.“ 

Ausdriicklich wird sodann (1. c., S. 157) noch hinzugesetzt: 

»Immerhin ist es médglich, dass jene Andeutungen von mir in fehlerhafter 
»» Weise aufgefasst worden sind.“ 
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Ohne mich indessen mit derartigen (mehr oder weniger persénlichen) 
Bemerkungen weiter aufzuhalten, will ich sofort zur Hauptsache gehen. 

Helmholtz behauptet — das ist offenbar der eigentliche Kern 
seiner Worte —, die von mir ausgeiibte ,,Kritik“ sei iiberfliissig, denn 
dieselbe sei in allen wesentlichen Punkten schon vor langer Zeit von 
ihm selber ausgeiibt. 

Ich werde nachweisen, dass diese Behauptung von Helmholtz 
auf einem Irrthum beruht, nimlich nachweisen, dass die von ihm an- 
gedeuteten Correctionen von den von mir proponirten sehr wesentlich ver- 
schieden sind. 


§ 1. 
Ueber einige Stellen der Helmholtz’schen Schrift vom Jahre 1847. 


Versucht man die Betrachtungen, welche Helmholtz in seiner 
Schrift iiber die Erhaltung der Kraft (1847, S. 64—69) angestellt hat, 
soweit dieselben auf Magnete und elektrische Stréme Bezug haben, 
ihrem Hauptinhalte nach zu reproduciren, so wird man sich etwa fol- 
gendermassen auszudriicken haben. 


Fiir einen sich selbst tiberlassenen Stromring ist nach dem Ohm’- 


schen Gesetz: J = é , oder anders geschrieben: 
(31) AJdt = wJdt; 


in Worten ausgedriickt: Die wihrend der Zeit dt im Strome verbrauchte 
Spannkraft*) AJdt ist gleich gross mit der wiihrend dieser Zeit in der 
Strombahn erzeugten Wirmemenge wJ? dt. 


* Dieser Satz bedarf einer Modification, sobald der gegebene Strom- 
ring J, wie solches z. B. bei den Systemen (J, M,) und (J, J,) der 
Fall ist, in Wechselwirkung tritt mit einem constanten Magnet M, 
oder mit einem andern Stromringe J,. Es verhiilt sich alsdann so: 


Die im Systeme (J, M,) wihrend Die im Systeme (J, J,) wiihrend 
der Zeit dt verbrauchte Spannkraft der Zeit dt verbrauchte Spannkraft 
AJdt zerfillt in zwei Theile; der || (AJ+A,d,)dt zerfallt in zwet Theile; 
eine verwandelt sich in die elektrody- || der eine verwandelt sich in die elektrody- 
namisch erzeugte Wirme wJ?dt, der || namischerzeugte Warme(wJ*?+-w,J,*) dt, 
andere in die elektrodynamisch erzeugte | der andere in die. elektrodynamisch er- 


*) Da wir tiber die Natur der Krifte A (der sogenannten Contactkrifte) 
stimmte Vorstellungen vorliufig noch nicht besitzen, so ist es einerlei, ob das 
Product AJdt mit diesem oder jenem Namen bezeichnet wird. Der Bequem- 
lichkeit willen habe ich hier festgehalten an der Helmholtz’schen Benennung 
(von 1847), nimlich das Wort ,,Spannkraft“ gebraucht, 
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lebendige Kraft*) — J-d2(j,Q). Dem- || zeugte lebendige Kraft*) — JJ,dQ. 
nach ist**): i | Demnach ist**): 


(32) AJdt=wJ*dt—J-aZ(j,Q); | (Ad-+-AyJ,)dt = (wJ*+ w,J2)dt — JJ ,dQ. 


Hiermit diirfte die urspriingliche Helmholtz’sche Theorie vont 
Jahre 1847 in correcter Weise dargelegt sein, 


§ 2. 


Ueber die von Helmholtz theils angedeuteten, theils vielleicht 
beabsichtigten Correctionen. 


In seiner Antwort an Clausius (1854, S. 257 ff.), deren Inhalt spi- 
ter (1872, 8. 61) von Neuem wiederholt wurde, bemerkt Helmholtz, 
dass seine Formeln (32) gewisser Correctionen bediirften. Ein 
elektrischer Strom von der Starke J repr#sentire nimlich durch 
sein blosses Bestehen ein eigenthiimliches Arbeitsiquivalent vom 
Werthe [— 4 qJ?] ***) und jene Correctionen bestiinden lediglich 
darin, dass daselbst die diesen Arbeitsiquivalenten entsprechen- 
den Glieder noch hinzuzufiigen seien. 
Auch geht aus seinen Worten (1854, S. 258) deutlich hervor, 
dass eine Steigerung des Arbeitsiiquivalentes [— 4 qJ*] als eine 
durch den Strom geleistete Arbeit aufzufassen, also in gleiche 
Linie zu stellen sei z. B. mit der durch den Strom erzeugten 
Wiarme. ; 
Diesen Andeutungen zufolge wiirde die urspriingliche He |mholtz’- 
sche Theorie (31), (32) folgendermassen abzuandern sein: 


*) Unter der elektrodynamisch erzeugten lebendigen Kraft ist derjenige Theil 
von lebendiger Kraft zu verstehen, welcher speciell durch die elektrodynamischen 
Krafte hervorgebracht wird. Dieser Theil aber besitzt in der That [vgl. die For- 
meln (15, A, B)] den Werth: 

~—J-d(j,Q), I IS, dQ. 
**) Die betreffenden Formeln in der Helmholtz’schen Schrift (1847, S. 64 
und 6¥) lauten: 

AJdt =wJ*dt ++ JaV, (AT AS dt=(wdT*4-w/F 2)dt4+-IT dV; 
dass dieselben mit den obigen Formeln (32) identisch sind, ergiebt sich augen- 
blicklich, falls man nur beachtet, erstens dass das von Helmholtz mit 


V I . V 
bezeichnete Potential dasselbe ist, welches von mir mit 
— 2(5:Q) =< 


benannt worden ist, und zweitens, dass die Helmholtz’sche Constante a bei degp 
von mir zu Grunde gelegten Maasseinheiten den Werth Hins besitzt. 


*#*) Helmholtz schreibt [{pJ*]. Doch geht aus jener Stelle unzweifel- 
haft hervor, dass das Helmholtz’sche p identisch ist mit meinem -- q. 
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Die in dem Systeme (J, M,) ver- 
brauchte Spannkraft AJ dt zerfallt nicht 
in zwei, sondern in dret Theile, von 
denen die beiden ersten die schon ange- 


gebenen  Verwandlungen erfahren, wah- | 


rend der dritte zur Steigerung des eigen- 

thiimlichen Arbeitsdquivalentes [—}qJ*] 

verbraucht wird, so dass man also an 

Stelle der Formel (32) erhélt: 

(33) AJdt =wJ*dt — J - dZ(j,Q) 
+ a(—44J"). 
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Die im Systeme (J, J,) verbrauchte 
Spannkraft (AJ + A,J,)dt zerfallt 
ebenfalls in drei Theile, von denen wie- 
derum die beiden ersten die schon genann- 
ten Verwandlungener fahren, wahrend der 
dritte zur Steigerwng des eigenthiimlichen 
Arbeitstquivalentes [— 4 qJ? — 44,437] 
verbraucht wird, so dass man also statt 
der Formel (32) folgende erhdlt: 


+4|—4qJ*—44,J7)- 


Die von Helmholtz im Jahre 1854 fiir seine urspriingliche Theo- 
rie angedeutete Correction besteht also darin, dass den rechten Seiten 
der Formeln (32) die Glieder zuzufiigen sind: 


(34) a(—4qJ*), 


ad(—49d?—4aJ?], 


Correctionen, welche von den von mir (1871) proponirten sehr stark 


verschieden sind*), 


Uebrigens kénnte aus dem Inhalt des Helmholtz’schen Auf- 
satzes von 1870, namentlich aus einer gewissen Stelle desselben (8. 70, 


_71), wo es heisst 


jedes System elektrischer Stréme reprasentire durch sein blosses 
Bestehen ein Arbeitsiiquivalent, welches identisch sei mit dem 
negativen Potential des Systemes auf sich selber, 
gefolgert werden, dass Helmholtz (wenigstens zu jener spateren Zeit) 
nicht mehr die Correctionen (34), sondern vielmehr folgende fiir noth- 


wendig erachtet habe: 
(35) d[—$qJ*—40,—J- 24Q)], 


d(— sad? — tad? — QJd). 


Noch andere Méglichkeiten liegen vor. Denn es wiire denkbar, 
dass Helmholtz die Ampére’sche Vorstellung, derzufolge der magne- 
tische Zustand eines Kérpers auf elektrischen Molecularstrémen beruht, 


nicht anerkenne, und 


dass also nach seiner Ansicht jenes soeben erwihnte Arbeits- 
aiquivalent fiir ein aus elektrischen Strémen J, J,,--~- und 


magnetischen Kérpern M, M,, 


-++ bestehendes System nicht 


mehr durch das negative Potential des ganzen Systemes, sondern 
vielmehr durch das negative Potential des partiellen Systemes 


(J, Ji, — 


-) ausgedriickt sei. 


*) Die von mir (1871) proponirten Correctionen sind nimlich nach (29. «, f) 


folgende: 
d(—4qJ*—4C,—J-2(j,Q)), 


wo iibrigens C, (als Constante) auch fortgelassen werden darf. 


d(—}qJ*?— 34d — QJJ;], 
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‘Bei solcher Ansicht wiirden die Correctionen (35) zu ersetzen sein 
durch folgende: 

(36) d(—t4J*), 1 4@[—$qJ*—4ad°— QI), 
und beiliufig bemerkt, wiirden diese letztern Correctionen (36), die 
allerdings auf einer ziemlich unwahrscheinlichen Conjectur beruhen, 
die einzigen*) sein, durch welche die urspriinglichen Helmholt2’- 
schen Formeln (32) mit dem gewihnlichen Inductionsgesetz (16, 16) 
in Einklang gesetzt werden kinnten. 

Dass die Correctionen (34) diejenigen sind, welche Helmholtz 
durch seine Andeutungen von 1854 beabsichtigte, ist wohl kaum zweifel- 
haft; aber entscheiden zu wollen, welche von den Correctionen (34), 
(35), (36) im Sinne seines spiitern’ Aufsatses von 1870 die richtigen 
sind, diirfte schwierig sein. 

Wie dem auch sei — trotzdem ist die Verschiedenheit der von 
Helmholtz beabsichtigten Correctionen gegeniiber den von mir selber 
(1871) proponirten nachweisbar, wie sogleich gezeigt werden soll. 

Die Suppositionen, auf denen die von Helmholtz im Jahre 1847 
fiir die Magneto- und Volta-Induction aufgestellten Formeln, sowie die 
spiter von ihm angedeuteten Correctionen dieser Formeln, basirt sind, 
diirften der Hauptsache nach bestehen in dem Princip der lebendigen 
Kraft und in der Vorstellung constanter Magnete; und auf denselben 
Suppositionen beruhen andrerseits auch die von mir, im Jahre 1871, 
angegebenen Cor~ectionen. Die trotzdem zwischen den beiderlei Cor- 
rectionen stattfincende Differenz diirfte dadurch erklirbar sein, dass 
die Helmholtz’sche Anschauung vom Princip der lebendigen Kraft 
wahrscheinlich eine etwas andere ist als die meinige. — Doch es han- 
delt sich hier nicht um die Erkldrung, sondern um die Constatirung 
jener Differenz. Zu diesem Zweck erlaube ich mir auf folgende Um- 
stande aufmerksam zu machen: 

Helmholtz bemerkt in seiner urspriinglichen Schrift (1847, 
S. 65 sq.), dass die von ihm daselbst fiir die Magneto- und Volta- 
Induction aufgestellten Formeln in Einklang stinden mit den gewoéhn- 
lichen und fir richtig geltenden Gesetzen; Analoges bemerkt er spiiter 
(1854, 8. 259) mit noch grésserem Nachdruck hinsichtlich der von ihm 
inzwischen corrigirten Formeln; und dieselbe Bemerkung wiederholt 
sich auch in seinen Aufsitzen neuester Zeit (1870, 8. 69) und (1872, 
S. 62). Die von Helmholtz theils angedeuteten, theils vielleicht 


*) Nur deswegen erwiihne ich dieser sonderbaren Conjectur. Denn es geht 
daraus hervor, wie sehr schwierig es ist, irgend ein bestimmtes Princip zu fin- 
den, vermége dessen fiir die urspriinglichen Helmholtz’schen Formeln (32) Cor- 
rectionen sich ergeben, durch welche die zwischen ihnen und zwischen den For- 
meln des gewébnlichen Inductionsgesetzes vorhandene Kluft ausgefiillt wird. 
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auch nur beabsichtigten Correctionen sind also stets von solcher Art 
gewesen, dass sie seine urspriinglichen Formeln in Einklang liessen, 
respective in Kinklang brachten mit den fiir richtig geltenden Gesetzen. 

Von wesentlich anderem Charakter sind diejenigen Correctionen, 
zu denen ich meinerseits, im Jahre 1871, auf Grund der schon ge- 
nannten Suppositionen mich hingedringt sah. Denn dass diese von 
mir gegebenen Correctionen zu Formeln fiihren, welche mit den fiir 
richtig geltenden Gesetzen theilweise in Widerspruch stehen, und dass 
eben in Folge dieses Widerspruchs fiir mich die Nothwendigkeit er- 
wuchs, einen gewissen Bestandtheil jener Suppositionen, nimlich die 
Vorstellung constanter Magnete, fiir unzulissig zu erklaren, — ist im 
vorhergehenden Aufsatz dargelegt worden. 


Obwohl also die von Helmholtz theils angedeuteten, theils viel- 
leicht beabsichtigten Correctionen mehr oder weniger unbekannt sind, 
so geht dennoch aus den dariiber von Helmholtz selber gemachten 
Angaben deutlich hervor, dass dieselben wesentlich verschieden sind 
von den von mir (1871) fiir nothwendig befundenen Correctionen. 


Das Ergebniss der von Helmholtz selber gegen seine Schrift von 
1847 theils geiibten, theils vielleicht beabsichtigten Kritik besteht, wie aus 
seinen eigenen Angaben (1847, S. 65 sq.), (1854, S. 259), (1870, 8. 69), 
(1872, S. 62) hervorgeht, in der Behauptung, dass die genannten Sup- 
positionen (das Princip der lebendigen Kraft wnd die Annahme con- 
stanter Magnete) mit den gewéhnlichen und fiir richtig geltenden Ge- 
setzen in Einklang gebracht werden kinnen. Das Ergebniss der von 
mir selber (1871) geiibten ,, Kritik“ hingegen besteht in der Behawptung, 
dass die Herstellung eines solchen Einklanges unmoglich und folglich 
die eine jener beiden Suppositionen unhaltbar sei. 

Hieraus folgt, dass die von mir gegen die Helmholtz’sche Schrift 
von 1847 geiibte ,, Kritik* in hohem Grade verschieden ist von der von 
Helmholtz selber ausgeiibten, und dass also die diesen Unterschied in 
Abrede stellende Bemerkung von Helmholtz auf Irrthum beruht. 








Notiz zu dem Aufsatz: Ueber die Elementargesetze der Krafte 
elektrodynamischen Ursprungs, Bd. 5, Seite 602. 


Von Cart Neumann in Lerpezia. 


Der in jenem Aufsatz 8S. 606 angegebene (mit schrigen Lettern 
gedruckte) Satz ist wnrichtig. Bei der erforderlichen Berichtigung er- 
langt der Text jener Seite eine etwas andere und zugleich auch ein- 
fachere Gestaltung, nimlich folgende: 

yln héchstem Grade bedenklich miisste es sein, irgend ein Ele- 
»mentargesetz zu adoptiren, welches in Widerspruch steht mit dem 
,allgemeinen Princip der Action und Reaction. Zu untersuchen ist 
»daher, ob die durch das Elementargesetz (7) zwischen zwei elektri- 
»schen Stromelementen Ds,, Ds, indicirten Promoventen und Revol- 
»venten den Anforderungen dieses Princips Geniige leisten.“ 

»Dass solches in der That und zwar fiir jeden beliebigen Werth 
,der Constanten k der Fall ist, ergiebt sich augenblicklich, falls man 
»nur beachtet, dass der in (7) enthaltene Ausdruck p lediglich abhingt 
,von der relativen Lage der beiden Elemente.“ 

»Von dieser Seite her steht also der Annahme des Gesetzes (7) 
»kein Bedenken entgegen.“ 

»Da traten plétzlich, vor etwa drei bis vier Monaten, Hindernisse 
,anderer Art mir in den Weg, welche ich fiir uniibersteigbar halte, 
a 8 a . 


(Weiterhin bleibt Alles ungeindert.) 


Ich verdanke diese Berichtigung einer gelegentlichen Bemerkung 
von Helmholtz (Monatsberichte der Berliner Akad. d. Wss., Februar 
1873, 8. 94). 
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Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen 
Functionen*). 


Von M. Néruer in HeImpe.Bera. 


In einer Reihe von geometrischen und functionentheoretischen 
Arbeiten findet sich eine Liicke, die das Folgende auszufiillen bestimmt 
ist. Das Theorem: 

»dass sich die Gleichung einer algebraischen Curve f =, die 
durch den vollstindigen Schnitt zweier solcher Curven g = 0, 
w = 0 hindurchgeht, in die Form setzen lisst 


=Ap-+ By, 
wo A=0, B=0 ebenfalls Gleichungen von Curven sind; “ 
mit andern Worten, der Satz: 
f 


»dass eine rationale Function = zweier Variabeln s, z, zwischen 


denen eine algebraische Gleichung » = besteht, eine ganze 

Function A von s und g ist, wenn sie nur fiir s = oo oder 

g == oo unendlich wird, “ 
ist nur so lange richtig, als kein Theil des gemeinschaftlichen Werth- 
systems von gp = 0, » =O aus vielfachen Punkten von mg = 0 oder 
¥ = 0 besteht. Aber auch von dem erweiterten Satze fiir diesen letz- 
ten Fall, fiir welchen die hierbei nothwendigen Bedingungen der Giil- 
tigkeit noch nicht aufgestellt worden sind, hat man schon vielfache 
Anwendung gemacht; wie z. B. beim Beweis der Anzahl p der end- 
lichen Integrale in der Theorie der Abel’schen Functionen**) der 
Herren Clebsch und Gordan, in meinem analogen Beweis der Er- 
haltung der Zahl p bei eindeutigen Transformationen algebraischer 
Gebilde von mehreren Dimensionen***), ebenso von Herrn Fuchs in 
Borchardt’s Journal, Bd. 73+), etc. 








*) Abgedruckt, mit Ausfiihrungen, aus den Gétt. Nachrichten, 1872, pag. 490, 
**) $$ 5, 14. 
***) Math. Annal. II, p. 293. 
+) S. 308, 309, 332, 
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Die Kenntniss der nahern Bedingungen des Satzes wird in den- 
jenigen Fallen nicht nothwendig, in welchen sich die Anzahl der in 
f 


. noch vorhandenen willkiirlichen Constanten im Voraus genau be- 


stimmen und mit der einer ganzen Function A vergleichen lisst, da 
die Gleichheit dieser Zahlen die Identitit f= Ag + By nothwendig 
mit sich fihrt. Ohne diese Bestimmung dagegen kann man iiber das 
volistiindige Schnittpunktsystem von f= 0 und yy = 0 keine Schliisse 
ziehen. 

Auch die schon von Roch erwihnte*) Bedingung fiir die ange- 
gebene Darstellung von /, dass in einem Doppelpunkt von y = 0 die 

f 


rationale Function > von s,¢ nur einen Werth besitzen darf, ist im 


allgemeinen Falle noch nicht hinreichend. Die hier folgende Unter- 
suchung ist eine Erweiterung des in diesen Annalen, Bd. II, p. 314, 
gegebenen und fiir den einfachen Fall giiltigen Beweises. 


I. 


Ich werde zuniichst das Verhalten einer Curve f—O in einem 
singuliren Punkte P von g = 0, » = 0, in dessen Néhe sie die Glei- 


chungsform 
A’ + By =0 
besitzen soll, feststellen. 

Im Punkte P (¢ = 0, s = 0) besitze m einen q-fachen, y einen 
r-fachen Punkt, und es sei y >q. Man kann zeigen, dass eine Reihe 
von Relsticnsn fir die Coefficienten von f= 0, und zwar fiir die 
Glieder O'* Ordnung bis incl. (r + q — 2)'*" Ordnung in Bezug auf s 
und zg, bestehen muss. 


Einmal verschwinden die Glieder O'", 1'", - - -, (¢ — 1)'* Dimen- 
sion in f, was sist) Bedingungen abgiebt. 


Sodann erhalt man durch Vergleichung der Glieder (q + #)'* Di- 
mension i= 0, 1, ---, r— q— 1) auf beiden Seiten der identischen 


Gleichung paso + Be 
=A ? 


wo A’, B’ unbestimmte ganze Functionen von s, ¢ sind, g+i+1 
lineare Gleichungen zwischen den 
qg+i+1 Coefficienten der Glieder (¢ + ¢)'* Ordnung von f, 
und i+ 1 i gter - oe 
Eliminirt man aus -diesen und den vorhergehenden Gleichungen die 
Coefficienten v_.« A’, so folgen q lineare homogene Relationen fiir die 


*) Borchardt’s Journal, Bd, 66, 8. 100. 
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Coefficienten der Glieder q'* bis (q + 7)'** Ordnung von / (Beriihrungs- 
relationen fiir f= 0, gp = 0). 

Endlich erhilt man durch Vergleichung der Glieder (r + 7)'" Di- 
mension ({ = 0, 1, ---, g— 2) r+i-+1 lineare Gleichungen .zwi- 
schen den 

r +2i-+ 1 Coefficienten der Glieder (r + 7)'*" Ordnung von /, 

r—q+t+l ” ” »n (—q+i" 5 » A, 

und i+ 1 ° gr . oa 
Und eliminirt man aus dion und io vorhergehenden Gleichungen 
die Coefficienten von A’ und B’, so folgen g — i — 1 lineare homo- 
gene Relationen fiir die Coefficienten der Glieder gq‘ bis (r + 4)! 
Ordnung von f (von denen die fiir i = 0 als Bedingungen einer héhern 
Involution zwischen den Tangentensystemen von /, g, w im Punkte P 
aufgefasst werden kénnen). 


Im Ganzen ergeben sich so 
—1 
seth) bp anne oat 4a ) mr-g 


Bedingungen fiir die Coefficienten von f, in den Gliedern 0‘ bis 
(r + g—2)'" Dimension in Bezug auf s und z. Die Glieder (r-++ q—1)'* 
und héherer Ordnung sind dagegen ganz willkiirlich. Nur in den spe- 
ciellen Fallen, in welchen im Punkte P mehr als r - q Schnittpunkte 
der beiden Curven g,y zusammenfallen, wird sich die Zahl dieser Re- 
lationen erhiéhen und auch auf Glieder von héherer, als (r + q — 2)' 
Ordnung erstrecken. 


Dabei ist noch zu bemerken, dass, wenn f in P einen m-fachen 
Punkt (m >~q) besitzt, einem Theil dieser Relationen dadurch identisch 
geniigt wird, dass man auch A’ einen (m — q)-fachen Punkt, und 
(fiir m > r) auch B’ einen (m — r)-fachen Punkt in P giebt. Fiir 
die Glieder m'*' Ordnung etc. bleiben dann noch immer die oben an- 
gegebenen Relationen bestehen. Fiir m == 7 + q — 1 wird der m-fache 
Punkt von f willkiirlich. 

Nach Erfiillung dieser Bedingungen in jedem singuliren Punkte 
von y = 0 kann man sagen, dass in allen Punkten der Fliiche, welche 
die Verzweigung der durch die Gleichung » = 0 definirten algebrai- 
schen Function s von ¢ darstellt, die wie s verzweigte Function f 
den Charakter einer ganzen Function von s und z besitzt. 


Ich definire dieses Verhalten noch niher. 
Kine ganze Function A unterscheidet sich in ihrem Verhalten von 


f 


einer rationalen Function p VON § 2, die nur fiir s = co oder 2 = co: 


unendlich. wird, nur in den zusammenfallenden und sich, ganz oder 
theilweise, aufhebenden Verzweigungspunkten. Wihrend man in einem 
Mathematische Annalen. VI. 23 
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solchen Punkte P (¢ =a, s==b) die verschiedenen Entwicklungen 
einer rationalen Function von s, z nach aufsteigenden Potenzen von 
(¢— a) als von einander unabhingig annehmen und nicht nur den 
spiiteren, sondern auch den ersteren Gliedern dieser Entwicklungen 
beliebige Werthe geben kann*), besteht zwischen solehen Entwick- 
lungen einer ganzen Function A in P: 


ay+|a,(s—b) + b,(¢—a)] + |a, (s—b)? + b, (s —b) (2a) +¢,(2—a)?|+--+, 


wo fiir s die verschiedenen Entwicklungen nach Potenzen von (z —- a) 
aus der Gleichung ~ = 0 einzusetzen sind, eine Reihe von Beziehungen 
fiir die Coefficienten der ersteren Potenzen von (¢ — a), da die Gréssen 
fy, @,, b,, a, ete. dieselben sind fiir die verschiedenen Entwicklungen. 
Wenn z. B. in P r Werthe von s in s =} zusammenfallen, ohne dass 
hierbei Verzweigung eintritt, so findet man zwischen den Coefficienten 
von (¢ — a)® in den r Entwicklungen +r — 1, zwischen den von (z—a) 
r — 2, zwischen den von (¢ — a) und) (¢ — a)? r —3 Bedingungen ete. 

Wenn die Entwicklungen einer Function f diesen Bedingungen 


geniigen, so hat sie in P den angegebenen Charakter, und die hier 
gefundenen Gleichungen sind identisch mit denjenigen, welche dureh 
Elimination der Coefficienten von B’ aus den auf dem ersten Wege 
gegebenen Gleichungen folgen. Die Bedingungen kéiunen dadurch 


identisch erfiillt werden, dass s in P, wenn dort x Werthe von s zu- 
. 


sammenfallen, (7 — 1)-fach verschwindet. 


I. 


Es soll nun nachgewiesen werden, dass eine rationale Function 


sim, 


von s, 2, welche fiir alle Werthsysteme von s, z, fiir welche » = 0 
ist, den Charakter einer ganzen Function von s,¢ hat, eine ganze 
Fanction A von s, z ist; d. h. dass f dann von der Form ist: 


f=Ao+ Bo. 


Zuniichst mégen durch eine lineare Transformation, indem man 
2+ as fiir z setzt, f, p und w» so umgeformt werden, dass das Glied 
héchster Dimension in s von yw eine Constante als Coefficienten habe; 
und sei alsdann » diese Dimension. Wenn ® die durch Elimination 
von s gebildete Resultante von m und w bezeichnet, so hat man: 


(1) b=ig+uy, 


wo A und w ganze Functionen von s, z sind. Ferner erhalte man, indem 


*) Vgl. Riemann, Abel’sche Functionen, § 8 Anmerkung, 
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man Af durch y dividirt und den Rest auf die (w — 1) Dimension 
in Bezug auf s erniedrigt: 


(2) if—ve +X, 
wo X = O,s"—-' + O,s"-? +---4 9,, 


und wo y eine ganze Function von s, z, die ®;, wie ®, ganze Functio- 
nen von ¢ allein werden, : 
® besitze nun den Factor (¢ — a)‘; man kann zeigen, dass als- 
dann dieser Factor auch in allen ®; enthalten ist. . 
Fiir z= a moégen von den n Werthen von s, fiir welche auch 
v =0 wird, r (ry < k) zusammenfallen in s =); die iibrigen n — r 
Werthe seien ¢,, ¢,, +--+, Car. In einem solchen Punkte ¢; (s = ¢;, 
z=) beriihrt, wie aus den Gleichungen (1) und (2) folgt, die Curve 
4 = 0, folglich auch die Curve X = 0 die gegebene Curve y = 0 in 
der (4 — 1)" Ordnung. Fiir diesen Punkt hat man also k Bedingungen, 
welche aus den Gleichungen 
7 ae 
on dx d pe 


: == (), ee ait = () 


: . ts d's — 
hervorgehen, indem man die Gréssen aa aus den Gleichungen 
az 


dy _o. d*—ly' 0 


dz ie 


’ 


aZ—' 
bestimmt und sodann fiir s, z das Werthsystem ¢;, a einsetzt. Seien mit 


do? a—o2 


o, bes 
. ") 2.7 , a 


die Werthe der ®; und deren Differentialquotienten nach z fiir z= a 
bezeichnet. 

Fiir die » — r Punkte ¢; erhiilt man auf diese Weise k Systeme 
von je »—vr Gleichungen, von welchen das h'* System aus » — r 
Gleichungen besteht, die linear und homogen sind in Bezug auf die 


Groéssen 
d Oo? d h 1 ;’ 


0 + oa 9 
0;°, EL. dz’! t= 1, mm * *.3 m). 


dz 
Ich werde nun zeigen, dass man nach der in I. gefiihrten Unter- 
suchung durch die Betrachtung des Verhaltens der Curve X =O im 
Punkte P (s =b, z= a) noch weitere k Systeme erhiilt, deren h'* 
aus + Gleichungen besteht, die ebenfalls in Bezug auf die eben ge- 
uannten Gréssen linear und homogen sind. 
Nach der Annahme ist in der Niihe des Punktes P, wenn man 
nach aufsteigenden Potenzen von (2 — a) und (s— b) ordnet, die 
Function f identisch mit einer Entwicklung von A’g + B’y; also 


. 23* 






| 


356 M. Noruer. 


X=iaf—vy=—AA' p+ (AB —v)p = A'O+4+ (AB —wA' — v)v, 
d. h. X ist von der Form: 

3) X=[(—at +a, —aht +...) A404, 
wo A’ und C ganze Functionen von z — a, s — 6 sind. 


Wegen des r-fachen Punktes P von X verschwinden nun zunichst 
X und die simmitlichen partiellen Differentialquotienten dieser Grosse, 
nach z und s genommen, bis zu den (r — 1) incl., fiir =a, s=b. 
Die darunter enthaltenen r Gleichungen 
“2 =, fir s=a,s—b, (=, 1,---,r—1), 
bilden r homogene lineare Relationen fiir die ©, welche in Verbin- 
dung mit dem ersten der fiir die Punkte ¢ aufgestellten Systeme, be- 


wirken, dass simmtliche 9;° verschwinden; denn die Determinante der 


m Gleichungen, von der Form 2» 4 ¢,"—'c,"—* ----, verschwindet 
nicht, wenn nicht von den » — r + 1 Punkten ¢ und P zwei zusam- 
menfallen, was bei einer allgemeinen Lage des Coordinatensystems 
nicht geschieht. 

Ich nehme nun an, dass die Curve 0 = C in P einen 9-fachen 
Pankt besitzt; man kann dann, fiir @ << k — 1, zeigen, dass C in P 
einen (9 + 1)-fachen Punkt haben muss. 

Sei zuerst @o << k —r. Wegen des o-fachen Punktes von C hat 
dann nach (3) die Curve X = 0 einen (@ + r)-fachen Punkt in P. 
Man hat daher die @ Systeme von je r Gleichungen, giiltig fiir s = b, 
=a: 

ax 
ézds' 
ait'x 
dz? ds'— 
te ae 


a, . ; b ” 
az? ds*—' 


~a oa G (i=1, 2+, r), 


= () 


i ? ” ? 


Verbindet man diese Systeme je mit den entsprechenden der fiir die 
Punkte ¢ gegebenen, so folgt successive, da das Verschwinden der De- 
terminante eines Systems immer die oben angegebene Bedeutung hiitte, 
dass nicht nur simmtliche 


o°=0, 
sondern dass auch simmtliche 
de? eo 2p? : 
qe 9, Ga =9,-:- —S —0. 
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Vergleicht man nun weiter die Glieder (r + @)'* Ordnung in 
(s — b) und (2 — a), auf beiden Seiten der Gleichung (3), so ver- 
schwinden auf der linken Seite die Coefficienten von (s — b)”+@, von 
(s — b)r+e—-! (2 — a), ---:: , und von (s — bd)’ (¢—a)¢, da diese 
Coefficienten lineare homogene Functionen der Gréssen 9°, ----, 
0 
= oi sind; daher verschwinden auch die Soefficienten dieser Pro- 
ducte auf der rechten Seite, das sind die Coefficienten der Glieder 
oe’ Ordnung von C; und man hat auch 
dt to? 
azet! 


Genau dieselbe Schlussweise wendet man auch fiir e S k — r an, 
indem’ man nur durch Vergleichung derjenigen Glieder (r + @ — 1)'*" 
Ordnung, welche (2 — a) zu einer niedrigeren als der k'*" Potenz ent- 
halten, welche also auf der rechten Seite von (3) nur in Cy vorkom- 
men, die Relationen aufstellt: 


gith—-ly ‘ \ 
az'as’—! = 0, (J=1, 2,---7; h=k—r,k—r-+1,--- 9), 
woraus ne 

[= = 0 

oz" 


folgt, sodann aber, wie vorher, durch Vergleichung der Glieder 
(r + @)'" Ordnung von (3) das Verschwinden der Glieder g' Ord- 
nung von C nachweist. 
Das hiér nachgewiesene Gleichungssystem fiir s = b, 2 =a: 
oahtjoly 
Set a (he 4p): dm By feb Borah 


ez’asi—! 


stellt die r-k nach der allgemeinen Theorie fiir P existirenden Be- 
dingungen dar. Aus ihnen, in Verbindung mit den (n — r) k fiir die 
Punkte c gefundenen Gleichungen, folgt, dass die ®; und deren 1", 
2te, ... (k — 1)” Differentialquotienten nach z fiir 2a simmtlich 
verschwinden. 

Daher haben alle ®; die Grésse (¢—a@)* zum Factor; und da 
nach unserer Annahme dasselbe auch fiir die iibrigen Factoren von ® 
eintreten muss, so ist ® selbst ein Factor aller ®;. Und man hat die 


Darstellung: ' 
Af~vy + AO = Ap + (Aut) v. - 


Da nun f und Ag ganze Functionen von s,¢ sind und 4 und y kei- 
nen Factor gemein haben, muss 4 in Au + v theilbar sein und f ist 
folglich von der Form 


f=Agt+ By. 
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Fiir die Punkte, in welchen s = 00 oder ¢ = oo wird, haben sich 
bei dieser Darstellung keine weitern Bedingungen fiir die Function 
f 
9 
nommenen Gleichungsform im Allgemeinen vielfache Punkte von 
gy =0, »=0 in dem Schnitt der unendlich fernen Geraden ¢ = 0 
mit zwei Geraden z + as = 0, ¢ + Bs = 0; und somit lisst sich als- 
dann nur /, mit einer gewissen Potenz von ¢ multiplicirt, auf die Form 


Ag + By bringen. 


ergeben. Geometrisch aufgefasst, existiren aber bei der hier ange- 


Tl. 


Auch zur Erweiterung des in II. fiir algebraische Curven gegebe- 
nen Satzes auf Fldchen und héhere algebraische Gebilde reichen die in 
I. und Il. angestellten Betrachtungen vollstiindig aus. 

Seien nimlich f, g, w ganze Functionen von s-und 2,, 2, - + + Zm- 
Man kann dann wieder, indem man wie in II. verfahrt, die Glei- 
chungen (1) und (2) aufstellen und hat nur wieder nachzuweisen, dass, 
wenn ® die k'* Potenz einer irreductibeln ganzen Function R von 
2,,°°* 2m als Factor enthiilt, diese Grésse R* auch Factor simmt- 
licher ®; in X wird. 

Ich behandle zuniichst den Fall der Fléchen, fiir m = 2. Sei 
X = 0 eine Fliiche o', K = 0 ein Kegel tr" Ordnung. Damit X = 0 
theilweise zerfalle in R* —0, geniigt es offenbar, dass X — 0 eine 
endliche Zahl (héchstens ot + 1) von Kanten des Kegels zu k-fachen 
Geraden habe. Die Bedingungen aber, unter welchen eine solche 
Kante k-fache Gerade von X = 0 wird, sind in II. gegeben worden. 
Danach muss sich nur in dem Punkte der vielfachen Schnittcurve von 
y =0, »y=0, nach welchem diese Gerade geht, und zwar in einer 
beliebigen von ihm ausgehenden Richtung auf der Fliiche y» = 0, 


welche durch den Parameter z bezeichnet sei, - f verhalten wie eine 
ganze Function A’ von s, z. 


Damit also die Darstellung 


‘=Agp+ By 

moglich sei, ist nothwendig und hinreichend, dass sich in einer-end- 
lichen (aber geniigend grossen) Anzahl von Punkten der Schnittcurven 
von pg =0, ~=0, und zwar je in einer durch einen solchen Punkt 
hindurehgelegten Ebene, f verhalte wie A’g + B’y, wo A’, B’ ganze 
Functionen von s, 4,, #, sind, die fiir die verschiedenen Punkte will- 
kiirlich angenommen werden kénnen. 

Auf das Verhalten von f in einzelnen singuliren Punkten der 


Schnittcurven von g = 0, »y = 0 hat man folglich beim Beweise dieser 
Darstellung nicht einzugehen. 
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Auch fiir héhere, m-fach unendliche Gebilde gilt dieser Satz in 
analoger Weise; denn, obwohl hier X =O und R =O eine unend- 
liche Menge von Kanten gemein haben kénnen, ohne dass R in X 
enthalten ist, so ist doch klar, dass bei einer geniigend grossen end- 
lichen Menge derselben, die eine allgemeine Lage auf R = 0 haben 
und zugleich auf X = 0 liegen sollen, R nothwendig Factor von X 
’ wird. Auch hier geniigt die in I. festgestellte Angabe des Verhaltens 
von f in einer endlichen Menge von Punkten des (m — 1)-fach un- 
endlichen Schnittsystems von g = 0, y =, und in einem jeden die- 
ser Punkte nur innerhalb eines durch ihn gelegten 2-fach unendlichen 
ebenen Gebildes. 

Wenn @ q-fach, w r-fach lings eines (m — 1)-fach unendlichen 
Schnittsystems verschwindet, so sind die hierbei fiir f auftretenden 
Bedingungen auch hier dadurch identisch zu erfiillen, dass f noch 
(q-+r — 1)-fach lings desselben verschwindet. Dieser Fall tritt z. B. 
beisden in der Einleitung erwihnten Beweisen. fiir die Erhaltung der 
Zahl p auf. : 


Heidelberg, den 17. October 1872. 


Ueber ein bestimmtes Integral. 


Von A. Enneprer in GOTTINGEN. 


Nach dem Vorgang von Gauss sei i=) —1, ferner werde zur 
Vereinfachung gesetzt 2 = x + yi, wo y eine wesentlich positive, 
reelle Quantitaét ist, welche nicht verschwindet. Ist m» reell und von 
Null verschieden, so dass n > 0, so ist das zu betrachtende Integeal: 


“ tzu 
1 = : ; 
(1) J oats OM, 
v0 


wo nach der Transformation ¢ = 1 zu nehmen ist. Die Gleichung (1) 
nach ¢ differentiirt und mit 2” muitiplicirt giebt: 


4 tou 
oo. or ? 2 u , 
2n — = —2nz . du, 

ct (i + uty "rt 

0 
oder auch: 
wo 

Pe —tsu 0 1 
Qn Ae = sg fe tzu ; —__—_— Ou. 

€ e ou ¢ -f u?) 

0 


Durch partielle Integration lasst sich die rechte Seite dieser Gleichung 
auf die Form bringen: 


eo) 
i) 
—tzu 


—2z+t2 / aa 
+) ater 
d. i. nach (1): a 
= Cr = 
—#+t (i + re). 
Es geniigt also r der folgenden Differentialgleichung: 


er or , 
(2) ta —2n at + tr2? = a2. 


Co 
Diese Gleichung geht mittelst der Substitution : 
(3) ry == gf?"tig2atl 
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tiber in: 


ers 


as t 
(4) toa +2 (m+ 1) 5 + tse = Sagi 


Zur Integration dieser Gleichung betrachte man die beiden folgenden 
lntegrale: p 


p = fero-s0e (us — 1)"du = fermi(w — 1)*du, 
1 1 


(5) 1 1 


° 


q = fetw-=o~(1 — u?)"du = femal — u*)"Ou. 


—_ —1l1 





~~ 


p 


In den. Ausdriicken fiir p und at setze man tu =v, dann folgt: 


nk 


peratt am fe—u-=00(92 ee t?)"dv ‘ 
e 
t 


. nD 
oP t22+2 sith val (y ae xt) ferersm oe? t)" ov. 
t 


Fiir ¢ = 0 geben diese Gleichungen: 





TT (2m) 
a | (pt2™+1), = >a 
(6) 
op an+2) —_ TT (2 + 1) = 
|@ , ye — eet 


wo allgemein: 


nD 
o 


TT (m) -| e—“u™ou. 


v0 . 


Die Gleichungen (5) sind nur zulassig, wenn y > 0. Aus der zweiten 
Gleichung (5) findet man leicht fiir ¢ = 0: 


1 


(7) = fa — u)\"du = 22"+! 
i 


TTin? 
TT (2n-+1)° 


Setzt man wieder x + yi =z, so leitet man aus den Gleichungen (5) 
durch Differentiation und nachherige partielle Integration die folgen- 
den Gleichungen ab: 
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A(ut—1)"*? . 


a 2 (n + 1) op = (y a xt) frw xriju au 


ou 


= (y ‘ “£i)*t fe-to—z0 (u? vs 1)"+1 du, 
1 


. 
% : 0. 
2 (m +- 1) ae  —- (y —_ rt) ferw2m — w*) ou 


u 
—1 


= (y — sit _f cuz (1—w*)"t+ du. 
—§ 


In Folge der Bedeutungen von p, gq und z geben diese Gleichungen: 
¢? D op 
CP +2 (m4+1) 2% + tps? =0, 


t24 4 2(n4+1) Of 4+ tga? = 0. 


Durch Elimination von 2? folgt: 


2 ) ) 
t(p out — 1 Ger) $2 +1) (vot —a SP) = 0, 


(8) 





Durch Integration nach ¢ erhilt man hieraus: 
é c , 
@  . (ef -aie—a, 


wo @ eine Constante bedeutet. Nimmt man zu deren Bestimmung 
t= 0, so erhalt man mittelst der Gleichungen (6) und (7): 


TH (nj? 22" +! 


(10) t= noe «Ye 


(y— #1) 
Wegen der Gleichungen (8) ist das allgemeine Integral der Gilei- 
chung (4): 


(11) ; s=pP+4qQ, 
wo P und Q durch die Gleichungen: 
oP 
P ot +4 2 ated 
Cp eP eg oY 1 
ae ote a gem pent? ? 


bestimmt sind. Mit Riicksicht auf die Gleichung (9) folgt: 








(12) 


(13) 


Setzt 


fiir s 
(14) 
Mit F 
(15) 


(16) 


Fiir ¢ 
Aus ¢ 


Nim 


Integr 
und ¢ 


(17) 


Fiir e 
op 

at’ 
Es ist 



























ag 


Ueber ein bestimmtes Integral. 






! 


(12) - as** o —q= — f eto-s00(1 —u*)"du, 


n 
. 


(13) pata OP p= fertomans (u2 — 1)"au. 
i 


Setzt man in der Gleichung a und in der Gleichung: 
ds 

fiir s seinen Werth aus (3), so erhilt man die Gleichungen: 

rT 

pind ing — PP + ae, 

(14) ; 

» 

ot zentiz2nti *P +% 7 @- 


Mit Riicksicht auf (9) geben diese Gleichungen: 


é ¢ 
(15) ast! P = (rg “)t4 n+ 1) qr. 
(16) ast! Q = (po —r2)t— Qn+1) pr. 


Fiir ¢ = 0 giebt die Gleichung (1): 


TT (— 4) TT (m — 9) aT (2n) | 


‘9 — Tl (”) a g2n+1 TT TT (n)? ‘ 


_ 


Aus dieser Gleichung und der Gleichung (7) folgt: 


£4 
Gro = 2n+1° 
Nimmt man also in der Gleichung (15) ¢ = 0, so ist: 
az**+!1 P, =a. 


Integrirt man in der Gleichung (12) nach ¢ zwischen den Grenzen 0 
und ¢, so folgt, wegen 2 = x + yi,: 


1 
4 , ety wihu_4 z 
(17) GPOTEP a ge — 4 Ff ——__ — (TT — wren. 
a 
Fiir einen unbegrenzt zunehmenden Werth von ¢ verschwinden p und 


op 
at? 


die Gleichung (16) zeigt dann, dass Q fiir ¢ = co verschwindet. 
Es ist namlich: 
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op aoe x 3 ‘ pe-tw—ziu a 
t at — fu (u? — 1) as ou= 
1 


2 
> 


= — (2n+ 1)p—2n fe-wo-z00 (uw? — 1)"—1 du, 
t 


or —T de—tetyiu 
ao - {on ot. = mam ou = 
0 
=(2n4+i)r—2(n41) f 2 on 
J ituyt 
0 


Integrirt man in der Gleichung (13) nach ¢ zwischen den Grenzen ft 
und oo, so folgt: 


tii iu 
(18) azt*tlg = —i / E aes (u? — 1)" dw. 


1 
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In die erste Gleichung (14) setze man fiir r, p, qg, P und Q ihre 
Werthe aus (1), (5), (17) und (18) ein und nehme darauf ¢ = 1. 
Ferner fiihre man fiir a seinen Werth aus (10) ein und setze ¢ = 2% 


+ yi. Es ist dann: 


nD 
TT (n)222"+! a, “ 
ee 
0 


19 Piet: — 
(19) esa” J aaert du 





n 
. 


= x fe-w-=9%(u? —1)"du 


1 


n 1 
, ‘ e204 _ | , 
—t J e—e—29" (4? — 1)" Ou —n— (BP aw 
i ~t 
i) 1 
e—"—ziu ’ 
ee + '9)*se FEO (E oye. 
i ue 


In Folge der obigen Entwicklungen kann x verschwinden, aber nicht y. 
Nimmt man in der Gleichung (19) x = 0, trennt die reellen und ima- 
gintren Theile der resultirenden Gleichung, so erhilt man die folgen- 
den Relationen, in denen » eine beliebige, positive Quantitiit ist: 


oa) 


2 3 
TT (nj? 22" +1 cos yu \ F ' 
= y usa | e—9"(u? — 1)"du. 
y e ° . 

0 


2n+1 (a+ ur)" +t 








Es ki 
chung 
Resul 


gang 
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Ueber ein bestimmtes Integral. 


ao 

TT (nj? 2°"! sinyu 

2n-f1 a «ae 
y J (tut) 


2 i 
yu 
— few (u? — nau f — (lL — u?)" du 
1 —1 


“i. 1 

—yu 
+ {> (ua? — trou fem (1— wu)" du. 
1 od 


Es Kisst sich direct nachweisen, dass die beiden vorstehenden Glei- 
chungen auch fiir » = 0 gelten, da diese Nachweisung auf bekannte 
Resultate basirt ist, so mége dieselbe hier der Kiirze halber iiber- 
gangen werden. 





Sur les formes quadratiques. 


Par A. Korkine et G. ZoLorarerr a Sr. Pererspoura. 


Dans la théorie arithmétique des formes on attribue aux variables 
des valeurs entiéres arbitraires. Quant a leurs coéfficients on les sup- 
pose ordinairement aussi entiers, mais quelques recherches arithmétiques 
et en particulier celles dont nous nous occupons dans ce Mémoire ¢e- 
mandent la considération des formes 4 coéfficients réels quelconques. 
Ne considérant d’abord que les formes quadratiques positives et faisant 
abstraction de la valeur zéro qu’elles obtiennent quand toutes les va- 
riables s’annulent, on voit facilement que de toutes les autres valeurs 
dune telle forme il existe la plus petite. 

Ce minimum est complétement déterminé lorsque les coéfficients 
de la forme sont donnés; par conséquent il en est une fonction. 

Considérons l'ensemble de toutes les formes positives & variables 
de déterminant — D. On les obtient toutes en faisant varier d’une 
maniére continue les coéfficients de l'une d’elles. Le minimum de 
cette forme, comme fonctions des coéfficients variera aussi d’une ma- 
niére continue, et reviendra aux mémes valeurs pour toutes les formes 
équivalents. Il est évident, qu'il peut avoir des valeurs aussi petites 
qu’on voudra. 

I] atteindra en variant un ou plusieurs maxima, qui correspondent 
aux formes non équivalents et dont le nombre dépend essentiellement 
de ». Pour démontrer leur existence nous en donnons ici quelques- 
uns. Les quantités 


(a) 17; 2D, 2p, 2/2, ead, 


sont en effet des maxima du minimum de la forme consideré comme 
fonction des coéfficients, si dans la premiére on suppose » > 2, dans 
la deuxiéme » > 3, dans la troisitme n > 8; la quatriéme n’est le ma- 
ximum que pour » = 6, et le cinquiéme que pour n = 7. 

On peut se rendre compte de l’existence de ces maxima en consi- 
dérant les formes suivantes de déterminant — D. 
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x=2j/” [(e $ SESH oe + (x, + Ste tay 4 


r= // 64D [(, + Fate tetey + (o, 4+ stetatey 


Sor les formes quadratiques. 


n/ =a 
= V 2-2 D [ YS a? + Lan, — x,2,), 


é== 0 jk 


n i=n i . n—s8 ° 
=2)yp D 2 a; 4- V Xj X_ — Ly Hy — Ly Hy e %n"l, 
é= 1 Sk . 


n—9 , 
=2] D 3 2; P+ 2a j Lp — 2) Ly — Lyly— 4 yi 2, + za.) 


+44 9) +445) 4+4( 4) toae], 


+ 
+A 3) +4 +2) 4+ He, +2) 4+4(, +2) +402] 


La somme 


Sy 
— VTE 
Jk 


s'étend & toutes les valeurs 1, 2, 3, ---m des entiers j et k differents 
entre eux. 
Pour que les minima de W, et 7, aient la valeur 
2pD 
il fant que » soit pair et supérieure & 7 dans W,, et impair et supé- 
rieur & 8 dans 77. 


On peut vérifier immédiatement le déterminant de ae ee 
T,, en les représentant par les sommes 


n / 


U, =2y 3 [@ We nae +a ) + 3 (a, rm, €3 + Bia! 


t+1 S40 +« a+! 2 
+O) bo SE! ae], 


VY, =j/2"2D [( r+: pada le -% ares +2 


*) La forme U,, a été donnée pour la premiére fois dans un Mémoire inti- 
tulé: ,,Sur une certaine équation ‘indéterminée du troisitme dé foré“ (en russe) 
par Zolotareff. 
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oe re oe te a1) 





W.=2y/ D C 4 
$4 (0,47) 44 (42) to th (mr 
+42], 

7, =2j/D[(z,+ pee. ZtEY 4 Oe, pmtate 1) 
+ 4(«5+ ea ae a 
thot teat]. 


Le nombre » étant assujettie aux restrictions dont nous avons dit, 

les formes 
U,, Vas W,,; Pas X, y, 

ont une propriété commune fondamentale: leurs minima diminuent né- 
cessairement quelques variations infiniments petites que subissent leurs 
coéfficients, pourvue qu’elles laissent leur déterminant invariable. 

Nous nommerons forme extréme toute forme qui jouit de. cette 
propriété. Les quantités (a), étant des minima des formes extrémes, 
sont effectivement des maxima comme il a été dit. 


La limite 
2 Vo +1 


a été donnée pour la premiére fois par M. Hermite. Dans une lettre 
de Yillustre auteur 4 Jacobi on trouve une conjecture énoncée en ces 
termes: ,,Mes premiéres recherches dans le cas d'une forme a n va- 


riables de déterminant D m’avaient donné la limite ie WD: 


je suis porté & présumer, mais sans pouvoir le démontrer que le coéf- 
r es 4\3@—) ,.,, ‘ a 

fi ue ( ) doit étre remplacé par ,——~.“ 
cient numérique (- I P j/n+i 


En essayant de verifier cette conjecture nous sommes parvenus 


démontrer que la quantité 2 V est effectivement le minimum de 


la forme extréme ou, ce qui revient au méme, la limite précise pour 
un certain groupe de formes. Mais on voit de ce qui précéde qu'il 
y a des minima qui la surpassent et, par conséquent, elle ne s’étend pas 
& toutes les formes 4 m variables de déterminant — D. La limite pré- 
cise pour l’ensemble de ces formes est le plus grand des minima des 
formes extrémes, qui y sont contenues. 

Le nombre de représentations de ces minima par des formes cor- 
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respondantes est surtout & remarquer: Convenons de compter comme 

une seule Jes deux représentations, qui s’obtiennent l'une de l'autre en 

changeant les signes de toutes les variables. Cela posé, le minimum 

n (n + 1) 
2 


de U, aura — représentations; ceux de V,, W, et 7’, en auront 


chacun »(n—1), » étant supérieur 4 8 dans W, et a 9 dans 7',; 
quant aux formes W,, 7, X et Y, leur correspondent respectivement 


les nombres 120, 136, 36, 63. 


En général la propriété caractéristique de la forme extréme a 


: ’ : : n(n-+1 , : ath 
variables est d’avoir au moins ™ + représentations de son minimum. 


Les limites que nous avons considérées ci-dessus sont encore utiles 
dans la théorie des formes indéterminées. 

En effet, soit Q une quantité queleonque non inférieure a la limite 
précise du minimum de toute forme positive & ” variables de déterminant 
— D; il est facile de démontrer qu’on peut assigner aux variables d’une 
forme indéterminée, dont est le nombre de variables et +- D le dé- 
terminant, des valeurs telle que celle de la forme ne surpassera pas Q. 
Soit 

f= + A,X)? + A,X? + +++ +t AX? 
cette forme, A,, A,,---+- A, tant des quantités positives et X,, 
X,, --+ X, des fonctions linéaires homogénes a coéfficients réels. 


Considérons la forme positive 
2 2 7 « 
yp = A, X,? + A,X? + +--+» + AnX,? 
dont le déterminant est évidemment — D, c'est a dire égal a celui de 
f en valeur absolue. 
En attribuant aux variables des valeurs pour lesquelles @ est mi- 
nimum, on aura immédiatement la valeur absolue de 


(<9<Q. 

On peut de cette manitre obtenir plusieurs limites pour des va- 
leurs des formes indéterminées, mais ici comme dans la théorie des 
formes positives, il est & rechercher des limites précises. 

Ainsi pour les formes binaires de déterminant positif D une telle 
limite est 

a. 4 
y+. 
5 
Or relativement 4 ces limites se manifeste encore une grande diffé- 
rence entre les formes indéterminées et déterminées. Pour la faire 
: : mes cs 4, 
voir en ce qui concerne les formes binaires et la limite y+ D nous 


ajoutons que si l’on exelue la forme 
Mathematische Annalen. VI. 24 
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rr: 
= 2 __ x? 
VJ 2D (+ 2y—y) 

et ses équivalentes, la limite précise pour les autres formes de méme 


déterminant est yj? ; 


En nous bornant dans ce Mémoire aux formes positives, nous nous 
servons d’une méthode particuliére de reduction que nous appelons le 
développement des formes suivant les minima. 

En préferant de nous restreindre 4 ce qui nous est strictement 
nécessaire, nous n’entrons point ici dans toutes les détails de cette re- 
duction. Nous considérons en particulier les formes ternaires et les 
conséquences qu’on peut tirer de leur théorie pour des formes & un 
nombre plus grand de variables, 

Comme application des formes binaires nous donnons une nouvelle 
démonstration du théoréme important de M. Hermite concernant la 


aad ne 2/.. hiss _ 
limite (5) 2 V D des minima des formes positives. 


De la théorie des formes ternaires nous déduisons une nouvelle 
limite pour ces minima plus approchée a la précise que celle de M. 
Hermite. 

Pour les formes binaires, ternaires et quaternaires elle est effecti- 
vement précise*). 

A partir des formes a cing variables il en différe ce que nous dé- 
montrons au moyen d'une certaine proposition relative 4 ces formes. 


n° 1. Dans ses lettres A Jacobi, M. Hermite en considérant 
les formes quadratiques 4 coéfficients entiers de déterminant donné a 
démontré qu’elles se laissent distribuer en un nombre fini de classes. 
Cela se tire de la possibilité de choisir de toutes les formes équiva- 
lentes une forme dort les coéfficients sont limités, leurs limites s’expri- 
mant en fonction du déterminant commun. ~ 

La recherche des telles formes constitue la théorie de réduction. 

Quant aux formes quadratiques positives, il existe une méthode de 
réduction d’aprés laquelle les limitations des coéfficients des formes a 
un nombre quelconque de variables s’obtiennent immédiatement de la 
théorie des formes binaires. 

Cette méthode consiste en ce qui suit: Etant donnée une forme 
f quadratique positives 4 variables, on trouvera une forme équiva- 


*) Nous avons donné une autre démonstration pour la limite précise des 
minima des formes quaternaires dans une Note ,,Sur les formes quadratiques po- 
sitives quaternaires“ Mathematische Annalen, Band V., Seite 581. 
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lente a f dans laquelle le coéfficient du carré de la premiere variable 
sera le minimum de la forme. 

Soit 
Az? + By+C2?+....--- + EP +2kay+2laz + +--+ Qmyz+-reeeeee 


cette forme et A son minimum. En la représentant ainsi: 
k l . 
ROE ETT PE OEE t) 


considérons la forme g (y, 2, --++ ¢) & m — 1 variables y,z, --++t. 
Soit A’ son minimum et 
, , , , 2 , , , 
Al (ay Ae pu’ fee fot EVE Wt) 
une forme 4 m—1 variables «,, z’, uw’, ---¢’ équivalente & gp, w (2’, w,---t’) 
étant une forme a n — 2 variables 2’, u’----t’. Nous pouvons opérer 


avec la forme ~ comme nous avons fait avec f et m. En continuant 
la méme marche, nous aurons en definitive une forme 


(1) A (@ $ ary + Baty fore peta)? + A (tty + ay po + barn)? 
ap veees AM (ay 4 + 6ay)? + AM—Dy,? 
équivalente & f, A étant son minimum; A’ Je minimum de la forme 
A! (XO y+ +++ Saty)? ees + AMD (x, 1 + Cary)? + A—Dzy,? 
et ainsi de suite; enfin A®—® le minimum de la forme binaire 
A@—® (1 + 62,)? + AM zy,?. 
Quant aux coéfficients 
a, b, ?>» 0, ne Se 2 
on peut supposer leurs valeurs numériques étre non supérieures A 4. 
Car, si quelques-uns d’eux surpassent 4, on les rabaissera en faisant la 
substitution 
x, = X,+ 1X, 4+ mX, + ----+pXa, 
t= X, + GX, +--+ +7 Xi, 
LMn-1 = ; + sX,, 
Ln —_ X, 


od les entiers 1, m, n, p, q-++-7-++++s ont des valeurs convenables. 
Ce mode de représentation de f par une forme (1) a elle équiva- 
lente nous nommerons le développement de / suivant les minima. 
Nous ne déterminons pas complétement la forme (1), quoiqu’on 
pit fixer les signes de quelques coéfficients 


a, B, ee 6G. 


Il existera ainsi plusieurs développements suivant les minima pour une 
forme donnée, 


24* 
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Dans quelques cas il existe méme plusieurs systemes des coéffi- 
cients devant les carrés. Mais pour la démonstration des propositions 
que nous donnons dans ce Mémoire il sera indifférent lequelle de plu- 
sieurs développements suivant les minima nous aurons a considérer. 

Pour abreger le discours nous nommerons A — le premier coéffi- 
cient, A’ le deuxiéme et ainsi de suite. 

Le développement de la forme suivant les minima jouit de cette 
propriété remarquable qu’en retranchant de la forme développée la 
somme de quelques carrés consécutifs & partir du premier, le reste 
sera aussi développé suivant les minima. De méme en supposant dans 
ce reste toutes les variables x,, %,,, +--+: x, & partir d’une variable 
quelconque x, jusqu’i x, égales 4 zéro, on obtient une nouvelle forme 
développée suivant les: minima. 


n° 2. Considérons maintenant une forme binaire 


f=k (a+ dy)? + ly’, 

k é&ant .son minimum. 

Le nombre ‘4? +- 1 représenté par la forme /, si l’on y fait « = 0, 
y = 1, ne sera pas moindre que le minimum k de /. Cela nous donne 
Vinégalité 

kM+I>k 
ou 
I>k(i— a’). 
I] suit de la, en vertu de ce que 4? ne surpasse pas 4, l’inégalité 
I> fk 


qui nous donne la limite inférieure précise du second coéfficient dans 
le développement des formes binaires. 

n° 3. Cette limite de / étant connue, on obtient facilement des 
limitations des coéfficients dans le développement des formes suivant 
les minima. En effet, soit 


f= A (&, + aay + Bas + +--+ + Hn)? + A’ (Wy + Day + ++» + San)? 


+ cocece +f Aln—?2) (S_—1 “he 6X) + Alm™—) x? 
ce développement pour une forme f de déterminant — D. II en ré- 
sulte, que A, A’----- A(—*® sont les minima des formes binaires 


A (a, + @x,)? + A’x,? 
A’ (a, + 023)? + A” a,? 


A™—® (7,4 + OX»)? + A—Dy,? 
et, par conséquent, on aura 
A’>j A, A” >Z A'S (BPA, «--- AM-D> 3 AC—9> (3)"—4.4, 
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D’ot en vertu de l’équation 
AA’A” «.++- AV == D 
il viendra 
sy? 2/,. 
A< (5) 2 D. 
Cette limite de minima a été donnée pour la premiere fois par 
M. Hermite*). 


n° 4. Considérons une forme ternaire / au minimum A; soit 
f= (wt Ay + wel +k (y + 62) + 2 


le développement suivant les minima du rapport f qui est une forme 
dont le minimum est égal a lunite. 
En changeant s'il est nécessaire le sigue de y et de z on peut 
faire A et w positifs. 
Quant au signe de 6, il est & distinguer deux cas: 
6<O0eto>Q0. 


Dans le premier nous aurons les inégalités 


(1) ktaz> 
(2) lt+ke+u2>1 
IL+k(l+o)?+(1—a—p)>1 


f 


qui expriment que les valeurs de 4 pour 
4 A 


Z=Q0, g=I1, z=0 
s=0Q0, y=0, g=1 
- a=—1l, y=1, e=1 


ne sont pas moindre que son minimum. Ajoutons-y linégalité 


(3) lLtke>k 
exprimant que la valeur de la forme binaire 
k (y+ 62)?+ lz 
pour 
y=1, s=1 


nest pas inférieur 4 son minimum. Les inégalités (1) e& (3) nous 
donne d’abord 
k>1—#>}4 
et ensuite ‘ 
1 
h < ee 
I>k(l — o*) > (1 — 4’) (A — o?) 


*) Hermite ,,Premiére lettre sur la théorie des nombres‘‘ Mathematische 
Werke von Jacobi Band II. 
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U 
‘Si 2 
l 
(4) #2 1— -—.. 
De Vinégalité (2) nous aurons 
I>1— ke? — pw > 1 — pw? — a. 


we 
. 1 
(5) ve! -s—>- 
Ayant en vue de démontrer que / n'est pas moindre que %, nous pou- 


vons supposer 
l 
ie <1. 


Car dans le cas contraire on aurait 
I>1—oe’ >} 
et la proposition aurait lieu d’elle méme. Par la méme raison on peut 
supposer 
—o>t. 
En effet, si l'on avait — 6 < 4, linégalité 
l>k (1 — o?) 
donnerait 
l>8k->$-3— 


Cela posé, nous aurons en vertu de (4) et (5) 


i> fe to 


1— oe 


cot 


a. 
b> VY b— —. 
Maintenant dans l’inégalité 

I+k(l+o)?+(1—4— p> 
on peut substituer au lieu de & la valeur 
l 
i—é 
qui n’est pas moindre que k, et au lieu de A et w la quantité 
yi-sy 


qui ne surpasse pas A et u. 





Il suit de la sorte 
/ 5 
gp SEP 2y (1 —2Vi—;+,) >1 


ou en réduisant 


De la on tire 
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et enfin 
(6) i>— 
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Cette inégalité donne la limite inférieure précise du coéfficient 7 en 
fonction de 6. En faisant varier 6 de — 4 jusqu’a — 4 on voit, que 


le minimum de la fonction 
_ 46(1+ 6) 
i—e 
est égal & 3 et correspond aux valeurs 6 = 
nous aurons 
+ ob 
Supposons maintenant 6 > 0. 
Nous aurons les inégalités 
frk+eVol, 1+ko? 
(7) \ l+kot+w?>1. 


Comme dans le cas précédent et encore 


(8) I+ k(1— + (—ay 


) il vienden comme précédemment 


as pzy't~7_45. 


En remplagant dans (8) k par ; se, A par 4 et w par ae — —, 


De trois inégalités (7) 


<> re 





ce qui est permis, nous aurons 


ou en réduisant 


near she SS 


—teto=——4t. Ainsi 
y 4 


Zh 


a ay 


ya, 





1—26 ~~ 
b+ j= l> V1; 
En faisant maintenant pour abréger 
1—26 
iil 
linégalité précédente donnera 


ag ee aoe 
w+ see) “Zi 


on 


| 


o 


= 


On voit de la que w ne doit pas étre inférieur a la racine positive de 


léquation 
26 15 


u* + 30= 39 39 “16> 


et, par conséquent, on aura’ 


a> tsetse V2V3—96+8e8 ; 





4 (1 — 26) 


Cela nous donne la limite inférieure précise pour ] en fonction de 6. , 


Nous aurons en effet 
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(9) - I> ase [—3+ 2042 V2 V3 —96+8e']. 


La quantité 6 variant de 4 & 4, le minimum du second terme de cette 
inégalité correspondra & 6 = 4 et sera égal & 3. Ainsi dans le cas 
actuel on a aussi | > 3. 

Nous obtenons done le théoreme suivaut: Dans le développement 
du rapport dune forme quadratique positive a@ son minimum le second 
coéfficient nest pas inférieur ad } et le troisiéme a %. 

n°? 5. Cherchons maintenant quelles sont les formes ternaires f i 


dont le dernier coéfficient dans leurs développements suivant les minima 


f(a + ay + ws) +k (y + 62)? + le? 
est égal a 3. 
Les inégalités (6) et (9) du n° 4. montrent que cela n’est possible 
que dans les deux cas 6 = + 4 et 6 = — }. 
Supposons, en premier lieu, 6 = -+- 4, 1 = 3%. Les inégalités 


hee, =X re fe 
A>Yi— pe eV 1-7 
k>1—a, k<— 
du méme n° donnent d’abord 
A>, wah 
et comme / et w ne surpassent pas 4 nous aurons 4 = }, uw = 4. 
Elles donnent ensuite 
k> i, koi =? 
dot il viendra k = }. 
On a done deux formes 
f : -\2 ii. won 
a4 @+hyt+ seh + i0t+44+ 92 
f . a\? og / w\? > »? 
qa @t+tytter +i — fe? +e]. 
Elles sont évidemment équivalentes, la premiere se transformant 
dans la seconde si l’on substitue dans elle a +- y au lieu de « et — y au 
lieu de y. En désignant par — D le déterminant de la forme f, celui 


D - ‘ P . D 
de f sera — —], eb comme il est égal & — 4, nous aurrons a=} 
A=/j2D. Svient, en second lieu, 6 = — 4 et 1 = s. 


Les inégalités 


it. Pa eee 62 ' l 
pe to, p> V1-—— ksi 
deviennent 


4>4, 2h, FS}. 
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f 


D’ailleurs la valeur de la forme 7 pu rz=—1l,y=1,¢=1 
n'est pas inférieure a l’unité, c’est a dire oh a 
(lL—A—p) + $k4+921. 
Dans cette inégalité on peut faire 4 = 4, w = 4, ces valeurs étant 
des minima des coéfficients 4 et w. On obtient de cette maniére 


b+tk+ 521 
k> . 


Les inégalités k > § et k< § donnent k = 3. Cette valeur n’est 
possible que si l’on suppose 4 = 4 et w= 4. 


et de 1a 


f, dont le dernier coéffi- 


Aiusi nous obtenons une autre forme 
cient est 3: 
f : . 1 ~\2 8 ~»\2 2 a2? 
q = @+syt seh t+5— $2? 4+ 492. 
En désignant par — D le déterminant de f, nous aurons aisément 
3/D 
Ami) >; 
On obtient done le théoreme suivant: Les formes quadratiques po- 
sitives ternaires de déterminant — D, dont le dernier coéfficient dans le 
développement suivant les minima du rapport de la forme a son mini- 


mum est égal a % constituent deux classes représentées par les formes 
3-/— . é J og 
/2D [wry t+ s+ eutier tie] 
3/D a <a 
V zl@t+tyt+ feet so— 42+ 32]. 


n° 6. Nous avons vu dans le n° 3. comment le théoreéme de M. 
E wid 4\t—l 2/ ; 
Hermite concernant une limite () 2 P D se déduit du développe- 
ment des formes suivant les minima. Nous allons maintenant de- 
montrer qu’au moyen du méme développement on obtient une autre 
limite plus approchée a la limite précise. 
Soit, en effet, ce développement 


AX?2+A’X24..-.4 AO-0X,? 


pour une forme f 4 ” variables x,, 2, --- + 2, vl 
XxX, = x + aX, “fb Bx, + ee et, +- Yn 
x, = yo + Ox,+----- + £2, 
X,= Bee 


Cela posé, nous allons appliquer le théoreme du n° 4. aux formes 
ternaires qui se déduisent de f et des formes 
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(10) A'X+ —— ae + Am—» X,? 
(11) , * A.’ X,? iad aa oe aap Aln—v } 2 
en posant dans f 
xz,=0, eseee tn = 0, 
dans la forme (10) ts. 
Z- == 0), se eee t%=0, 
dans la forme (11) 
a=O0, ce eee Lt, = 0 


et ainsi de suite. 

Ces formes ternaires nous donnent les inégalités 
A’ >34, 
A” >3A4, 
A” >¢ A’ >}-3 1" 
; A'*> 3 A’> (3). 
Il en résulte 
i f A@i-) > 3 ()i-14 
(12 | 4¥ > Gy. 
Au moyen de ces inégalités on obtient la limite de A en fonction 
de déterminant — D de la forme. En effet, on a 

oY ee ee 

Si » est pair —2m, nous aurons en ayant égard aux inégali- 

tés (12) 


3" ~/= 
A<— 
2" VD 


et, si nm est impair = 2m -+ 1, il viendra 
gma - 
sx 
c. a. d. 
Dans le développement suivant les minima dune forme positive 

f=AX2+4 A’ X24+----- + Amv X,? 

de déterminant — D, les limites infériewres des coéfficients 
A’, _'s oes 4@-) 
en fonction de A sont données par les inégalités 
A@i-) => qt (3)'-'A, A?2i e (#)' A. 


Quant au minimum A de f, il ne surpasse pas la limite 


(13) oF 3 VD 


n étant pair = 2m, et la ony 
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i ea 
(14) V gamny D 
si n est impair = 2m-+ 1. 
n° 7. Il suit de ce théoreme que le dernier coéfficient dans le 
développement d'une forme quaternaire suivant les minima ne peut pas 


surpasser 4 de son minimum. 
Soit f cette forme et A son minimum. Soit aussi 


£ =(«+ay+ Be+ yt? +kh(y+ 02+ et)? +1 (2 + Et)? + mé? 
le développement de f 
Supposons m = 4 et cherchons les formes 


suivant les minima. 

f 
A 
pour leur dernier coéfficient. D’abord, | étant le minimum de la forme 
binaire 


qui ont cette quantité 


L (2 + §t)? + m??, ° 
m> fl, Lo4tm=zFz. 


Or J ne peut pas étre inférieur & % — par conséquent / = 3. 

Pour cette valeur de / en vertu du théoreme du n° 5. on a k = 3 
ou k = }. 

Or on ne peut pas supposer k = 3, car on a dans ce cas 


m>gk, ko dm, 


oS3-4=} 
ce qui est absurde. 
Ainsi k = }. Maintenant la forme 
y+ det ett a e+eyrtee 


a les coéfficients 


on a 


cest a dire 


1 m 
l,z~=—%, ~=3 
devant les carrés, par conséquent en supposant 0 et ¢ positifs, ce qui 
est toujours possible de faire en disposant convenablement des signes 
de z et de ¢, on aura d’apres le théoreme précédent 
=4, =}, S=—}. 
La forme ternaire 
(way + pe +k ly +02)? 4l2 


f 
A 


carrés les nombres 


qu'on obtient de 4 en supposant ¢ = 0, a pour les coéfficients des 


1, k =}, l= 3%; 


on a d’ailleurs 6 = 4; par suite, en vertu du théoreme mentionné, on 
doit avoir 
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oo + 4 ? B aa + }. 
On peut supposer 
; alate 4 ? B _ 5 ? 
car dans les autres cas 
= 5 ? B —S 5 
—}, p=-4 


on substituerait au lieu de w dans le premier cas x + 2, dans le se- 
cond « + y et dans le troisiteme « + y + 2 et on aura toujours 
a=}, B—4. La valeur de f pour 


zr=Q0 


; y = 0 ; = 0, t = 1 
ne doit pas étre inférieure a lunite, par conséquent, on a 


2 3 :“s 3 
y+isel, Yjt. 
Or la valeur numérique de y ne pouvant surpasser }, il viendra 


fant oni 
vet, Ft t- 

On peut supposer y = 4, car dans le cas contraire on substituera 
x -+ ¢ au lieu de # et on aura y=}. Maintenant tous les coéfficients 


de la forme f sont déterminées. 


En désignant le déterminant de f par — D, on trouve 
S gapaane 
A=p4D. 


Nous avons done le théoreme suivant: Les formes quadratiques po- 
sitives quaternaires de déterminant — D, dont le dernier coéfficient dans 
le développement suivant les minima est égal a } de leur minima con-~ 
stituent une seule classe représentée par la forme 


V/4D[et+hytde +s tit set sor tace—sortse]. 


n°’ 8. Le théoreme connu de M. Seeber concernant les limites 
du produit des coéfficients des carrés des variables dans la forme ter- 
naire réduite d’aprés sa méthode est lié intimement a notre dévelop- 
pement des formes suivant les minima. Cette liaison ressortira évi- 
demment de la démonstration de ce théoreme que nous allons donner. 

Convenons de représenter désormais par (w) la valeur numérique 
de la quantité w. 

Cela posé, nous aurons le théoreme: Si davis la forme 


gpH=’+yV+24 2dAy2+2Vexr+ 2a" ay 
réduite & la maniére de M. Seeber on a 


(15) 4)<4) <4") 
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la représentation de @ par la or 


” , Bs i—12— —a"24+-211' x” 
p=(e-+4 y+4 2)?>+(1— 4”) (y+" — -)? a Tt a z 
sera son développement suivant les minima. 

Les conditions de M. Seeber pour que la forme » soit réduite 
consistent en ce que les coéfficients 2, 4’, 4” satisfont aux inégalités 


(16) A<t, @<t, @<4 
et, sils sont tous négatifs, outre les inégalités (16) on aura encore 
(17) @+@)+Q)<1. . 


Pour démontrer le théoreme énoncé nous n’avons qu’A faire voir 
qne 1 — 4’? est le minimum de la forme binaire 
as sot, ue 2ana" | 
“9 o2 
(1 — a"?) (y +4 95 a2)? + —F"5 — 2° 
=(1— Aa") ¥ eas 2(A— Wd") yz 4 (1 — a’?) 2”. 
Or cela sera évident si nous démontrons que la valeur absolue du 
coéfficient 
baa" 
1— 7"? 
ne surpasse pas }. 

Pour abréger les raisonements nous nous servirons des identités, 
qui résultent de l’analyse detaillée de nos minima oi les variables sa- 
tisfont & quelques inégalités de condition. 

Considérons d’abord le premier cas 


i>s,. > 7 >. . 
On Verifiera sans difficulté les identités 

: a—i'a” a a" — 17 1— 24” 

( _ [= 
(18) 3 1-29 i i os 142” + 3(1 +2”) 

ond ag vate a” —2')-+(1—24")( (124) 

9 me ee 

(19) yi 3 a= 2% 


Les seconds membres de ces égalités se composant des termes po- 
sitifs, comme on voit par les conditions (15) et (16), la valeur absolue 
du coéfticient 


eat? 


i—z* 
ne surpasse pas 4 et a fortiori 4. 
Passons au second cas 
<9, FQ; KE. 
On aura lidentité 
3% 1434 "30 $.— ff 


1 = 
4 1— a"? 2 (1 -+- a”) + 2 (1 — 4”) 


dot lon voit que le coéfficient mentionné ne surpasse pas }. 
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Le théoreme proposé est done démontré. I] resulte du théoreme 
du n° 4. que le coéfficient 
1— a? — aa"? 42402" 
1 <e 12 


9 


que nous désignerons par p ne sera pas inférieur & 3. Cela se vérifie - 


dailleurs par les inégalités que nous allons donner. Dans le _pre- 


mier cas 
i=, ASS, 2 >, 


"9 i- re 2 "9% 9 
p=(1—24 ft —G=e5y) +2 ye, 
Or des identités (18) et (19) il vient 


a— ai" y 
( i) <4 
et par conséquent l’équation précédente nous donne 
p>$(l—a")>5-p =z. 


Dans le second cas 
A<0, W<O0, &’’<dO 
nous aurons 


9 (A+ 2’) (1--4+42'+ 2") 
a HET + 
Vv ah (1420) (1-440 +U4+0—7)4 0-2) 
+ s(i— i") > 
D’aprés les inégalités (15), (16) et (17) on voit que la différence 
p—4% 
est positive ou zéro et par conséquent 
p>}. 


Maintenant nous allons démontrer le théoréme: 
Si la forme positive - 
f= Ba? + oy? + Pe? + 2angys + 2a Eber + 2a” Enay 
aux variables x, y, 2 est réduite d la maniére de M. Seeber, la forme 
g=’+y+24+ 2hy2 +20 a2+ 2d ay 
est également réduite. 
Les conditions pour les coéfficients de f sont 


(20) | E<n<é 
(21) @ay<t, @ay<e, @ay<t 


dans le cas A> 0, 4’ >0, a” > 0. 
Il faut y aujouter encore la condition 


(22) Bf ® + QAyE+ 2NCE+4 20"En D0 








dan 


(23) 
ce | 
pret 


2% 


fait 


dot 
(4”) 
/ 


ot 


(24) 


Sup) 
com 


4= 
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dans le cas de 


i<6, £<6@, £6. 


Des inégalités (20) et (21) il résulte immediatement 
(23) @<t, @<t, @)<3 
ce qui constitue les conditions de réduction pour la forme @ dans le 
premier cas. 
Liidentité 
2yE (1+ A+ a+ A”) = (n — &) (8 + 248) + (E — &) (E + 24°) 
+ 8 + 9 + 2ayt+ 245 + 2a"Ey 
+ (&—n) 0+ (a — &) & — 8) 
fait voir que dans le second cas outre les conditions (23) on aura encore 
(4) + (4) +") <1 
(ot il suit le théoréme énoneé, 
En supposant que (4) est le plus petit des coéfficients (A), (A’), 
(4’”) et (A”) le plus grand, représentons f par la somme 
> 9 ” yg 9 9 "4 i— vA" 9 
f= wpa yt ated —s) a+ pe to 
1—a®— V*— 2" +2402" 24g 
a a ae. rr. 
D’aprés le premier théoreme de ce n° nous avons 


1—2?— 7? — a”2 4+ 2422" 


b SP > 8. ae >}. 


Ensuite en désignant par — D le déterminant de /, i] viendra 
D> Sn’? 
ol ce qui revient aun méme 
(24) Bye <2 D. 
On a évidemment encore 
ws 1— a2 — 2'2 — "2 — 2.470" 
1—a?<l, —— an <1. 
1—i°* 
Il en résultera 
En? t? > D. 
Liinégalité (24) constitue le théoreéme de M. Seeber. 
n° 9, Soit proposée une forme 4 cing variables au minimum A. 


Supposons que le développement de f suivant les minima s’exprime 


comme il suit 
Lf (w+ay+ pet pt+ ou +hy+ec+ gt+ ou)? 
+l(¢+§t+ynu)?+m(t+ou)?+nu’. 


Il résulte du théoreme du n° 6, que le nombre » n’est pas inferieur a 4. 
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Nous allons maintenant faire voir que » ne peut pas étre égal 
i 4. Supposons » = 4 et démontrons que cela est impossible. 
Comme nous avons » > 31, il vient 


3 ame 2 « 4 ae 2 
. Or / nest pas inférieur 4 3; par conséquent on aura 
9 
Tox 2. 
D’aprés le théor’me du n° 5, dans Ja forme 


(e+ t+ yu)? +m (t+ ouyr+ nv 


dont le dernier coéfficient est égal 4 31 = 4, le coéfficient m doit 
étre égal 8 ? 1 = 4 ou encore & § / = 4%. D’aprés la méme propo- 


sition dans la forme 
(a + ay + Be) +h (y + ee)? $l 


I étant égal & 2, on a 


3 k = }, ou encore k = §. 
Il résulte ainsi les quatre combinaisons 
1) k=§, l=j, m=}, n=$ 
2) k==G, 13, m=—}$, n=—4 
3) k=}, lz, m=—14, n—} 
4) k=j, lay, m= fh, n=}. 


Quant & la premiére combinaison, elle est évidemment impossible. 
En effet il doit étre m>3k ou $>3-3— 44, ce qui est absurde. 
Passons & la seconde. Dans le cas actuel la forme quaternaire 


(25) — La @+ ay + pet pt + du? 

est d’aprés le théoreme du n° 7. équivalente a celle-ci 

COM CE Ce ee er Cee CeCe 
Si la forme (25) n’est pas identique 4 (26), on peut les faire iden- 

tiques en changeant y, z, ¢, « en d'autres variables au moyen de la 


transformation du module wn. 
On peut par conséquent faire 


fa (e@paytpet+yt+ou)?+hy+he+4t+ fu? 
a iGae tat Die Gee ee 
Pour déterminer « et B considérons la forme 
(@ ay t+ be +3uther tae. 


En vertu du théoréme du n° 5. il vient 


a=+}t, p=+} 
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oi l’on doit prendre ensemble les signes supérieurs ou inférieurs, On 
peut supposer 
a=}, B=—4 


ear dans le cas contraire on pourrait changer les signes des variables, 
y, 2, t, wu, ce qui ne change pas la forme (25). 


La valeur de / pour 
A 


c=), y=l1, == (), t=(Q, u—=O 
nest pas inférieure a lunité c’est a dire 
rP+g2l 
dot 
(y= 4. 
Les valeurs de f pour 
2x0, yol, c=0, t=—1, «=0 
et pour 
2=0, y=0, s=—1, t=—1, u=0 


nous donnent comme précédemment 
f 2 2 ‘ 
(y és 5) =4; (y + 4) 2}- 
Quelque soit y positif ou négatif, l'une de ces inégalités ne peut 
pas ¢tre satisfaite, puisque (y) est comprise étre 4 et 4. 
Ainsi il n’existe pas de valeur convenable de y et la seconde 


combinaison est impossible. Dans la troisitme combinaison on a 


k=}, i=}, m=, n= 4% 


et, par conséquent en vertu du théoreme du n° 7., la forme a quatre va- 
f 


riables qu’on obtient de 4, en supposant « = 0 est équivalente a la 


suivante 
(@thyt+h2e+h+ithe+i+e@—415° +4. 

En transformant s'il est nécessaire les variables 2, y, z, ¢ on peut 
faire 
Fw byt bet tou? +h yt det t+ ou)? 

+3(2 — t+ guy +4(¢+ou)?+ $v. 

Dans la forme ternaire 
g(e— $t+ ynu?+4(¢+ our+4uwr—3[(e—4t+ qu)*+ j(t+ou)?+4u'] 
Yaprés le théoréme du n° 5, doit étre 


6=+4, 4=+}- 


On peut faire o = 4 en disposant de signe de u. De méme on 
peut toujours supposer y= 4-, car le cas y = — 4, se reduirait a 
‘i 25 


Mathematische Annalen. VI. 
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celui-la en changeant 2 en 2+ pu, y en y+ qu, 2 en z-+ u et en 
déterminant les entiers p et q de sorte que les coéfficients de « sous 
le premier et le second carré ne soient pas supérieurs & } en valeur 
absolue. De la valeur de la forme 


(27) f_@+ty+he+4t+ du 
pour y= 0, z=0, t=0, w=1, il vient 
1+ 9>4 
dot il résulte 
(0) > 4. 
Maintenant les valeurs de la forme (27) pour 
y=O0, z=—l, t=(Q, “=l, 
y=1, e=m=—1, t=—-1, u—1, 


ne sont pas inférieures au minimum } de la forme (27); ainsi on aura 
° 9 
(@—jP>s, O©+47%>3- 


Quelque soit le signe de 0, l'une de ces inégalités n’est pas satis- 


faite, car on a 
@)>4, @)<}. 


Ainsi la troisitme combinaison est impossible. Passons a la der- 
niere combinaison: 
k=}, l=y, m=—}f, n=. 
Dans le cas actuel la forme ternaire 
L(2 + &t + yu)? + m (t+ ou)? + nw? 
avec les coéfficients 
l= 3, m= 3-3, n= F-3 
est équivalente 4 la forme 
(28) $(e+tt+tur+ e—tuyrt+ ee’) 
et lon peut les faire identiques en transformant les variables 2, ¢, wu. 
Ainsi nous aurons 


E=}, Hy=4, G=—}. 
De méme la forme 
(@ + ay + Be)? +3 (y+ ex +32 
est équivalente 4 la forme 
(@t+hsyttee+iotteyt+ ie. 
Comme on peut changer les signes de z, ¢, w sans changer par 


cela la forme (28) nous en profiterons pour faire « positif. 
En vertu du n° 5. nous aurons 


a=+}, B=+h, =f. 
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On peut faire 
a=}, p=}, 


car les autres combinaisons des signes se réduisent a celle-ci. 
























En exprimant que les valeurs de la forme 
f—@+hythetrtt dup 


y=0, e=0, t=1 


pour 
u=0 
et pour : 


y=0, s=0, t=0, w=! 


ne sont pas inférieures & }, nous aurons 


Ppt, eS} 


et par conséquent 
(29) >t, Oj}. 
f 


De méme les valeurs de / pour 
20, y=0, s=0, tal, «=0 
et pour 
zcanQ, y=0, sc=0, t=0, w=—1 


Cor MPa +4o!,.. O4+4C+32!1 
c’est a dire " ieee 
(30) Y2Vs—2E, O)SV4E—7O. 


Faisons voir maintenant que § et 6 ne peuvent pas étre positifs. 
Soit d’abord ' 


donnent 


“ y>o. 
La valeur de £f pour ; 
c=onQ, yor, s=—1, t=l, w=0 
nous donne linégalité 
(31) (—7P +46—-—4"% +32]1 


qui sera satisfaite si au lieu de y on y substitue son minimum //} — } @, 
puisque y <4. Nous aurons done 


($—-VE—2OP+9E—H Sh. 
De la nous obtenons 
e—Ft—-AwS0. 
Cette inégalité fait voir que € doit étre supérieur a la racine positive 


18 


e—it—-a=0, 


de l’équation 
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ce qui est impossible, ou étre supérieur en valeur absolue & sa racine 
négative. Ainsi § ne peut étre positif. 
f 


Répétant la méme analyse et considérant la valeur de | pour 
20, y=0, s=—1, t=0, «=! 


nous n’avons qu’d changer dans ce qui précéde y en 0 et € en 6 et nous 
verrons que @ ne peut pas étre positif pour d > 0. 
Soit maintenant 


; y<0. 
De la valeur de £ pour 
a=1, y=0, e=—1, t=1, u=0 


il viendra 
G—oy+iG—W+s>1. 


Or cette inégalité est identique i (31) et il en résulte que € n’est pas 


positif. Si d <0, la valeur de £ pour 
a=l, y=0, s=-1, t=0, «=!1 


fait voir de la méme maniére que 6 n’est pas positif. Ainsi il est dé- 
montré que € et © ne peuvent avoir que valeurs uégatives. 

Cela posé, nous allons fair voir que les valeurs négatives € et 0 
sont également impossibles. Considérons deux cas: 


1) y et d — sont de mémes signes, 
2) y et d — sont des signes différents. 


Soient, en premier lieu, 
y>O0, d>0. 
f 


De la valeur de la forme 4 pour 


tee —1]1, yol, e=—1, t=1, w=! 
on déduit 


(82) y¥+O—1P +3464 8)? >3. 
Or en vertu de (30) il vient 
y+0>2V$—Th- 174 
1—y—d<1—}4/}. 
De méme en vertu de (29) on aura 
—G+t+9<$ 
et parsuite de l’inégalité (32) il vient 
(Wi +h-4>4 


ce qui est impossible et, par conséquent, |'inégalité (32) est impossible. 
Soient, en second lieu, 


par conséquent 
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Sur les formes quadratiques. 








ine y<0, 0< 0. 
La valeur de + pour 
wal, yol, sor—l1, tel, «=! 
donnera 
( ea 2 3 (2 2 4 
a (o) +) —IP+4G+E+o%>4. ~ 
. Cette inégalité coincide avec (31) et est également impossible. 
Considérons maintenant le second cas ot y et 0 sont de signes 
différents. Prenons la valeur de f pour 
2x0, yor l, soe —1, t=I, «=. ° 
Nous aurons 
(33) y+ oP +e +o+6)'>4. 
Or nous avons vu que 
vas 
| —G+E+0)<4 
et en vertu de (30) 2 
(y + 0)? < (4 — $74) 
dé par conséquent linégalité (33) donne 
G—-1VD' +4,524 
t 0 ce qui est impossible. 


Ainsi € et 6 ne peuvent pas étre négatifs. 

Nous avons dence le théoreme suivant. 

Dans le développement @une forme quadratique positive suivant les 
minima le cinquiéme coéfficient surpasse toujours 4 du minimum de la 
forme et leur différence est une -quantité finie. 

n° 10, Il suit de ce théoreme que la limite donnée au n° 6. n'est 
précise que pour n = 2,3, 4. A partir de m = 5 elle west plus précise. 

En effet, les formules du n° 6. donnent pour » = 5 la limite 





5 


V9 D. Or elle n’est possible qu’en suppesant le cinquieéme coéfficient 
égal & 4 du minimum de la forme et les autres coéfficients devant les 
carrés égaux & leurs valeurs minima. Cela est impossible en vertu du 
théoreme du »’ précédent. Il est évident a fortiori que les formules 
du n° 6. donnent pour x > 5 des limites qui ne sont pas précises. 





Ueber die Beziehungen zwischen den bei Centralbewegungen 
vorkommenden charakteristischen Gréssen*). 


‘Von R. Crausius in Bonn. 


In einer Abhandlung vom vorigen Jahre**) habe ich fiir die Be- 
wegung eines materiellen Punktes um ein festes Anziehungscentrum 
und fiir die Bewegung zweier materieller Punkte um einander einige 
neue Beziehungen zwischen Umlaufszeit, lebendiger Kraft, Ergal und 
Energie abgeleitet, welche an die Bedingung gekniipft sind, dass die 
Bewegungen in geschlossenen Bahnen stattfinden. Da nun aber diese 
Bedingung nur bei besonderen Arten von Anziehungskriften allgemein 
erfillt ist, so schien es mir gvon Interesse zu sein, dieselbe Behand- 
lungsart des Gegenstandes auch auf den Fall auszudehnen, wo die Bah- 
nen keine geschlossenen Curven bilden, und ich erlaube mir, das Re- 
sultat dieser Untersuchung im Folgenden mitzutheilen. 

1) Als Grundlage der Untersuchung dienen zwei von mir fiir 
stationire Bewegungen aufgestellte neue Gleichungen. Ich will daher 
zuniichst diese Gleichungen anfiihren, und da in neuester Zeit von 
verschiedenen Seiten der Zusammenhang derselben mit Gleichungen, 
die schon friiher bekannt waren, zur Sprache gebracht ist, so wird es 
vielleicht zweckmissig sein; auch diesen Punkt kurz zu erértern, um 
einerseits den Zusammenhang und andererseits den Unterschied erken- 
nen zu lassen. 

Sei ein frei beweglicher Punkt mit der Masse m gegeben, welcher 
zur Zeit ¢ die Coordinaten x, y, z hat, und auf den eine Kraft wirkt, 
deren nach den Coordinatenrichtungen genommene Componenten X, 
Y, Z heissen, dann lisst sich aus. der Differentialgleichung der Be- 
wegung ‘is 
a 


sehr leicht folgende Gleichung ableiten: 


m 


*) Aus den Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Géttingen vom Decem- 
ber 1872. 

**) Nachrichten der Kgl. Ges, d. Wiss. vom 24. Mai 1871 und Math. Ann. von 
Clebsch und Neumann Bd. IV, 8. 231. 
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(1) m (3) —— 1 Xe +2 £@". 


Diese Gleichung habe ich auf den Fall angewandt*), wo die Be- 
wegung stationiir ist, d. h. wo die Coordinaten und Geschwindigkeiten 
sich nicht fortdauernd in gleichem Sinne iindern, sondern nur inner- 
halb gewisser Grenzen variiren. In diesem Falle ist der auf eine Be- 
wegungsperiode oder auf eine sehr lange Zeit bezogene Mittelwerth 


des Differentialcoefficienten zweiter Ordnung “) gleich Null. Wenn 


wir daher die Mittelwerthe der beiden anderen in der Gleichung vor- 
kommenden Gréssen dadurch andeuten, dass wir iiber die betreffenden 
Formeln horizontale Striche setzen, so geht die Gleichung iiber in: 


m (da? i 


Die Gleichungen (1) und (2) gelten natiirlich in derselben Form 
auch fiir die beiden anderen Coordinaten. Wenn wir ferner statt eines 
einzelnen frei beweglichen Punktes ein ganzes System von frei beweg- 
lichen Punkten haben, so gelten fiir jeden Punkt dieses Systemes die- 
selben Gleichungen. Man kann die letzteren daher auch sofort dahin 
erweitern, dass sie sich auf alle drei Coordinaten und das ganze Sy- 
stem von Punkten beziehen. Wenden wir niimlich fiir den Radius 
vector eines Punktes den Buchstaben r und fiir seine Geschwindigkeit 
den Buchstaben v an, welche Buchstaben fiir die verschiedenen Punkte 
mit verschiedenen Indices versehen werden kénnen, so gehen die bei- 


den Gleichungen iiber in: 
og 1 1 a? (Zmr*) 
(1a) Z3 Cree Yy+Z2)+ 5 —a— 


(2a) rf v= . 2(Xa+ Yy+ Zz). 





Die unter (2) und in erweiterter Form unter (2a) angefiihrte Glei- 
chung ist die erste meiner beiden oben erwihnten Gleichungen. Ich 
habe die Grésse, welche sich in (2a) auf der rechten Seite befindet, 
das Virial des Systemes genannt, und habe dann den Sinn der Glei- 
chung (2a) in folgendem Satze ausgesprochen: die mittlere lebendige 
Kraft des Systemes ist gleich seinem Virial. Dabei habe ich aber be- 
merkt, dass der Satz nicht blos fiir das ganze Punktsystem und fiir 
die drei Coordinaten zusammen gilt, sondern auch ws jeden Punkt 


und jede Coordinate @inzeln. Wenn man die Grosse ™ = (a) die auf 
die x-Richtung beziigliche lebendige Kraft des Punktes oa ebenso die 


*) Sitzungsberichte der niederrhein. Gesellschaft fiir Natur- und Heilkunde 
1870, S, 114 und Pogg. Ann. Bd. 141, 8. 124. 
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Grosse — : Xz das auf die x-Richtung beziigliche Virial nennt, und 


bedenkt, dass die z-Richtung ganz beliebig gewahlt werden kann, so 
Tisst sich der Satz folgendermassen aussprechen: fiir jeden Punkt ist 
die auf eine beliebige Richtung beziigliche mittlere lebendige Kraft gleich 
dem auf dieselbe Richtung beziiglichen Virial. 

Ich bin nun darauf aufmerksam gemacht worden, dass eine von 
Jacobi und eine von Lipschitz aufgestellte Gleichung mit den von 
mir angestellten Betrachtungen im Zusammenhange stehe. 

Die Gleichung von Jacobi befindet sich in Crelle’s Journal 
Bd. 17, 8. 121 und in Jacobi’s ,,Vorlesungen iiber Dynamik*“ 8. 22, 
wo sie unter (2) angefiihrt ist. Es ist dort angenommen, dass die in 
dem Systeme wirkenden Kriifte eine Kriftefunction haben, und noch 
specieller, dass diese Kriiftefunction U eine homogene Function der 
kee Dimension sei, und die betreffende Gleichung lautet: 


@& (2m;r?) : 
qe = (2k +4) U4 4h, 


worin h die zur Kriftefunction gehérende additive Constante ist. Diese 
Gleichung kann offenbar nur mit der Gleichung (la), aber nicht mit 
(2a) verglichen werden, und auch von (la) unterscheidet sie sich 
einerseits durch eine sehr abweichende Form, indem sie die lebendige 
Kraft gar nicht enthailt, und andererseits noch wesentlich dadurch, 
dass sie nur fiir Krifte von einer ziemlich beschriinkten Art gilt, 
wiihrend (1a) fiir alle Kriifte giiltig ist. 

Viel allgemeiner ist die von Lipschitz aufgestellte Gleichung, 
welche sich in seinef Abhandlung ,iiber einen algebraischen Typus 
der Bedingungen eines bewegten Massensystems“*) befindet. Lip- 
schitz betrachtet ebenfalls ein System bewegter materieller Punkte 
P,, P,--+++P,, welche aber nicht frei zu sein brauchen, sondern 
Bedingungen unterworfen sein kinnen, die durch Gleichungen von 
einer dort niher bestimmten Form ausgedriickt werden. Fiir jeden 
Punkt nimmt er eine gewisse ausgezeichnete Lage an, und bezeichnet 
die-Coordinaten derselben fiir den Punkt P, mit ag, ba, ca, wihrend 
P, selbst zur Zeit ¢ die Coordinaten x, ya, Z¢ hat. Ferner fiihrt er 
ausser der Kraftefunction U und der lebendigen Kraft 7 des ganzen 
Systemes noch eine Grosse G ein, welche durch folgende Gleichung 
bestimmt ist: 


Zima [ (ta — a)? + (Yu — Da)* + (Ga — a)*] = 2G, 


und mit Hiilfe dieser Grosse bildet er folgende Gleichung: 


*) Borchardt’s Journ. fiir reine u. angew. Math. Bd. 66. 
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G . dU dU ; dU 
+ -?T= ~ [ (we — da) dz, + (Ya — be) dy, + (%.— Ca) ae 


Diese Gleichung ist der Gleichung (1a) sehr tknlich. In einigen 
Beziehungen ist sie noch allgemeiner. Erstens hat Lipschitz ihr 
noch eine allgemeinere Bedeutung gegeben, indem er sie nicht blos 
fiir freie Systeme aufgestellt hat, sondern auch fiir solche Systeme, die 
gewissen Bedingungen unterworfen sind, und zweitens ist in ihr fiir 
jeden Punkt eine besondere ausgezeichnete Lage’ angenommen, iiber 
die noch verfiigt werden kann, wiihrend in (la) die entsprechende 
ausgezeichnete Lage fiir alle Punkte der Anfangspunkt der Coordina- 
ten ist. In anderer Beziehung dagegen ist sie beschriinkter, indem in 
ihr die in (1a) nicht vorkommende Voraussetzung gemacht ist, dass 
die Kriifte eine Kriftefunction haben. 

Weiter als bis zu dieser in seiner Abhandlung unter (6) ange- 
fiihrten Gleichung reicht aber die Uebereinstimmung der Betrachtungen 
von Lipschitz mit meinen Betrachtungen nicht, indem Lipschitz 
von hier an der Untersuchung eine ganz andere Wendung giebt. 
Wihrend ich schon die Gleichung (1), welche allgemeiner ist als (1a), 
auf stationire Bewegungen angewandt und fiir diese die Gleichung (2) 
abgeleitet habe, verfihrt Lipschitz folgendermassen. Zuniichst giebt 
er seiner Gleichung noch eine andere Gestalt, indem er- mit Hiilfe der 
Beziehung, welche zwischen der Kriiftefunction und der lebendigen 
Kraft besteht, die letztere aus seiner Gleichung eliminirt. Sodann geht 
er dazu iiber, seine Gleichung dadurch weiter zu specialisiren, dass er 
iiber die Natur der Kriftefunction bestimmte Voraussetzungen macht, 
wohin insbesondere die gehért, dass die Kriiftefunction eine algebrai- 
sche homogene Function der Elemente te — da, Ya — bey fa — Cu Sei. 
Fiir die durch diese Voraussetzungen beschrinkten Fille untersucht 
er dann, welche Bedingung nothwendig und hinreichend ist, damit 
die Bewegung stabil sei. Diese Untersuchung ist sowohl durch den 
Gegenstand, den sie bebandelt, als auch durch die Behandlung selbst 
von hohem Interesse, aber von meinen Betrachtungen ist sie ganz 
verschieden, und demgemiiss kommt auch das Resultat, welches ich 
abgeleitet und durch den Satz vom Virial ausgedriickt habe, in ihr 
nicht vor. 

Den Umstand, dass Niemand vor mir diesen Satz ausgesprochen 
hat, obwohl die betreffende Gleichung (2) sich so leicht aus den Grund- 
gleichungen der Bewegung ergiebt, glaube ich mir daraus erklaren zu 
mniissen, dass man bisher weniger Veranlassung hatte, den stationaren 
Bewegungen als solchen seine Aufmerksamkeit zuzuwenden. Seit aber 
die neuere Ansicht tiber das Wesen der Wirme zur Geltung gekom- 
men ist, haben wir es in der Warmelehre mit einer stationéren Be- 
wegung der kleinsten Bestandtheile der Kérper zu thun, and da wir 
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iiber die Natur dieser Bewegung noch sehr wenig wissen, so lag es 
nahe, wenigstens die Folgerung zu ziehen, welche sich schon aus der 
Bedingung, dass die Bewegung stationiir ist, ziehen liess; und in der 
That ist der so gewonnene Satz fiir die Wirmelehre von besonderer 
Wichtigkeit. 

2) Was nun meine zweite Gleichung anbetrifft, so will ich dieselbe 
hier nur in der Form anfiihren, welche sie fiir einen einzelnen beweg- 
lichen Punkt hat, da diese Form fiir das Folgende ausreichend ist, 
und die Ausdehnung auf ein System von beliebig vielen Punkten 
Auseinandersetzungen erfordern wiirde, die hier zu weitliufig wiren. 

Diese Gleichung steht im Zusammenhange mit denjenigen, welche 
den Satz von der kleinsten Wirkung und die von Hamilton gegebene 
Erweiterung dieses Satzes ausdriicken, ist aber doch in einem wesent- 
lichen Punkte von ihnen verschieden, was man sofort ersehen wird, 
wenn ich auch die letzteren beiden Gleichungen hierher setze, so dass 
man alle drei Gleichungen neben einander vor Augen hat. 

Ein materieller Punkt bewege sich unter dem Einflusse einer Kraft 
in freier Weise von einem gegebenen Ahfangspunkte zu einem gege- 
benen Endpunkte. Sodann denke man sich statt dieser Bewegung 
eine andere Bewegung des materiellen Punktes, welche zwischen den- 
selben beiden Grenzpunkten in einer unendlich wenig verinderten 
Bahn stattfindet. Wenn nun die auf den Punkt wirkende Kraft eine 
Kriftefunction oder (nach einer von mir vorgeschlagenen Benennungs- 
weise) ein Ergal hat, und wenn ferner angenommen wird, dass bei 
beiden Bewegungen das Ergal durch eine und dieselbe Function der 
Raumcoordinaten dargestellt werde, und die Energie (die Summe aus 
Ergal und lebendiger Kraft) einen und denselben Werth habe, so gilt 
folgende, als Ausdruck des Satzes von der kleinsten Wirkung bekannte 
Gleichung: 


(3) 6 f vat =0. 


Wenn man die Zeit, welche der Punkt zu seiner Bewegung be- 
darf, mit 7 bezeichnet, so kann man diese Gleichung auch so schreiben: 
(3a) d (vi) = 0. 

Eben diese Gleichung gilt auch, wenn die Grenzpunkte, zwischen 
denen die verinderte Bewegung stattfindet, nicht dieselben sind, wie 
bei der urspriinglichen Bewegung, aber doch die Bedingung erfiillen, 
dass die Grésse 

dx dy « dz.) 

de OX + Ge 89 + Gy 
zu Ende der Bewegung denselben Werth hat wie zu Anfang. Diese 
letztere Bedingung ist z. B. erfillt, wenn beide Bewegungen in ge- 
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schlossenen Bahnen stattfinden, und man. bei jeder Bewegung einen 
ganzen Umlauf betrachtet, so dass ihr Endpunkt mit ihrem Anfangs- 
punkte zusammenfiallt. 

Sollte dagegen diese auf die Grenzpunkte beziigliche Bedingung 
nicht erfiillt sein, so wiirde an die Stelle der Gleichung (3a) die fol- 
gende treten miissen: 


(3b) 0 (v?i) = - dz+5 Oyt+a id de) 
if 
2 da + 9! by + @ 2) , 


worin die Indices , und , den Anfangs- und Endwerth der in Klam- 
mern geschlossenen Grésse andeuten. Der Einfachheit wegen wollen 
wir aber im Folgenden jene Bedingung immer als erfiillt ansehen, 
und demgemiiss die an der rechten Seite der vorigen Gleichung 
stehende Differenz gleich Null setzen, so dass die Gleichung die Form 
(3a) behiilt. 

Die von Hamilton eingefiihrte Erweiterung besteht nun darin, 
dass der Energie nicht bei beiden Bewegungen derselbe Werth zuge- 
schrieben, sondern eine Veriinderung der Energie als zuliissig betrachtet 
wird, wihrend jedoch das Ergal bei der verinderten Bewegung noch 
dieselbe Function der Raumcoordinaten sein muss, wie bei der urspriing- 
lichen Bewegung. Die fiir diesen Fall von Hamilton aufgestellte 
Gleichung ist folgende*), worin E die Energie bedeutet: 


(4) mo (v?i) = id EB. 


Die von mir aufgestellte Gleichung**) lautet in ihrer urspriing- 
lichsten Form: 


(5) — (Xda+ Yoy + Zdz) = > dv? + mvs logi. 


Hierin ist die auf den Punkt wirkende Kraft durch keine Bedingung 
beschrankt. Machen wir, wie vorher, die Voraussetzung, dass die Kraft 
ein Ergal habe, und bezeichnen dasselbe mit U, indem wir dabei den 
positiven und negativen Sinn des Ergals in der Weise festsetzen, dass 
die Summe aus lebendiger Kraft und Ergal bei der Bewegung constant 
ist, so geht die Gleichung iiber in: 





(5a) ont oo Toy te ba ™ OR mvs log i; 





*) Thomson and Tait: Treatise of Natural Philosophy, p. 235; Deutsche 
Uebersetzung von Helmholtz und Wertheim S&S. 263. 
**) Sitzungsberichte der Niederrhein, Gesellsch, fiir Natur- und Heilkunde 1872, 


8. 174; diese Ann. Bd. 142, S, 442. 
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aber es ist hierin nicht wie in der Hamilton’schen Gleichung, vor-- 


ausgesetzt dass die durch U bezeichnete Function der Raumcoordina- 
ten, welche das Ergal darstellt, unveriinderlich sei, sondern diese 
Function kann beim Uebergange aus der einen Bewegung in die an- 
dere eine von der Veriinderung der Coordinaten unabhiingige Veriin- 
derung erleiden. Denken wir uns z. B., die Function enthalte irgend 
welche von den Coordinaten unabhiingige und somit wiihrend der Be- 
wegung constante Gréssen, so miissen diese Constanten, damit die 
Hamilton’sche Gleichung giiltig sei, auch bei der veriinderten Be- 
wegung dieselben Werthe haben, wie bei der urspriinglichen Bewegung. 
Far die Giiltigkeit meiner Gleichung dagegen ist das nicht ndéthig, 
sondern die Constanten kénnen beim Uebergange aus der einen Be- 
wegung in die andere ihre Werthe iindern. 
Dadureh erbiit die Summe 
aU 5 iy dU x 
a? tt+q oy + dz dz, 

deren Mittelwerth in meiner aadinies (5a) vorkommt, eine eigen- 
thiimliche Bedeutung. Man darf sie nicht durch das Zeichen 6 U er- 
setzen, wenn man unter diesem Zeichen die vollstindige Variation des 
Ergals versteht. Die vollstindige Variation muss niimlich nicht blos 
den Unterschied enthalten, welcher durch die Verschiedenheit der Co- 
ordinaten bedingt ist, sondern auch denjenigen Unterschied, welcher 
von der Veriinderung der Functionsform, also z. B. von der Veriinde- 
rung gewisser in der Function vorkommender Constanten herriihrt. 
Bezeichnen wir diese Constanten mit ¢, ¢, ete. und ihre veriinderten 
Werthe mit ¢ + dc, ¢, + de, ete., so miissen wir meine Gleichung, 
wenn wir das allgemeine Variationszeichen 0U in ihr anwenden wol- 
len, so schreiben: 


od dU 


; Oe on ate dc, — ete. = L — Ov? -}- mv 2d logi. 
i 


(5b) dU— 
Um eine ie Schreibweise fiir die Gleichung zu gewinuen, wird 
es vielleicht zweckmiissig sein, fiir den Theil der Variation, welcher 
sich nur auf die Veriinderung der Coordinaten bezieht, ein besonderes 
Zeichen einzufiihren, z. B. ein mit einem Index versehenes 0 anzu- 
wenden, indem man setzt: 


iU=% dU 5 ja + FO by y + oo be 
Dann lautet meine cite: 
(5e) 6,0 = — > dv? + mv?d log i*). 


*) In meiner ersten auf diesen Gegenstand beziiglichen Abhandlung habe ich 
allerdings die an der linken Seite meiner Gleichung stehende Summe durch das 
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3) Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nun zur Behandlung 
der Centralbewegungen schreiten.. 

Wenn wir die Bewegung eines Punktes um ein festes Anziehungs- 
centrum auf Polarcoordinaten beziehen, deren Mittelpunkt mit dem 
Anziehungscentrum zusammenfillt, so bieten sich uns zwei verschie- 
dene Vorgiinge zur Betrachtung dar, die Winkelbewégung des Radius 
vector und die Bewegung des Punktes im Radius vector. Die letztere 
besteht, sofern die ganze Bewegung iiberhaupt stationiir ist, in ab- 
wechselnder Anniiherung an das Centrum und Entfernung von dem- 
selben. 

Wenn die zu einer Anniiherung und Entfernung gebrauchte Zeit 
gleich der Umdrehungszeit des Radius vector ist, so kommt der be- 
wegliche Punkt nach jeder Umdrehung wieder an dieselbe Stelle des 
Raumes, und beginnt von hier aus einen neuen Umlauf in derselben 
Bahn, und wir erhalten somit eine fortdauernde Bewegung in geschlos- 
sener Bahn. Dasselbe ist der Fall, wenn sich wiihrend einer Um- 
drehung irgend eine ganze Anzahl von Anniherungen und Entfer- 
nungen vollzieht. Finden ferner wiihrend einer Anniiherung und Ent- 
fernung mehrere Umdrehungen statt, oder ist auch nur iiberhaupt die 
Zeit einer Anniherung und Entfernung mit der Umdrehungszeit com- 
mensurabel, so wird der Punkt zwar nicht nach jeder Umdrehung, 
aber doch nach einer gewissen Anzahl von Umdrehungen wieder an 
dieselbe Stelle des Ranmes kommen, und dann die eben vollendete 
Bewegung in gleicher Weise wiederholen, so dass eine geschlossene 
Bahn von mehreren Umliiufen entsteht. Wenn dagegen, was der all- 
gemeinste Fall ist, die Zeit der Anniiherung und Entfernung mit der 
Umdrehungszeit des Radius vector incommensurabel ist, so wird jeder 
folgende Umlauf in anderer Bahn stattfinden als die vorhergegangenen, 
und wir haben es dann nicht mehr mit einer geschlossenen Bahn zu 
thun. 

Um nun meine erste Gleichung auf die Centralbewegung eines 
Paunktes anzuwenden, kinnen wir zuniichst dem Virial eine einfachere 
Form geben. Wenn die auf den Punkt wirkende Kraft eine yom An- 
fingeponkte der Coordinaten ausgehende Anziehung oder Abstossung 
ist, deren Stiirke durch die Function F’ (r) dargestellt wird, wobei ein 


einfache Zeichen 3U ersetzt, dort habe ich aber auch dem Buchstaben U aus- 
driicklich eine andere Bedeutung beigelegt, als es hier geschehen ist. Ich habe 
nimlich dort gesagt, mit U solle das Ergal fiir die wrspriingliche Bewegung be- 
zeichnet werden. Die Veriinderung in der Form des Ergals, welche beim Ueber- 
gange aus der einen Bewegung in die andere eintritt, habe ich dann dadurch 
ausgedriickt, dasa ich bei der veriinderten Bewegung das Ergal mit U + uV be- 
zeichnet habe, worin V eine zweite Function der Coordinaten und mw eine unend- 
lich kleine Constante bedeutet. 
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positiver Werth der Function Anziehung und ein negativer Werth Ab- 
stossung bedeuten soll, so ist 


— | (Xe+ Yyt Ze) = 5rF ©), 
und die Gleichung (2a) geht daher iiber in: 
(6) * eal rk’). 


Bei dieser Gleichung ist der Unterschied, ob die Bahn geschlossen 
ist oder nicht, ohne Belang. Fir ihre Anwendbarkeit ist es nur ndthig, 
dass die Bewegung stationdr ist, so dass die Gréssen v? und r F’(r) 
sich nicht fortdauernd in gleichem Sinne findern, sondern nur inner- 
halb gewisser Grenzen schwanken und daher bestimmte Mittelwerthe 
haben. 

Anders ist es mit meiner zweiten Gleichung. In dieser kommt die 
Zeitdauer i der betrachteten Bewegung vor. Wenn nun die Bewegung 
in geschlossener Bahn stattfindet und sich daher in ganz gleicher 
Weise regelmissig wiederholt, so kénnen wir die Betrachtung auf die 
einmalige Durchlaufung dieser Bahn beschriinken und die dazu néthige 
Zeit als die Grosse i annehmen. Diesen Fall habe ich in meinem 
vorigen Aufsatze behandelt. Wenn aber die Bewegung nicht in ge- 
schlossener Bahn stattfindet, und daher keine sich in gleicher Weise 
wiederhelende Perioden darbietet, so lisst die Betrachtung sich nicht 
so einfach auf eine bestimmte Zeit beschriinken, und es bedarf einer 
weiteren Untersuchung, um zu erkennen, ob und in welcher Weise 
meine zweite Gleichung auch auf einen solchen Fall angewandt wer- 
den kann. 


4) Zu dem Zwecke wollen wir die schon oben angedeutete Tren- 
nung der ganzen Bewegung in zwei Vorgiinge, die Winkelbewegung 
des Radius vector und die Hin- und Herbewegung des Punktes inner- 
halb des Radius vector, noch etwas weiter durchfiihren. 

Die Winkelbewegung des Radius vector wollen wir Drehungs- 
bewegung nennen und unter Umdrehungszeit diejenige Zeit verstehen, 
wiihrend welcher der Radius vector den ganzen Winkelraum 2 a dureh- 
liuft. Die Bewegung des Punktes innerhalb des Radius vector wollen 
wir radiale Schwingungsbewegung oder auch kurzweg Schwingungs- 
bewegung nennen, und fiir die Zeit, wiihrend welcher eine Hin- und 
Herschwingung stattfindet, den Namen Schwingungszeit wihlen. Die 
Umdrehungszeit mége mit i und die Schwingungszeit mit 7, bezeich- 
net werden. 

Die Schwingungsbewegung kann als eine von der Umdrehungs- 
bewegung ganz unabhingige Bewegung behandelt werden, wenn man 
die Centrifugalkraft als eine besondere Kraft einfiihrt. Sei der Winkel, 
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th Ab- welchen der Radius vector mit einer in der Drehungsebene festen Ge- 


raden zur Zeit ¢ bildet, mit # bezeichnet, so dass 4 die Winkel- 


geschwindigkeit des Radius vector bedeutet, dann wird die durch die 
Drehung entstehende Centrifugalkraft durch das Product 
dty 
mr (Ss 
dargestellt. Da nun fiir die Bewegung eines Punktes um ein festes 
lossen Anziehungscentrum der Satz gilt, dass der Radius vector in gleichen 
‘othig, Zeiten gleiche Riume beschreibt, so haben wir die Gleichung 
ball. . de 
inner- (7) y q=°> 
verthe 
worin ¢ eine Constante ist, und hieraus ergiebt sich sofort weiter: 
mt die - day 1 
egung (Va) mr ( “r) = me? 5: 
eicher Die durch diesen Ausdruck dargestellte Centrifugalkraft betrachten wir 
uf die nun als eine vom Centrum ausgeiibte Abstossungskraft, welche zu der 
bthige vom Centrum wirklich ausgeiibten und durch F” (7) dargestellten Kraft 
oma hinzukommt. Dann erhalten wir fiir die Schwingungsbewegung fol- 
im gende Differentialgleichung: 
Weise : 
nicht (8) m * =— fF’ (r) + me a) 
einer 
Weise mit Hiilfe deren wir die Schwingungsbewegung als eine fiir sich allein 
t wer- bestehende Bewegung behandeln kénnen. Auf diese so betrachtete 
Bewegung Tinden meine beiden Gleichungen ohne Weiteres Anwendung. 
Tren- Die Gleichung (2) giebt, wenn wir 2 durch ry und X dureh’ 
egung —F' (r)+ me a ersetzen : 
inner- 
a 3 am 
=o "Gal Se8. 
hungs- 
tehen, Die zweite Gleichung lautete in der unter (5c) gegebenen Form: 
Jureh- se al ees ‘ie ; 
nollea 6,0 = ; dv? + mv? logi. 
dite Um diese Gleichung anzuwenden, haben wir zunichst den Ausdrack 
- und des Ergals U fiir die Schwingungsbewegung zu bilden. Gemiiss der 
Die Gleichung (8) ist zu setzen: 
zeich- 
v= f (Fr) — me?) dr , 
1ungs- 
1 man } woraus durch Ausfiihrung der Integration, wenn wir das Integral von 
‘inkel, F’ (r) mit F'(r) bezeichnen, folgt: 
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Dieses ist eine solehe Function, wie sie oben erwiihnt wurde, welche 
eine Grosse ¢ enthiilt, die wiihrend jeder Bewegung constant ist, aber 
beim Uebergange aus einer Bewegung in die andere ihren Werth iin- 
dern kann. Diese Grosse muss bei der Bildung der Variation 6, U 
als constant angesehen werden, und es kommt somit: 





§U=8F() +2 eo 5: 
Wenn wir diesen Ausdruck in die Gleichung (5c) einfiihren und zu- 


. : dr\? ‘ m . . : 
gleich v* durch (57) ersetzen und statt ¢ das fiir die Schwingungszeit 


gewihlte Zeichen 7, benutzen, so geht die Gleichung iiber in: 
dr¥ dry , 
ri) (<*) a m (57) 0 log %- 


Aus den so gewonnenen beiden Gleichungen (9) und (10) kénnen 


(10) Fr) +P eo5= 


r2 


wis 


yar\2 . —— . Re, ° ° 
wir die Grosse (3) eliminiren. Wir wollen aber fiir jetzt nur in der 


— dr\2 P ‘ : 
Variation von ( a ) den in (9) gegebenen Ausdruck anwenden. Dabei 
ist zu beachten, dass diese Variation eine vollstiindige ist, bei der auch 
die Veriinderung der Grosse ¢ mit beriicksichtigt werden muss. Wir 
erhalten demnach: 


(ary 5 an t t 
(11) ~ 8 (57) =h6rF’() —F cd 5 — m Sede. 


Dieses in (10) eingesetzt, giebt: 
dFo) + "eat 
= tdrF' (r) — 5 ed - —m * cde+m =F d log ¢, 
oder anders geordnet: 
OF (r)—4orF’ (r) =—meed * —m s cdc-+m (sy 0 log i, , 


wofiir wir auch schreiben kénnen: 


(12) dé[F(r) —4rF'(r)] = — med(c4) + m (47) 6 tog é,- 


5) Wir wenden uns nun zur Drehungsbewegung. 
Bei einer solchen Bewegung, bei der der bewegliche Punkt am 

5D 5? 5 
Ende einer Umdrehung nicht dieselbe Entfernung vom Centrum zu 
haben braucht, wie am Anfange, braucht auch die Umdrehungszeit des 
Radius vector fiir mehrere auf einander folgende Umdrehungen nicht 
ganz gleich zu sein; aber jedenfalls werden wir fiir eine gréssere Reihe 
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von Umdrehungen einen bestimmten Mittelwerth der Umdrehungszeit 
erhalten. Auf diesen wollen wir das Zeichen i beziehen. Nun kénnen 
wir zufolge der Gleichung (7) schreiben: 


dt =e% dt, 


und wenn wir diese Gleichung fiir eine ganze Anzahl » von Um- 
drehungen, also zwischen den Grenzen # = 0 und = n- 27 inte- 
griren, so kommt: 


1 - 12 
n-2x=—c J] —~dt=c—ni 
- - 


und somit: — 
(13) @ om =*. 


Wenn wir den hier gefundenen Werth von ¢ 2 in die Gleichung 
(12) einsetzen, so kommt: 


(14) 0 [F(r) —$rF’(r)] = — 2amed = ++ m (4 8 log i,. 


Dieser Gleichung kénnen wir noch eine etwas mehr symmetrische 
Form geben. Das erste Glied an der rechten Seite kann niimlich un- 
ter Beriicksichtigung der Gleichung (13) so umgeformt werden: 


— 2xmcod : =— me - 2 id. == 90° * 9 log i. 
Dadurch geht die vorige Shihan iiber in: 
(15) d(F(r)—4rF’(n)] = me* - ro log i +- m Gy 0 log i,. 


Die Hilfte des Factors me? ist die mittlere lebendige Kraft der 
Drehungsbewegung, denn die durch die Drehung entstehende Geschwin- 
digkeitscomponente ist r und der dieser Geschwindigkeitscompo- 
nente entsprechende Theil der lebendigen Kraft ist ; ¢* 4 wofiir 


- m 1 . . * 
man nach (7) auch setzen kann 5c? =. Ebenso ist die Hilfte des 


7dr my te 
Factors m (S) die mittlere lebendige Kraft der Schwingungsbewegung. 


Demnach ist die Gleichung in Bezug auf Drehungs- und Schwingungs- 
bewegung symmetrisch*). 


ad 


*) Man kann in Folge der Gleichung (13) auch nachstehende Gleichung 
bilden : 


— esi _™ 3( ° t) + met : 8 log i. 
a. = - r? 


Mathematische Annalen. VI. 












R, Craustvs. 


402 





Da nach (9) die Summe der beiden Factoren me?" und m ary 


gleich r F’ (r) ist, so kénnen wir der vorigen Gleichung auch folgende 
fiir manche Anwendungen bequemere Formen geben 


(16) 8[F@) —47F'@)] =r FG) 8 log i — m (47) 6 log i. 


(17) @[F(r) —4rF’(r)] =rF'(r) 8 logi, + me? a d log z" 
Diese unter (14), (15), (16) und (17) in verschiedenen Formen 
gegebene Gleichung ist der Ausdruck einer neuen, fiir Bewegungen 
um ein festes Anziehungscentrum allgemein giiltigen Beziehung. 
Wenn die Centralbewegung von der Art ist, dass zwischen der 
Umdrehungs- und Schwingungszeit ein constantes Verhiiltniss besteht, 


so ist der Bruch > unveriinderlich, und es wird daher 0 log £ == (), 
i 1 


Dadurch werden die beiden vorigen Gleichungen iibereinstimmend und 
gehen iiber in 


0(F(r) —4rF' (r)] =rF'(r) 8 logi, 
wofiir man, da r F’(r) = mv? ist, auch schreiben kann: 
8 F(r) =F dv? + mv od logi. 


Dieses ist die Gleichung, welche fiir Centralbewegungen in geschlosse- 
nen Bahnen gilt, und welche hier als specieller Fall allgemeinerer 
Gleichungen erscheint. 

6) Nachdem wir die Gleichungen in der Weise aufgestellt haben, 
dass sie fiir jedes beliebige Kraftgesetz gelten, wollen wir sie auf eine 
specielle Gruppe von Kraftgesetzen anwenden, niimlich auf die, wo die 
Kraft irgend einer Potenz der Entfernung proportional ist. Dabei wol- 
len wir indessen die minus erste Potenz ausschliessen, weil sie bei der 
Integration zum Logarithmus fiihrt und daher einige besondere Er- 
érterungen erfordert, welche die Uebersichtlichkeit der Auseinander- 
setzung beeintraichtigen wiirden. 


Da nun der Ausdruck mc? 4 eine der Centrifugalkraft gleiche Anziehungskraft 


reprisentirt, so kann man die durch Integration dieses Ausdruckes entstehende 
Grisse tpt 
2" + 
Bedenkt man ‘ferner, dass > ce = die lebendige Kraft der Drehungsbewegung 
darstellt, so sieht man, dass die vorstehende Gleichung fiir die Drehungsbewegung 
ganz dieselbe Bedeutung hat, wie (10) fiir die Schwingungsbewegung. Die Summe 
beider Gleichungen giebt unter Beriicksichtigung von (9) die oben stehende Glei- 
chung (15). 


als das auf die Drehungsbewegung beziigliche Ergal betrachten. 
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(i") Wir wollen demnach, indem wir mit k und » zwei Constanten 
- bezeichnen, deren letztere von — 1 verschieden ist, setzen: 

oa «(is F'(*) =kr, 

woraus folgt: 

(19) F(r) = i or, 

Diese Formeln haben wir in den obigen Gleichungen fiir F'(r) und 

und F" (r) zu substituiren. Es mége dazu die Gleichung (16) ausge- 
rmen wihlt werden, welche durch die Substitution iibergeht in: 

ingen : — Pee: ee 
(20) sin 1 *9? = ke 0 log i — m( ry d log +. 

os Des bequemeren Ausdruckes wegen werde nun die Grosse @ ein- 
gefiihrt mit der Bedeutung 

== (), — 

; (21) ot tt a att, 

‘a Diese Grosse liisst sich sofort bestimmen, wenn die Energie (die Summe 
aus Ergal und lebendiger Kraft) bekannt ist, also wenn man fiir irgend 
eine Lage des beweglichen Punktes seine Geschwindigkeit kennt. Da 
nimlich die mittlere lebendige Kraft gleich dem Virial ist, so haben 
wir, wenn die Energie mit E bezeichnet wird, allgemein 

E=FO)+47F@) 

losse- m ; 

und fiir unser specielles Kraftgesetz 

inerer 

k ; k - n-+ 3 
Vl pn - n+! — kf - rT n+1 

aben, ae tg + 3" kem+n)? 

f eine und somit unter Anwendung der Grisse o 

wo die 7 2p O+8 Qa, 

i wol- Bmkenene : 

ei der woraus folgt: 

e Er- 2(n+1) py) 

22 n+l, 

ander- (22) = leona) al saa 
Nachdem mit Hiilfe dieser Grésse @ der durch r*+' dargestellte Mit- 
telwerth einer Potenz durch eine einfache Potenz o"+' ersetzt ist, 

gskraft kénnen wir auch die Variation derselben sofort ausfiihren und schreiben : 

ehende drt! = (n + 1) onde. 

achten. Die Gleichung (20) geht demnach durch Einfihrung der Grésse @ 
iiber in: 

vegung 7dent 

regug & (23) >" kerde=ke"t'd log i — m(S7) 8 log 0g | 

5 e 

® Glei In diese Gleichung wollen wir noch eine zweite vereinfachende 
Grésse p einfiihren. Da nimlich die mittlere lebendige Kraft der 

; 26* 
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Drehungsbewegung und die mittlere lebendige Kraft der radialen 
Schwingungsbewegung zusammen die ganze mittlere lebendige Kraft 
ausmachen, so kénnen wir die beiden ersteren als Bruchtheile der letz- 
teren darstellen, welche Bruchtheile wir mit p und 1 — p bezeichnen 
wollen. Es ist dann also: 


m 1 k 
eo pmpzet 
(24) m (dr? k 
+ G-0—ntee 


Der Werth dieser Grosse p kann zwischen 0 und 1 variiren, und 
von ihm hiingt es ab, welche Form die Bahn unter allen bei einem 
gegebenen Werthe von » modglichen Formen annimmt. Wenn p = 0 
ist, so bewegt sich der Punkt geradlinig dem Centrum zu und vom 
Centrum fort, und wenn p = 1 ist, so bewegt er sich in einem Kreise 
um das Centrum. Zwischen diesen beiden Grenzformen liegen alle 
anderen mdglichen Formen. 

Durch Einfiihrung der Grosse p in die Gleichung (23) erhalten 
wir zuniichst: 


1— . 
hen dq = kent" d log i — (1 — p)ke"+"d log + 
und wenn wir diese Gleichung noch durch ke”+! dividiren, so kommt: 
(25) =" 3 log 9 = 8 log i — (1—p) d log +. 
i 


Da zwei Glieder dieser Gleichung vollstiindige Variationen sind, 
so muss das dritte Glied 


. a 
(1 =i-#; P) 0 log 4; 
ebenfalls eine solche sein, woraus folgt, dass p eine Function ~~ allein 
1 
a . . ‘ ‘ ‘ 
oder auch umgekehrt = eine Function von p allein ist. Indem wir 
i 


dem Letzteren gemiiss 7 als Function von p behandeln, kénnen wir 
1 


aus dieser Function auch andere Functionen ableiten, und wir wollen 
eine durch J zu bezeichnende Function von p einfiihren, welche durch 
folgende Gleichung bestimmt wird: 


d log $. 
(26) log J = (1 — p) ay “dp. 


Dann ist 


(1 — p) @ log = 0 log J, 
1 
und die Gleichung (25) geht somit iiber in: 


(27) =" 8 log 9 = 8 log i — 8 log J. 
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Durch Umstellung und Integration dieser Gleichung erhalten wir: 
log i = *>" log @ + log J + Const. 


Welchen Werth wir der Integrationsconstanten beilegen , ist gleich- 
giiltig, da wir uns gemiiss (26) jede beliebige additive Constante in 
log J mit einbegriffen denken kénnen. Der fiir das Folgende zweck- 


missigste Werth ist log 2” /*. Wenn wir diese Grosse fiir die 


Constante einsetzen und dann die drei Logarithmen der rechten Seite 
vereinigen, so kommt: 


or. 
log i = log (2a y= o? J) 


und wir erhalten daher fiir die Umdrehungszeit ¢ folgenden einfachen 
Ausdruck : 


iin 
(28) i=2nf Fe? J. 


Kinen entsprechenden Ausdruck kénnen wir auch fiir die Schwing- 
ungszeit 7, ableiten. Die Gleichung (25) lisst sich nimlich auch in 
folgender Form schreiben: 

1—n ‘ t 

—z 9 log 9 = 4 log i, + pd log e 
Fiihren wir hierin die Function J, ein, welche ducch nachstehende 
Gleichung bestimmt wird: 


d log ‘ 
(29) - log J, = — J p <a dp, 


so ergiebt sich in gleicher Weise wie vorher: 


1—n 


(30) i, = 22 Vf To? J, 


Dabei besteht zwischen den in diesen beiden Ausdriicken vorkom- 
menden Functionen J und J, gemiiss den Gleichungen (26) und (29) 
folgende Beziehung: . 
(31) p U7 — (yp — 1) 
Da sich mit Hiilfe dieser Gleichung eine der beiden Functionen aus 
der anderen ableiten liisst, so kann man sagen, dass in den beiden 
Ausdriicken von i und i, nur Eine unbestimmte Function von p vor- 
kommt. 

7) In den Gleichungen (28) und (30) sind die Zeiten i und i, 
durch die beiden Gréssen @ und p ausgedriickt. Die Grosse @ ist nach 
Gleichung (22) eine einfache Function der Energie EZ, welche wihrend 


d log J, . 
- dp 
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der ganzen Bewegung unverinderlich bleibt, und daher als bekannt 
angenommen werden kann. Anders ist es mit der Grésse p. Diese 
hat zwar eine einfache Bedeutung (die mittlere lebendige Kraft der 
Drehungsbewegung als Bruchtheil de: ganzen mittleren lebendigen 
Kraft), aber ihr Werth liisst sich nicht so einfach angeben, weil man 
zur Berechnung des Mittelwerthes einer veriinderlichen Grésse den 
ganzen Verlauf der Bewegung in Betracht ziehen muss. Es ist daher 
zweckmissig, statt der Grésse p eine andere Grosse einzuftihren, deren 
Werth sich unmittelbar aus den Datis ergiebt, welche man zur Be- 
stimmung der Bewegung anzuwenden pflegt. 

Diese Data sind die vorher erwihnte Energie E und die schon 
oben besprochene Grosse c, deren Hilfte den vom Radius vector wiih- 
rend der Zeiteinheit beschriebenen Flichenraum darstellt, und welche 
ebenso, wie die Energie, wihrend der ganzen Bewegung constant 
bleibt. Wir wollen nun eine Grdésse q einfiihren, welche durch fol- 
gende Gleichung bestimmt wird: 


pe os ’ — n+3 
(32) q— mt ntti [20D Bg] FF, 
und sich also in einfacher Weise aus FE und c¢ berechnen Jisst. 

Um den Zusammenhang dieser neuen Grosse g mit der Grosse p 
zu finden, kénnen wir zunichst den Ausdruck von q mit Hiilfe der 
Gleichung (22) in folgenden umgestalten: 

m ¢ 
(33) I=) |] —s43° 
i 

Ferner gelten die schon unter (13) und (24) angefiihrten Glei- 

chungen 


c 


- 


m oo fk k 
3 ¢ r —» se", 


, anita csili a 
woraus durch Elimination von —, folgt: 





34 i—2a— *__. 
(34) E pe*t 


Setzt man hierin fiir ¢ seinen Werth aus (28) ein, so erhilt man: 


(35) ron i ee 
Vi Pes 


_und aus der Verbindung dieser Gleichung mit der Gleichung (33) er- 
giebt sich: 
(36) q=pd. 








Di 

Av 
ebenfal 
diese € 
(32) at 
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reicht 
haben 
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Ferner 
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daher 


uud hi 

D 
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Ji, W 
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Fiihre 
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Die Grésse q steht also zu p in sehr einfacher Beziehung. 

Auch ist ihr Verhalten demjenigen von p sehr ibnlich. Sie kann 
ebenfalls nur zwischen den Grenzen 0 und 1 variiren, und nimmt 
diese Grenzwerthe mit p zugleich an. Wenn c¢c=0 ist, so ist nach 
(32) auch g = 0, und ebenso hat dann auch die lebendige Kraft der 
Drehungsbewegung und somit die Grésse p den Werth Null. Wiichst 
nun ¢, so wachsen gleichzeitig p und g. Wenn p den Werth 1 er- 
reicht hat, so ist die Bahn kreisférmig geworden. Fiir diesen Fall 
haben wir in der fiir die Schwingungsbewegung geltenden Differential- 


gleichung 
&r 


1 
— = yt 2 
re kr + me 


n 
ar 
dt® 
entstehende Gleichung liisst sich in folgende Form bringen: 


den Differentialeoéfficienten gleich Null zu setzen, und die dadurch 


m c 

hres ' 
Ferner kann man in dem Falle, wo r constant ist, die Gréssen r und 
@ als gleichbedeutend betrachten, und die vorige Gleichung lisst sich 
daher auch so schreiben: 

#28 

k er" 
und hieraus ergiebt sich gemiiss (33) fiir qg der Werth 1. 

Da nach (36) q durch das Product pJ dargestellt wird, worin J 
eine Function von p allein bedeutet, so ist q selbst ebenfalls eine 
Function von p allein, und demgemiiss kann man auch umgekehrt p 
als Functiofi von q allein betrachten. Daraus folgt weiter, dass J und 
J,, welche wir bisher als Functionen von p bezeichneten, auch ebenso 
gut als Functionen von gq angesehen werden kénnen, und es kommt 
nur noch darauf an, die in (31) ausgedriickte Beziehung zwischen J 
und J, so umzugestalten, dass nicht p, sondern q darin vorkommt. 

Die Gleichung (31) lisst sich in folgender Form schreiben: 


a d log J, d J 
(37) “iz + == p dp (log +). 
Fiihren wir die Differentiation der Logarithmen aus, so kommt: 
tdi, fF 4 phy 


J, dp PY, apNJ 
Hierin hebt sich J, aus den beiden Nennern fort, und das Product 
pd kénnen wir nach (36) durch gq ersetzen. Ferner kénnen wir die 
beiden Differentialcoéfficienten nach p in solche nach q umwandeln 
durch Anwendung der allgemeinen Gleichung 
62 2 a 
dp dq dp’ 
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wobei sich der Differentialcoéfficient a , welcher an beiden Seiten vor- 
kommt, forthebt. Wir erhalten also: 


7 
(38) ig = 1 aq CF): 
Dieses ist die om, cinenis zwischen J unddJ,. Man sieht, 
dass die neue Gleichung in Bezug auf J,, 7: und q dieselbe Form hat, 


wie (37) in Bezug auf log J,, log 4 und p. 


8) Es sind im Vorigen fiir Centralbewegungen, bei denen die An- 
ziehungskraft irgend einer Potenz der Entfernung proportional ist, 
eine Reihe von Formeln aufgestellt, welche die den Bewegungsperio- 
den entsprechenden Zeiten und verschiedene Mittelwerthe als Functio- 
nen zweier leicht bestimmbarer Gréssen darstellen. Da diese Formeln 
unter den zu ihrer Ableitung angewandten Gleichungen etwas zerstreut 
sind, so wird es der bequemeren Uebersicht wegen zweckmiissig sein, 
sie hier noch einmal kurz neben einander anzufiihren. 

Wenn E die Energie des bewegten Punktes und ¢ den doppelten 
Werth des vom Radius vector wiihrend der Zeiteinheit beschriebenen 
Flichenraums bedeutet, so bilden wir zuniichst folgende zwei Gréssen: 


__ | 2(m-+1) 
e—[Gtae) — 


n+3 
—a 4 i 26 (m + 1) | 2(n+1 pee /m c i 
q= mk “Sy E i= Yt “a 
2 


Ferner fiihren wir zwei mit J und J, bezeichnete Functionen von q 
ein, welche unter einander durch oer Gleichung zusammenhiingen : 


dd, J, 
dq” ! iq at 7): 
Dann gelten fiir die nachstehend angefiihrien Gréssen die beige- 


schriebenen Gleichungen: 
1) Das mittlere Ergal: 


k - ot k n 
a. Pare. 
2) Die mittlere lebendige Kraft: 
m k * 
2 v = 3 9 +1. 


3) Die mittlere lebendige Kraft der Drehungsbewegung (gemiiss 
(24), wenn darin p durch g ersetzt wird) : 


oe a n+1 4 


2 r 2 J 








4) 
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Functi 
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(39) 


und 
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4) Die mittlere lebendige Kraft der radialen Schwingungsbewegung: 


m (dr q 
2 a) —"" (1—4)- 
5) Die Umdrehungszeit: 
—-- 1—a 
i=—2n)Ve? J. 
6) Die Schwingungszeit: 
1—n 
$, = 22 | =_r 2%. 


Ausser den hier angefiihrten Gréssen kann man nach den obigen 
Entwickelungen leicht auch noch andere Gréssen ausdriicken, wie z. B. 
das mittlere Ergal der Umdrehungsbewegung und der Schwingungs- 
bewegung; indessen mégen die vorstehenden Ausdriicke geniigen. 

9) In allen diesen Ausdriicken kommt nur Eine unbestimmte 
Function von q vor, da sich die beiden mit J und J, bezeichneten 
Functionen durch die zwischen ihnen bestehende Beziehung auf Eine 
zuriickfiihren lassen. Auch diese Function noch zu bestimmen, lag 
urspriinglich nicht im Plane meiner Untersuchung, da ich nur diejeni- 
gen Folgerungen ableiten wollte, welche sich unmittelbar aus meinen 
neuen mechanischen Gleichungen ergeben. Nachdem ich aber die 
obigen Formeln aufgestellt hatte, schien es mir der Vollstindig- 
keit wegen doch zweckmiissig zu sein, wenigstens eine angeniiherte 
Bestimmung jener Function vorzunehmen. Ich habe daher die Function 
J, in eine Reihe entwickelt und einige Glieder dieser Reihe berechnet. 

Aus der schon oben angefiihrten Differentialgleichung 

" ar 


” dt? 


1 
=—kr+ me, 
erhiilt man durch erste abshi ky 

m mw (Sr) said 
dt 
worin E, wie bisher, die ee der Pon bedeutet. Hieraus er- 


giebt sich zur Bestimmung der Zeit die Differentialgleichung: 


dr 

dt= =— -— ——— nr ? 
(2 E ry. : 3 — enti 

m r mn-+i1 


creti _ & m es we 3 





oder, wenn man Zahler und Nenner mit 7 multiplicirt: 
(39) dt = 7 Ed —— 
d 2 n+! 

V-@+=E ieee oy hae 


Hierin wollen wir statt der Constanten F und ¢ die Constanten @ 
und q einfiihren, indem wir nach den Gleichungen (22) und (33) setzen; 
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3 k 
E=k swe ry o"t+! und c? = ——r 
Dann kommt: 
2 
dt= [SS = ES ree SS = 
; = * er : 
V-yPert = “ai © +12 me i +8 


Nehmen wir den Factor F guts aus dem Wurzelzeichen, so er- 


halten wir: 
Sion ; 4 d (1?) 


vie? ¥-*+ 0-30" 


oder anders geschrieben : 


3 d £ 
(40) dt—4//™o® — C ) aoe 
+2e : 2 or 
V—4 +o 1 n-+1 Xo 
Hierin wollen wir der Bequemlichkeit wegen fiir den Bruch ~ den 
Buchstaben x setzen, also: 














aa 
m d (x?) 
(41) dt=4 le aor: 3 nh ET 
+ m+i~ n+i1 


Diese Gleichung muss — werden, um die Schwingungszeit zu 
erhalten. Dabei sind als Grenzen zwei Werthe von x zu nehmen, fiir 
welche der unter dem aug stehende Ausdruck und demge- 


ae “ gleich Null wird. Diese Werthe 
mégen mit x, und x, bezeichnet werden. Das Integral von dem einen 
Grenzwerthe zum anderen giebt die Zeit, welche der bewegliche Punkt 
gebraucht, um vom kleinsten Werthe von r zum gréssten zu gelangen; 
da wir nun aber unter der Schwingungszeit die Zeit verstehen, welche 
der Punkt gebraucht, um vom kleinsten Werthe zum gréssten und dann 
wieder zum kleinsten zu gelangen, so miissen wir das vorher erwihnte 
Integral doppelt nehmen. Wir erhalten also: 


miiss die radiale Geschwindigkeit “” 











iectoad, m aa) ts 3 
™ Vive Soar . RE RT 
Tat 7” n : 1 


Vergleichen wir prea Ausdruck von i, mit dem in (30) gegebe- 
nen, so erhalten wir fiir die Function J, die Gleichung: 
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10) Um diese Integration auszufiihren, wollen wir die Gleichung 
zuerst so schreiben: 


‘ s=% ata 
O tak (7 —— ae 
2 - 7 n 
pe Vi-4 —(1— Se +540"+) 
Hierin wollen wir nun eine neue Veriinderliche z einfiihren, welche 


durch folgende Gleichung bestimmt wird: 
F m+3 2, 2 o+8 an st 
(45) 1 nti” T sti" = és", 
Wenn wir uns dann die Grosse 2? in eine Reihe nach steigenden 
Potenzen von z entwickelt denken, indem wir setzen: 


(46) “2—=a-+a,z+ a2 + azz + ete. 

und die Coéfficienten dieser Reihe so bestimmen, dass dadurch der 
vorstehenden Gleichung geniigt wird, so erhalten wir folgende Werthe, 
worin zur Abkiirzung noch der Buchstabe w mit der Bedeutung 


2)(n—1 
(47) “= ee 
eingefiihrt ist: 
a=! 
— Vn+ 3 
pli n—1 1 
~~ eee ne 
és is : 
a es + Vn+3 2. 32 
(48) eS 
a= — wT "3.5 


i ee 
5 + Vn+3 Q!. 33.5 

n+5 2-3?—uwp 
nts 8-5-7 
pw, Bt Bt at at — 1398" 
—Vn+3 96. 35.52.77 








Unter Anwendung der neuen Veriinderlichen z geht die Gleichung 
(44) in folgende iiber, in welcher die Grenzen der Integration bestimmt . 
angegeben sind: 

2=V1-¢ 
(49) J, i 1 d (a fe ae 4- Mp2” op a32° a etc.) 5 


2m Vi-@—# 








. 
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Das hierin angedeutete Integral zerfallt nach den Gliedern der 
Reihe in unendlich viele Integrale, deren Werthe sich leicht angeben 
lassen. Jedes Glied, welches eine gerade Potenz von ¢ enthilt, giebt 
als Integral den Werth Null. Fiir die Glieder mit ungeraden Potenzen 
gilt felgende allgemeine Gleichung, worin v eine ungerade ganze Zahl 
sein soll: 

2=Vi1-¢ 
—_ | 1-3-5-Te 


2 3 
Via@ae ~~ 1-2-4-6-9—1 (lL—q’)" =. 





2=—V1-?¢ 


Wenden wir diese Formel auf die ungeraden Glieder der vorstehenden 
Gleichung an, so erhalten wir zuniichst: 


(50) J,=t[a+$a,(1—¢@)+ 7a, (1—g)?+ ete]. 


In diese Gleichung haben wir fiir die Coéfficienten a,, a, etc. ihre 
Werthe aus (48) einzusetzen, wobei wir von den beiden Vorzeichen, 
welche vor den Wurzeln stehen, nur das obere zu _ beriicksichtigen 
brauchen, indem das untere eine negative Zeit geben wiirde. Dadurch 
erhalten wir: 


93 .: 2 
6) Rapti [itet ote eta” 


2! - 33 - 5? — 26- 3? uw — 139? 


ait. 35.5 (1— gq) + ete. . 


Hierdurch ist die Grésse J, als Function von qg soweit bestimmt, 
dass man sie fiir Werthe von g, die nicht zu weit von 1 abweichen, 
mit ziemlicher Anniherung berechnen kann. 

Aus dieser Reihe lisst sich mit Hiilfe von (38) auch die entspre- 
chende Reihe fiir J ableiten. 

11) Diese Ableitung und andere Rechnungen werden etwas be- 
quemer, wenn man die Reihe nach steigenden Potenzen von 1 — g 
entwickelt. Wir wollen dabei fiir die letztere Differenz einen beson- 
deren Buchstaben einfiihren, indem wir setzen: 


(52) s=1—q. 


Dann ist: 
1— ¢”’=—1—(l—s*?—2s— 8, 


- und durch Einsetzung dieses Werthes geht die obige Reihe iiber in: 
1 2 . 
©)  A=pas[ttestare® 


— pp SSMS: hp + 13989 





3 . 
eas s§ + ete.] ‘ 
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. 


Um hieraus J zu berechnen, kénnen wir die Gleichung (38) in 
folgender Form schreiben: 


(54) ds\J/~ 1—s ds 
Setzen wir hierin rechts fiir J, den vorstehenden Ausdruck, so erhalten wir 


gunichst den Differentialcoéfficienten von " und dann durch Integra- 


tion 4 selbst. Die dabei hinzukommende Integrationsconstante kann 


leicht bestimmt werden, weil sich fir s = 0, also fiir die Kreis- 

bewegung, die Umdrehungszeit ¢ und demgemiiss der Werth der Function 

J direct bestimmen liisst. Es ergiebt a nimlich, dass fiir diesen 

Fall J = 1 zu setzen ist, woraus folgt: —| = - —!_. Unter Beriick- 
3 Vn i: 


sichtigung dieses Werthes erhalten wir fiir den Bruch = folgende Reihe: 


+~ eval te 


34.5 —22-38.7p — 
a* : — 4a) 


stu ASE gt 


(55) 


2-3-5 

Da der Bruch 1 gleich dem Bruche 2 ist, so stellt der vor- 
stehende Ausdruek das ‘Verhiltniss zwischen der Schwingungszeit und 
der Umdrehungszeit dar. 

Man kénnte nun, um J zu bestimmen, einfach mit der Gleichung 
(55) in die Gleichung (53) dividiren. Dadureh wiirde man aber J nur 
bis zur dritten Potenz von s entwickelt erhalten, wiihrend noch das 
Glied mit der vierten Potenz erhiiltlich ist. Schreibt man niimlich die 


vorher angewandte Gleichung (54) in der Form 


(56) 4 (4 sas £9); 


so kann man hieraus wegen des an der rechten Seite befindlichen 


Factors s die Differenz 4 —J,, welche kein constantes Glied ent- 


hilt, sondern gleich mit der zweiten Potenz von s beginnt, bis zur 


vierten Potenz von s bestimmen, obwohl be nur bis zur dritten Potenz 


bekannt ist. Bilden wir dann weiter die identische Gleichung: 


und wenden an der rechten Seite derselben fiir die im Zahler des 
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zweiten Gliedes befindliche Differenz den bis zur vierten Potenz ent- 
wickelten Ausdruck an, so erhalten. wir: 


‘i, eee 


(57) J=1— at 3 ee ey ae s° 


— 2. 34.54292.3-7- 294+ 89n? 
+h y es gl. gt. 7m a - $4 + ete. 





12) Wir haben somit fiir die Functionen J und J, Ausdriicke 
gewonnen, aus welchen sich ihre Werthe angenihert bestimmen lassen, 
und zwar um so genauer, je kleiner s ist, je weniger also die Bahn 
von der Kreisform abweicht. Sie gewiihren in mancher Beziehung 
einen leichten Kinblick in das Verhalten dieser Functionen. 


Der in dem Ausdrucke von J, vor der Reihe stehende Factor 
——\_ welcher fiir » = — 3 unendlich gross, und fiir Werthe von 
Vat 3’ 5 ? 

m, die unter — 3 liegen, imaginiir wird, zeigt recht augenfiallig, dass 
fiir Anziehungskrifte, welche einer negativen Potenz der Entfernung 
proportional sind, die minus dritte Potenz die Grenze bildet, bis wohin 


iiberhaupt noch stationiire Bewegungen miglich sind. 





Ferner ist es an den beiden Ausdriicken charakteristisch, dass 
siimmtliche Glieder, welche s enthalten, mit dem gemeinsamen Factor 
uw versehen sind. Daraus folgt, dass fiir « = 0 beide Ausdriicke von 
der Grésse s unabhingig werden, indem die Gleichungen (53) und 
(57) in 
1 
“gees und J 
iibergehen. Da nun nach (47) 

an @& J 2) (9 — 1) 
oo a 3 
ist, so tritt dieses einfache Verhalten in den beiden Fiillen ein, wo n 
die Werthe — 2 und 1 hat. 


Diese beiden Werthe von m sind die einzigen, bei welchen die Be- 
wegungen allgemein, d. h. fiir alle Werthe von s, in geschlossenen 
Bahnen stattfinden. Dieses kann nimlich nur dann der Fall sein, 
wenn das Verhiiltniss zwischen der Schwingungszeit und der Um- 


. - . ‘ a 
drehungszeit unveriinderlich ist, und es muss daher der Bruch 7, 
welcher mit —- identisch ist, von s unabhiingig sein. Daraus folgt 
weiter, dass in der unter (55) mitgetheilten Reihe die Coéfficienten 
aller Potenzen von s, von der ersten an, gleich Null sein miissen, so 
dass das constante Glied allein iibrig bleibt, was nur eintritt, wenn 


# = 0 und somit » entweder gleich — 2 oder = 1 ist. 
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Der vorher erwaihnte Bruch a wird fiir « = 0 durch die Formel 
Feri dargestellt, welche, je nachdem » = — 2 oder n = 1 ist, 
den Werth 1 oder 4 annimmt. Dadurch wird ausgedriickt, dass wih- 
rend einer Umdrehung im ersteren Falle Eine radiale Schwingung 
stattfindet, so dass der Radius vector Kin Maximum und Ein Minimum 
hat, im letzteren Falle dagegen zwei radiale Schwingungen stattfinden, 
so dass der Radius vector zwei Maxima und zwei Minima hat. 

Alle vorstehenden Betrachtungen beziehen sich auf die Bewegungen 
eines materiellen Punktes um ein festes Centrum. Ganz ahuliche Be- 
trachtungen lassen sich anstellen in Bezug auf die Bewegungen zweier 
materieller Punkte um einander, und fiihren zu entsprechenden Resul- 
taten. Da ich diese Erweiterung fiir den Fall, wo die Bewegungen 
in geschlossenen Bahnen stattfinden, schon in meinem vorigen Auf- 
satze durchgefiihrt habe, und bei Bewegungen in ungeschlossenen 
Bahnen die Erweiterung im Wesentlichen auf gleiche Art geschehen 
kann, so wird. es nicht néthig sein, hier wieder darauf einzugehen. 


Satze aus dem Grenzgebiet der Mechanik und der Geometrie. 


Von R. Lipscuitrz in Bonn. 


Weil die Mechanik die Kérper im Zustande der Bewegung be- 
trachtet, so muss sie die Geometrie zur Feststellung ihrer Grundlagen 
in Anspruch nehmen, und hat dieselbe auch von jeher fiir die Errei- 
chung ihrer Ziele verwerthet. 

Aber erst durch die fortschreitende Ausbildung der Mechanik und 
der Geometrie hat sich die Aufmerksamkeit auf Fragen gerichtet, an 
deren Erforschung beide Wissenschaften ein gleiches Interesse haben, 
und die, analytisch ausgedriickt, von genau denselben Algorithmen 
abhiingen. Die Entwickelung eines Begriffes, der in das Grenz- 
gebiet der Mechanik und der Geometrie einschliigt, findet sich in 
der Abhandlung: iiber einen algebraischen Typus der Bedingungsglei- 
chungen eines bewegten Massensystems, Borchardt’s Journal fiir Ma- 
thematik, Bd. 66, 8. 563. Man denkt sich ein System von materiellen 
Punkten, deren Massen der Reihe nach m,, m,, --- m, heissen 
moégen; der Ort jeder einzelnen Masse m, wird auf die rechtwinkligen 
Coordinaten 2, y., £- bezogen; bei einer gewissen Anordnung de 
Systems erhalten die Coordinaten der einzelnén Punkte die bestimm- 
ten Werthe x, = a,, ye. =b,’, 2e-=c¢,. Dann ist der in Rede stehende 
Begriff als die iiber die stimmtlichen q Punkte ausgedehnte Summe aus 
den Producten jeder Masse m, in das Quadrat der Entfernung des Ortes 
(ey Yer Ze) von dem Orte (a., be, Ce) 


(1) 2G = Em, ((x. — a)? + (Ye — b.)? + (4 — ©)*) 
definirt. 

Zu einer neuen Definition dieses Begriffs fiihrt die Vorstellung, 
dass das System der materiellen Punkte m, frei von dem Einfluss be- 
schleunigender Kriifte und ohne einschriinkende Bedingung sich im 
Raume bewege. Hier folgt das gleichformige Fortschreiten eines jeden 
Punktes in gerader Linie mit Nothwendigkeit aus der Forderung, dass 
die erste Variation des zugeordneten oe der kleinsten Wirkung 


(2) os raf V Em, (da? + dy? + de?) 


fiir feste Anfangs- und Endlagen der einzelnen Punkte verschwinde. 
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Wenn nun die Coordinaten (a,, b,, ¢.) die Anfangslage, die Coor- 
dinaten (%., Ye, 2) die betreffende Endlage der Masse m, bestimmen, 
ergiebt sich leicht die Gleichung 


(3) R? = 2G. 


Die Function 2G ist also bei einer durch das Triigheitsgesetz gegebenen 
Bewegung des Systems, fiir den Punkt m, beziehungsweise von dem Orte 
(a., be, Ge) nach dem Orte (%., Ye, %), gleich dem Quadrate des zugeord- 
neten Integrales der kleinsten Wirkung. Hingegen fallt die Darstellung 
des Integrales der kleinsten Wirkung durch die Gleichung R = / 2G 
mit der Darstellung der von Hamilton eingefiihrten charakteristischen 
Function des betreffenden mechanischen Problems zusammen. 

Um die Beziehung der Function 2G zu einer allgemeineren Bewe- 
gung des Systems von Punkten m, abzuleiten, wird angenommen, dass 
das System unter der Einwirkung von beschleunigenden Kriften stehe, 
fiir welche eine Kriftefunction U vorhanden ist, und dass dasselbe 
einer Reihe von Bedingungsgleichungen 


(4) ®, = Const., , = Const., --- ©, = Const. 


unterworfen sei, wo die / Functionen ®, nur die Coordinaten der ein- 
zelnen q Punkte, und nicht die Zeit ¢ enthalten. Das von Hamilton 
herriihrende Princip schreibt in diesem Falle vor, dass die erste Varia- 
tion des Integrales 


(5) fa zm, = é. cy 4 (i) + U+4,%,--+4,0) dt 


unter Zuziehting der / Gleichungen (4), bei festen Anfangs- und End- 
werthen der 3q Coordinaten, zu Null! gemacht werde. Die zu bestim- 
menden Multiplicatoren 4,, - - - 4, gelten als reine Functionen der Zeit t. 
Diese Aufgabe bringt vermége der Regeln der Variationsrechnung die 
Gleichung 


Sg ie dy, Pz, 
(6) Zim. (Get ate + Gh Oye + 52.) —8U + 4,00, + 2,00, 
444,80, 


hervor, welche unabhiingig von den 3q Variationen 0x,, dy., 0% er- 
fiillt werden muss, und dadurch das System der Differentialgleichungen 
des mechanischen Problems in sich schliesst. In der Gleichung (6) 
kénnen die Variationen dx, dy, 02, beziehungsweise durch die end- 
lichen Differenzen xe — a,, Y,— be, Z —— Ce ersetzt werden.*) Dann 
geht die linke Seite in einen Ausdruck iiber, der mit der Function G 
durch die charakteristische Relation 


*) Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, 4'* Vorlesung, 8. 21. 
Mathematische Annalen, VI. 27 
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x, ay, 7 az, 

(7) 2 Me Ge (ae — ae) + Ge Yo — be) + ape & — «)) 

sel &G i adx,\? dy»? dz; 

= ae — 2m (Ge) + Ge) + Ge) 
zusammenhiingt, und auf der rechten Seite verwandelt sich die Varia- 
tion 0U in den Ausdruck 

0U 0U oU 
® 2 @—a)+ 57 u—wW+ i @—e), 


e \CX 


die Variation 8®y in einen entsprechend gebildeten Ausdruck. So ent- 
steht die Gleichung 


oe , dx,.? | cdy,* , dz? 
9) qa — 2m (Cr) +(4,) + (=) 
oU U aU 
= = (Fn, (ae “ar Ge) + Fy (Ye ps b.) 4 OE, (Ze _— «)) 


vey (2%, ae, ao, 
+ BEA, (5 — a) + Gt Ue —b) + Gl (fe — 0). 


Bei der Voraussetzung, dass D,, D,, -- ®; homogene Functionen 
der Verbindungen x. — @., Ye — be, Z — Ce sind und dass die in (A) 
vorgeschriebenen constanten Werthe stimmtlich gleich Null sind, ver- 
schwindet die Doppelsumme auf der rechten Seite der vorstehenden Glei- 
chung, und diese Gleichung wird mit der Gleichung (6) der angefiihr- 
ten Abhandlung identisch. 

Will man die Bewegung eines Systems von materiellen Punkten 
fiir solche Fille in Riicksicht ziehen, bei denen die Bedingungsglei- 
chungen (4) gelten, dagegen die nach den Axen der w, y, ¢ genom- 
menen Componenten der auf die einzelnen Massenpunkte m, wirkenden 
Kriifte, X., Y., Z,, nicht auf eine Kriftefunction zuriickfiihrbar sind, 
so lassen sich bekanntlich die Differentialgleichungen des mechanischen 
Problems in die eine Gleichung zusammenfassen, welche durch die Sub- 
stitution des Ausdruckes 


(10) =(X.dx,+ Y.dy + Z.82,) 


statt der Variation 6U aus der obigen Gleichung (6) hervorgeht.*) 
Deshalb bleiben alle von uns gezogenen Schliisse in voller Kraft, wo- 
fern nur statt des obigen Ausdruckes (8) der Ausdruck 


(8*) 2 (X. (@ — ae) + Ye (Ye — be) + Z (ee — &)) 
gesetzt wird. 


Die Existenz einer Kriiftefunction fiir die wirkenden Kriifte ist 
nicht angenommen in der Abhandlung des Herrn Clausius: «ber 





*) Lagrange, mécanique analytique, Seconde partie, Section IV, art. 10 et 11. 
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einen auf die Wdrme anwendbaren mechanischen Satz (Sitzungsbericht 
der Niederrheinischen Gesellschaft in Bonn, Juni 1870, und Compte 
rendu der Pariser Akademie, Tome LXX, 20. Juni 1870), und in der 
Abhandlung des Herrn Ivan Villarceaux: sur wun nouveau théoréme 
de mécanique générale (compte rendu, Tome LXXV, No. 5, 29. Juli 
1872). Die Beziehungen dieser beiden Abhandlungen, die von rein 
mechanischen Betrachtungen ausgehen und die gefundenen Resultate 
auf die mechanische Theorie der Wérme anwenden, zu der vorhin an- 
gefiihrten Arbeit und zu den betreffenden friiheren Arbeiten von Jacobi, 
Crelle’s Journal, Bd. 17, 8. 97, und Vorlesungen iiber Dynamik, 8. 21, 
sind in dem Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, rédigé 
par M. M. G. Darboux et J. Houel, Tome III, November 1872, 
8. 349 erértert. Ferner gehért hierher eine Mittheilung des Herrn 
Clausius: diber die Beziehungen zwischen den bei Centralbewegungen 
vorkommenden charakteristischen Grissen, Nachrichten v. d. K. G. d. 
Wiss. zu Gottingen, 25. December 1872, S. 600. Anwendungen der 
vorhin mit 2 G bezeichneten Function auf die Theorie der Anziehung 
haben gegeben Herr de Gasparis: Lettre sur un nouveau théoréme 
de mécanique, communiquce par M. Ivan Villarceaux (compte rendu, 
Tome LXXV, No. 9, 26. August 1872), und Herr 8. Newcomb: 
Note sur un théoreme de mécanique céleste (compte. rendu, Tome LXXV, 
No. 26, 23. December 1872); Anwendungen auf die Theorie der kleinen 
Schwingungen Herr ¥. Lucas: théorémes généraux sur Véquilibre et le 
mouvement des systemes matériels, Bericht von Herrn de Saint-Venant 
(compte rendu, Tome LXXV, No. 23, 2. December 1872), und Herr 
de Saint Venant: Partage de la force vive, due & un mowement 
vibratoire composé, en celles qui seraient dues aux mouvements pendu- 
laires simples et isochrones composants, de diverses périodes et amplitudes. 
Partage du travail di au méme mouvement composé, entre deux instants 
quelconques , en ceux qui seraient dus aux mouvements composants (compte 
rendu, an derselben Stelle). 

Der mehrfach erwihnte Aufsatz: iiber einen algebraischen Typus 
der Bedingungsgleichungen eines bewegten Massensystems enthiilt Anwen- 
dungen auf zwei Gattungen von mechanischen Problemen, von denen 
die eine Gattung die kleinen Schwingungen eines Systems materieller 
Punkte, die andere Gattung die Anziehung eines materiellen Punktes 
gegen ein festes Centrum in sich begreift. Fernere Anwendungen der 
Function 2G auf Probleme der theoretischen Physik gedenke ich bei 
einer kiinftigen Gelegenheit zu behandeln. 

Die gegenwiirtige Untersuchung hat es hauptsiichlich mit der Voraus- 
setzung zu thun, dass das System der Punkte m, von keinen beschleu- 
nigenden Kriften getrieben werde und nur einer Bedingungsgleichung 
unterworfen sei. Demgemiiss ist in dem vorhin bezeichneten Problem 
27* 
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die Kraftefunction U gleich Null, und die / Bedingungen (4) reduciren 
sich auf die eine 

(4*) . ©, = Const. 

Sobald nur ein einziger Massenpunkt m, vorhanden ist, so bedeutet 
diese Bedingung, dass derselbe die Oberfliiche ®, == Const. nicht verlassen 
darf, und die Function 2G wird gleich dem Product der Masse m, 
in das Quadrat des Abstandes des Ortes (x,, y,, 2,;) von dem Orte 
(a,, 6,, ¢,). Denkt man sich nun den Ort (x,, y,, 2,) auf der Oberfliche 
®, = Const. fiir eine gewisse Zeit ¢, und das Fortschreiten des Punktes 
auf der Oberfliiche wihrend des niichsten Zeitelements dt beliebig ge- 
geben, so gehdrt zu dem betreffenden Elemente der Bahn des Punktes 
ein bestimmter Normalschnitt der Oberfiiiche, und der Punkt (a,, b,, ¢) 
kann als Kriimmungsmittelpunkt fiir diesen Normalschnitt determinirt 
werden. In Folge dessen hingt die Function 2G mit dem zugehdérigen 
Kriimmungsradius @ durch die Gleichung 

(11) 2G =m,e 

zusammen. Wenn die obige Gleichung (6) der in Rede stehenden ein- 
fachen Annahme entspricht, so repriisentirt der auf der rechten Seite 
auftretende Ausdruck 2,0, das Moment des Druckes, der bei der Be- 
wegung des Punktes m, auf die Oberfliiche ®, = Const. ausgeiibt wird. Die 
bekannte Beziehung zwischen dem Werthe des Druckes und dém Kriim- 


mungsradius @ lisst sich dann vermége der Relation (11) folgender- 
massen ausdriicken 


(12) — = “V Gs.) + A + Gy). + Ge) as 
190 yas (Cit) + C8) + Gi) 


Es wird nun gezeigt werden, wie man bei dem System der g Punkte 
(Ze, Ye, 2) ein System von qg zugeordneten Punkten (a,, b., ¢-) dureh 
die Forderung bestimmen kann, dass das erste und das zweite vollstin- 
dige Differential der betreffenden Function G respective von dem ersten 
und dem zweiten vollstiindigen Differential der gegebenen Function 
, nur um einen endlichen Factor verschieden sei. Das so definirte 
System der q Punkte bildet eine Verallgemeinerung von dem Begritfe 
des Kriimmungsmittelpunktes einer Oberfliiche. Zwischen dem ent- 
sprechenden Werthe der Function 2 G und dem in der Gleichung (6) 
vorkommenden Werthe 4,, wobei die Function U gleich Null und die 
Zahl 1 gleich der Einheit vorausgesetzt ist, folgt dann eine der obigen 
Gleichung (12) véllig analoge Gleichung. Durch dieselbe wird der 
schon angedeutete Satz verallgemeinert, dass, wenn sich ein Punkt, 
frei von dem Einfluss einer beschleunigenden Kraft, auf einer gegebe- 
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nen Oberfliche bewegt, der reciproke Werth des Kriimmungsradius 
dem auf die Oberfliche wirkenden Drucke proportional ist. 


Nach der Begriindung dieser Thatsachen werde ich die Stellung 
erdrtern, welche die zugehérigen Begriffe der Mechanik und der Geo- 
metrie von dem Gesichtspunkte aus einnehmen, unter dem die in Bor- 
chardt’s Journal fiir Mathematik publicirten Untersuchungen gefiihrt 
sind, welche den Titel haben: Untersuchungen in Betreff der ganzen 
homogenen Functionen von n Differentialen, Bd. 70, S. 71—102, und 
Bd. 72, 8. 1—56, Entwickelung einiger Eigenschaften der quadratischen 
Formen von n Differentialen, Bd. 71, 8. 274—295, Untersuchung eines 
Problems der Variationsrechnung, in welchem das Problem der Mecha- 
nik enthalten ist, Bd. 74, S. 116—149. Durch diese Betrachtung wer- 
den sich Theile der Theorie, welche bis dahin getrennt waren, an 
einander schliessen, und wird die Wahrnehmung eine neue Bestitigung 
erfahren, dass die Voraussetzungen der thatsiichlich geltenden Mecha- 
nik und Geometrie vor anderen nahe stehenden Voraussetzungen auf 
charakteristische Weise ausgezeichnet sind. 


e 


Wenn man das erste vollstindige Differential der Function G und 
der Function ®, einander gegeniiberstellt 


(13) dG = Xm, ((a — a.) da. + (ye — b.) dye + (Ze — &) de), 


(14) do, == = (Fe dite + § oe * dye + ees des), 
und verlangt, dass bei gegebenen Werthen der 3q Variabelen x,, y., Z., 
unabhingig von den Werthen der Differentiale dx,, dy., dz, das Difte- 
rential dG dem Differential d®, bis auf einen endlichen Factor gleich 
werden soll, so ergiebt sich fiir die 3q Gréssen a,, b,, c, die Bestim- 
mung, dass die Verbindungen 

Me (Le — Me), Me (Ye — Ve), Me (Ze — Ce) 
den partiellen Differentialquotienten 


Ox,’ Ov’. : 04, 


bis auf einen durchgehends iibereinstimmenden Factor respective gleich 
sein miissen. Dieses Sachverhiiltniss kann vermittelst des Ausdruckes 


(15) (L)= = me (G 4 | * oa) + (62) 


durch die Gleichungen 
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a, 

{ m, (x, — a,) bx, 
Sails Via) 

0, 

(16) m, (Y, — 5) ae OY, 
V2oG- VA) 

0, 

m, (2, — ¢,) 02, 
V26 ~~ VG,ty 


dargestellt werden. Gleichzeitig gilt zwischen den Differentialen dG 
und d®, die Relation ven der vorgeschriebenen Beschaffenheit 


(17) 6¢ am 


V2GE Vai 


Wir bilden nun das zweite vollstindige Differential der Functioh 
G und der Function 9, 


(18) dG = Dm, ((%-— ae) date + (Ye — Ve) Be + (Ze — Ce) d2%) 
+ 2m, (dz? + dy? + dz,’), 


(19) @, = = = (Fe Px, + oF dy, +29 * dee) 4 2! ot, dazed, 


@,0%, 
ao, 


+ = ony 


du.dye ++++ = os a dz.dz , 

und sprechen die Forderung aus, dass, fiir beliebig verdinderliche Werthe 
der zweiten Differentiale d*x., d*y., dz, und beliebig aber fest gegebene 
Werthe der ersten Differentiale dx, dy., dz. das Differential d’?G dem 
Differeutial d’, bis auf einen endlichen Factor gleich werde. Die 
Gleichung (18) verwandelt sich durch die Division mit dé? in die 
charakteristische Relation (7). Die bestehenden Gleichungen (16) haben 
zur Folge, dass der erste Bestandtheil von d?G und der erste Bestand- 
theil von d?,, welche die zweite Differentiale enthalten, die ge- 
wiinschte Beschaffenheit besitzen, und dass der erstgenannte zu dem 
zweitgenannten in demselben Verhiiltnisse steht, wie der Ausdruck 


¥2G zu dem Ausdrucke+/(1,1). Deshalb muss die Gleichung gelten 
(20) eG _ de, 


V2G Va) 


Damit unsere Forderung vollstiindig erfiillt sei, ist es darum noth- 
wendig und hinreichend, dass der zweite Bestandtheil von d?G und 
der zweite Bestandtheil von d?®,, welche gleich quadratischen Formen 
der 3q Differentiale dx, dy., dz, sind, ebenfalls dieses Verhiltniss zu 
einander haben. So entspringt die Gleichung 
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Zim, Cae diay dy,? fia ds) 


, ao 1 @ 
J aaom, an bi: ao ot dx, Ye al ei s Doe, ip T died ae’ 


"ai ; Van ms, 

Durch diese Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen (16) 
wergen die 3q Grissen a., be, ¢, fiir gegebene Werthe der Variabelen 
Ley Ye, Ze und der Differentiale dx,, dy, dz,, vollstiindig bestimmt, und 
das hervorgehende Werthsystem (a,, b., ¢.) r<priisentirt eine Verallgemei- 
nerung des Kriimmungsmittelpunktes. 

Bei dem mechanischen Problem, fiir welches die Kriftefunction U 
verschwindet, und nur cine Bedingungsgleichung (4*) gegeben ist, wird 
die obige Gleichung men zu der folgenden 


Py, 
ies. FN ve 62.) = 4,80,. 


Mithin repriisentirt der Ausdruck 4,00, die Summe der Momente aller 
Drucke, welche durch die Bedingungsgleichung (4*) hervorgerufen 
werden. Aus dieser Gleichung sind die Folgerungen zu ziehen 
ee 

dt =m ae = 9 

Durch die erste derselben wird die Wahl der Differentialquotienten 
dx ly, dz, r 4 i : 

q rs a a beschriinkt. Die zweite benutzen wir zu der Darstel- 
lung des Ausdruckes 4,. Wenn man das in (19) explicite hingeschrie- 
bene zweite Differential d’®, durch die Grosse dé? dividirt, so erhalten 
xz, ay, dz, ‘ o F a?, A%, 09, 
d@? ae? ae Tespective die Factoren 5, , dy,? 02, 
wiihrend die entsprechenden Gréssen auf der linken Seite von (22) die 
Factoren m,dx%,, m.dY., m.Oz, aufweisen. Sobald daher in (22) statt 


dieser Ausdriicke die Ausdriicke a ao, & 








(22) zm, 





sie 


(23) 


die Gréssen 


j » =~ Ssubstituirt werden, so 
Ox,’ dy,’ 04, 


stimmen die betreffenden Bestandtheile iiberein, “und zugleich verwan- 
delt sich der Ausdruck 


0, = 2B (Fo Oa +§ mY i+ Fy be) 


in den Ausdruck 


25, (Gee) + Gas) + Gn) ) = 0 


Auf diese Weise folgt aus (19) und (22) fiir die Grosse 4, die Be- 
stimmung 
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® @y, ao ao, Ro 
(24) (LB (“Ge SE + Ge Se + Ge Set) — Se, 


welcher man durch eine fernere Anwendung von (19) auch die Gestalt 
geben kann 


ao, dx, dz, ao, ax, dy,, 
ye —— 1 2 Oi, OD > 1 
6") 4,041) pod 10X,0x, dt dt 7 Ok,0y, at dt 
, &, 42, dz, 
_» 2% at a: - 
Die Vergleichung dieses Resultats mit dem in (21) enthaltenen bringt 
alsdann die Gleichung hervor 


26 2m. G+ G+ @)) 


Dieselbe schliesst die Gleichung (12) in sich, und bezeichnet den Zu 


sammenhang der Function Y 2G mit der Function 4, VY (1,1), von denen 
die erstere eine Verallgemeinerung des Kriimmungshalbmessers, und die 
zweite eine Verallgemeinerung von dem Begriffe des Druckes darstellt. 
Beilaiufig kann bemerkt werden, dass, wenn man in dem zu der 
Gleichung (22) fiihrenden Variationsproblem statt der Function , die 
Function G selbst wihlt, das beziigliche System von‘ Differentialglei- 


(25) —1 Ay VG. 1) 


chungen zu der Kategorie gehért, welche Journal f. M., Bd. 72, 8. 38° 


vollstaindig integrirt ist. Zugleich folgt aus den dortigen Ausfiihrungen, 
dass die aus 3g =n positiven Quadraten bestehende Form 


2m, (dz? + dy? + dz.*), 
sobald durch die an die Stelle von (4*) tretende Gleichung G = 


2a 
eine Variabele eliminirt wird, in eine Form von (n — 1) Differentialen 
iibergeht, welche fiir die Mannigfaltigkeit der (n — 1) zuriickbleiben- 
den Variabelen, und von dem constanten positiven Kriimmungsmasse «, 
das Quadrat des Linearelements darstellt. 


2. 

Nach den friiher dargelegten Anschauungen kénnen die so eben 
zur Sprache gebrachten Begriffe der Mechanik und der Geometrie 
folgendermassen ausgedehnt werden. Es sei x, ein System von » ver- 
iinderlichen Gréssen, wo der Buchstabe a, wie auch spiiter §,c--- die 
Reihe der Zahlen 1, 2, - - - m durchliuft, f(dx) bedeute eine wesentlich 
positive Form des p'" Grades von den Differentialen dz,, bei der die 
Coefficienten von den Variabelen 2, a abhingen, die Determi- 


nante aus den zweiten Ableitungen mal ial dn, sei nicht identisch gleich 
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Null, U und 9,, ®,,---+®, seien reine Functionen der Variabelen 
2%. Man verlangt nun, dass die Variabelen x, von einer independenten 
Variabele ¢ so abhingig gemacht werden sollen, dass die erste Varia- 
tion des Integrals 


(26) SG + U+4,o, + 4,0, +4. “+ bios) dt 


bei festen Anfangswerthen und Endwerthen der Variabelen x, ver- 
schwinde, wiihrend die / Gleichungen 


(27) ®,. = Const. 


erfiillt sind. Dieses Problem verwandelt sich in das Variationsproblem des 
Integrals (5), wenn die » Variabelen 2, in die 3g Coordinaten 2,, y., Z 
iibergehen, und die Form f (dz) in die Form 4 2m, (dx? + dy? + dz.) 
iibergeht. Die Functionen U, %,,---,, und die zu bestimmenden 
Multiplicatoren 4,, 4,,--+- 4, sind beide Male in gleicher Weise notirt. 

Wir betrachten das Integral (26) zuniichst unter der Annahme, 
dass keine Bedingungen (27) vorhanden sind, und dass die Function 
U gleich Null ist. Dann fiillt dle ausgesprochene Forderung mit der 
anderen Forderung zusammen, dass die erste Variation des Integrales 


(28) R — {Vor f (dx) 


zu Null werde.*) Die Integrationswerthe x,, welche dieser Forderung 
geniigen, und durch die Bedingungen bestimmt sind, fiir einen Werth 
t= t, die Gleichungen x, = 2% (0) und 2) =a (0) zu befriedigen, 
wo die Hinzufiigung eines Striches die Differentiation nach der Variabele 
¢ andeutet “und dis Constanten x, (9) und a,’ (0) beliebig gegeben 
sind, werden in dem vorliegenden Falle reine Functionen der Grossen 
%q (0) und der Verbindungen**) 

(29) X'4(O) (E—to) = Uy. 

Indem die Gréssen x, (0) als constant, die Verbindungen «, als ver- 
iinderlich gelten, stellen die letzteren ein System von Normalvariabelen 
fiir die Form f(dx) dar.***) Der zugehérige Werth des Integrals R, 
von dem System a, (0) bis zu dem System 2, ausgedehnt, wird dann 
durch die Gleichung 


(30) R? = pfo (u) 


ausgedriickt +); fo(w) geht aus der Form f (dx) hervor, indem fiir die 


*) Journal f. Mathematik, Bd74, S. 120 u. ff. 
**) Journal f. Mathematik, Bd. 70, 8. 86 u. ff 
***) Journal f. Mathematik, Bd. 72, 8. 1 u. ff. 
+) Journal f, Mathematik, Bd. 74, S. 126. 
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Variabelen x, die betreffenden Werthe x, (0), fiir die Differentiale da 
die betreffenden Werthe w substituirt werden. Durch die Einfiihrung 
der Variabelen uw, in die Form f (dx) entsteht die Transformations- 
gleichung 


(31) f (dx) = p(du); 
die resultirende Form des p'*" Grades von den Differentialen du,, p(du), 
wird ein Normaltypus fiir die Form f (dx) genannt. 

Durch die Einfiihrung der Normalvariabelen wu, in die Functionen 


U, %,, «++, verwandelt sich das allgemeinere zu variirende Integral 
(26) in das Integral 


(26%) I(e Ge) + U+N%, +--+ +401) dt. 


Bei der erwihnten speciellen Voraussetzung, wo statt der Variabelen 
X_ die Coordinaten z,, y., 2, eintreten, statt f(da) die Form 


4 Xm, (dx? + dy. + dz,”) 
erscheint, denken wir uns an Stelle der Initialwerthe x, (0) die Coor- 
dinaten a,, b,, 2. Weil nun das Variationsproblem des Integrales (2) 
fiir das Variationsproblem des Integrals (28) eintritt, und weil das 
Variationsproblem des Integrals (2) durch das Fortschreiten jedes Mas- 
senpunktes m, in gerader Linie und mit gleichformiger Geschwindig- 
keit, mithin durch die Gleichungen 
L, = Ae + 2, (0) (t— br) 
Yo = b, + ye (0) (t — br) 
Ze = Ce ot Ze (0) (¢ —_ ty) 
aufgelést wird, so sind unter den obwaltenden Verhiiltnissen die Normal- 
variabelen u, nichts anderes als die Coordinatendifferenzen 
Le— Mey Yo—Dey %e—Ce- 
Deshalb wird der Normaltypus gp (du) mit der gegebenen Form 
4 Dm, (da? + dy. + dz,”) 
identisch gleich, und die Function 2 fy (uw) fallt mit der Function 
2G = Dm, ((a- — ae)? + (Ye — be)® + (%e — &)*) 
zusammen. 
Das Variationsproblem des Integrals (26*) zieht allgemein die Glei- 
chung nach sich 


q 29") - 
ou 
(32) »( = _ 29) a4, 304 1,00, +--+ 4+ 4,8, 
a a 


die unabhingig von den Werthen der Variationen du, befriedigt werden 
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muss. Wir ersetzen die Variationen du, beziehungsweise durch die 
Normalwariabelen u, selber, und erhalten die Gleichung 





q 29) 
26 Ow, egw’) ae oU 0%, 
(33) z( ~ 9 me a afi 26, Ma + wiby aa, “*° 

Es kommt jetzt darauf an, nachzuweisen, wie der auf der linken Seite 
dieser Gleichung befindliche Ausdruck mit der Function fj (w) zusam- 
menhingt. Indem wir in dem Normaltypus g (w’) statt der Differen- 
tialquotienten wu’, die Differentiale du, wieder einfiihren, bilden wir 
die fiir alle Systeme du, und du, giiltige identische Relation 


= > om(du) ~ dy (du) __ Og (8u) 
(34) 2d oe buy = dB ( Sau, 8 Saye dus) 


Cp(du) 7 ,09(du) 
+ 4a Thy, de — Bn dd Ug 


Das vollstindige Differential df)(w) kann nun in der folgenden Weise 
dargestellt werden, wofern die Substitution der Grosse uw, an Stelle 
von du, durch Kinschliessung des betreffenden Ausdruckes in eine 
eckige Klammer angedeutet wird,*) 


(35) dfo(u) = = S| Sa *] dg. 


Ferner folgt aus dem Umstande, dass g (du) eine homogene Function 
des p'*" Grades von den Differentialen du, ist, die Gleichung 

a 1 yO p(du) 

(36) py (du) = = du, dug. 


Wenn man daher in (34) statt du, das beziigliche wu, substituirt, so 
entsteht die Gleichung 


81) wd we a EC Fie ote — Fou, a) 


+ @fo(u) — po (du), 
welche den gesuchten Zusammenhang vollstiindig aufdeckt. Sobald 
die Zahl p = 2 ist, wird der Ausdruck 


dp (du) __ Op (du) 
2(F edu, Oa “Odu, dus) 


nach einer Grundeigenschaft der onmeieinda Formen gleich Null. 
Fiir die Voraussetzung p = 2 gilt daher die charakteristische Relation 


8) 2d 294 y, = fy (u) — 29 (du). 


*) Journal f, Mathematik, Bd. 72, 8. 8. 
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Wir werden von jetzt ab annehmen, dass diese Voraussetzung besteht. - 


Durch die Anwendung von (38) erhdlt somit die Gleichung (33) die 
definitive Gestalt 


ef, (u) a(o a) +U v) 0%, 
re 0 \& du . 0 
(39) —ja-—29 (a, = 2- tu, te + Za, 1 Ow. 
In dieser Gleichung ist die sbige Gleichung (9) als spsoiulies Resultat 
eingeschlossen, und es kénnen an dieselbe ihnliche Betrachtungen an- 
gekniipft werden, wie dort geschehen ist. 


3. 

In dem Falle, dass die Function U gleich Null, und wieder die 
Zahl p = 2 ist, wird das Variationsproblem des Integrals (26) zu dem- 
jenigen , welches Journal f. Mathematik Bd. 71, 8. 275 aufgestellt ist, 
Mit den dortigen Bezeichnungen iibereinstimmend sei 


(4 ’) f (dz) = § = Aa,b dx, AX, , 
a,b 
ferner 
EAN 
(41) |da,o] = A, Baa, = Ag». 


Den Functionen y,, y,,+++%, welche dort gleich Constanten zn setzen 
sind, entsprechen gegenwiirtig die Functionen ,, %,,---,. Die 
Multiplicatoren 4,, 4,,--- 4, sind mit denselben Zeichen notirt. Wir 
erwiigen nun die Voraussetzung, dass nur eine Function ®, vorhanden 
sei. Alsdann liefert das Verschwinden der ersten Variation des gege- 
benen Integrals (26) die Gleichung 


j OF) 
vii 02%, fla’ 
(42) 2( a ») Ox, = 4,09,. 


a 


Um den Ausdruck 4, vermittelst der nunmehr geltenden Gleichungen 


d®, 89, dx, las 
- ..\ gee ae: 

( © 

(43) a, 578, aa 5 8, dx, dx, 0 
_. . 0x, dt (+S OX OX, a ee 


C 


zu bestimmen, kann man in (42) statt der Variationen 0, solche Aus- 


ad x. ' ios ‘i 
a auf der linken Seite die- 


ser Gleichung mit pl , dem betreffenden Factor in dem Ausdrucke 
c 


&O, 
dt? ? 


driicke einfiihren, dass der Factor von 


iibereinstimmt., Da auf der linken Seite von (42) als Factor der 


x, 
Verbindung - ae © 8x, der Coefficient a, der Form 2f (dx) erscheint, 
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so ist fiir den angegebenen Behuf die Varigtion 02, durch den Aus- 
druck 


(44) ZAae 0% 


zu ersetzen. Durch diese Substitution geht die vollsiiindige Variation 
09, = 2 ies Oa, in den Ausdruck 
a 


vy 


Aa,e AD, 2%, ‘ 
(45) EON Fe, ba = ON 


iiber, und es entsteht fiir 2, die Darstellung 


(’ ‘fe Ce aig 

2 4 i? O[(x ae Oo if 
acm z(" Hs oer) shote em, 

welche mit der an dem angefiihrten Orte gegebenen Darstellung iiber- 
einstimmt. Bei dieser Gelegenheit ist hervorgehoben worden, dass, 
wenn in dem betreffenden Variationsproblem statt des Systems der 
Variabelen x, ein beliebiges System von neuen unabhingigen Varia- 
belen eingefiihrt wird, sowohl der Ausdruck (1,1), wie auch der Aus- 
druck 4, in die aus den neuen Elementen entsprechend gebildeten Aus- 
driicke iibergehen.*) Wird daher das vorhin definirte System der 
Normalvariabelen u, eingefiihrt, und bedient man sich fiir den Normal- 
typus m (du) der Bezeichnungen 


p (du) = $24.5 Pav dita duty 


omT 
[Po ities OPa,y 


(47) = £6@8 


so entstehen aus (45) und (46) respective die neuen Gleichungen 


P 9 4 
(48) DoH Se Gat = (il), 


a,e T Ou, OU, 





d dg (w’) 
ow a , P 2 
(AC — as O@(U) J yAac dM AO, 
(49) 4, (1,1) = é ( dt Ou, ) “~ W du, de * 

Fiir das System von Normalvariabelen u, ist das zugehérige System 
von Grdssen a, (0) von entscheidender Bedeutung. Nach der in 
(29) aufgestellten Definition verschwinden die siimmtlichen Normal- 
variabelen u,, sobald das Werthsystem a, die Gleichungen 2, = 2%,(() 
befriedigt; ferner geniigt eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung 


*) Wenn statt der constant zu setzenden Function ®, eine constant zu setzende 


Function dieser Function eingefiihrt wird, so bleibt noch das Product 4, V (1,1) 
invariant, welches die Verallgemeinerung von dem Begriffe des Druckes repriisentirt. 
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welche von dem Werthsystem «,— 0 ausgeht, und bei der die Ver- 
hiltnisse der Variabelen u, zu einander ungeiindert bleiben, dem 
Variationsproblem des Integrals (28). Dass diese Mannigfaltigkeit der 
ersten Ordnung unter den Voraussetzungen des Artikels 1. nichts an- 
deres bedeutet, als das Fortschreiten jedes Massenpunktes m, in gera- 
der Linie und mit gleichformiger Geschwindigkeit vom Orte (a,, b., ¢) 
aus, ist mehrfach erwihnt worden. Wie friiher das Werthsystem 
Ge, be, Ce determinirt ist, so werden wir jetzt das Werthsystem , (0) 
durch gewisse Forderungen determiniren; und zwar ist hiezu der ex- 
plicite Ausdruck der Variabelen x, durch die Variabelen «, und die 
festen Werthe x, (0) nicht erforderlich. 

Die erste dieser Forderungen ist darauf gerichtet, dass das Diffe- 
rential dfj(w) dem Differential d®, fiir beliebige Werthe der Differen- 
tiale du, bis auf einen endlichen Factor gleich werde. Wegen der 


Relation (35) miissen daher die Gréssen a= 1 zu den beziiglichen 
a 
Gréssen on in einem und demselben Verhiltniss stehen. Das gleiche 
a 


Verhiiltniss muss, da nach (47) 


fae) = Pa,1 Ou, + Pa,2 0 tle -+- 1 0° Ban dun 
a 





. . " . P..a 
ist, die Grésse [du] =, zu der Verbindung 2 —-* co haben, und 
e e 


auch der Ausdruck // [2p(du), der dem Ausdrucke / 2/,(u) gleich ist,*) 


zu. dem Ausdrucke / (1,1), der durch die Gleichung (48) definirt wird. 
Aus diesen Griinden gelten die Gleichungen 

’ Poe oo, 
U, TT du, 


50 a ee 
©) V 2f,(u) Vay’ 
und die Gleichung 
dfy(u) d® 
51 om ——! , 
~~ V2f(u) Vit) 
Die zweite Forderung, bei der die zweiten Differentiale d?u, als un- 
abhiingig veriinderlich, die ersten Differentiale als beliebig aber fest 
gewihlt angesehen werden, wird durch die Gleichung dargestellt, 





(52) fi (u) — 2 cates ) Ua oe 
a a ek = 
V 2f(u) ~ Vasa)? 


dieselbe ist in Ansehung der zweiten Differentiale befriedigt, weil die 


*) Journal f. Mathematik, Bd. 72, 8. 7, Formel (13). 
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Gleichung (51) besteht. Die charakteristische Relation (38), welche zu 
der beabsichtigten Umformung von (33) in (39) gedient hat, bewirkt 
auch die beabsichtigte Umformung von (52) in die Gleichung 





‘ 7g QE (du) yy __ x Ag (du) ¢ 

eee ee ee 

V 2fo(u) V (a,1)° 
Die Anwendung von (50) fiihrt zu der Darstellung 

Pave 0% 

- 2@ (du) .(720p(duy A@g(du)\ - TH ou, &o, 
be 60 Se. ~ 2 (a et . Sek... 
(94) V2h. z(a ddu, OU, ) V (4,1) V (i,t) 


Da nun die rechte Seite dieser Gleichung, durch dt? dividirt, bis auf 
das Vorzeichen mit der rechten Seite von (49) dibereinstimmt, so ergiebt 
sich das Resultat 

(55) —1_ _ AVG) 


V2f,(u 2p(w’)’ 





welches die Gleichung (25) als besonderen Fall uwmfasst. 


4 


Durch die Gleichung (51), welche vermége der Unabhingigkeit 
der Differentiale du, ein System von (n — 1) unabhingigen Gleichun- 
gen vertriti, und durch die zuletzt gewonnene Gleichung (55) sind die 
nGréssen (0), welche dem System der Normalvariabelen zugehéren, 
indirect bestimmt. Um eine directe Bestimmung zu erhalten, fassen 
wir die schon erwihnte Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung ins Auge, 
die das Variationsproblem des Integrals (28) auflést, und sich von dem 
Werthsystem u, = 0 bis zu dem gegebenen die Gleichung ©, = Const. 
befriedigenden Werthsysteme wu, erstreckt. Diese Mannigfaltigkeit der 
ersten Ordnung, auf die Variabelen x, bezogen, dehnt sich von dem 
Werthsystem (0) bis zu dem die Gleichung , = Const. befriedigen- 
den Werthsystem x, aus, welches dem Werthsystem w, correspondirt. 
Der zugeordnete Werth des Integrals R wird in den Normalvariabelen 
u, nach (30), da p = 2 ist, durch die Gleichung 


(56) R=/ 2f,(u) 


ausgedriickt. Wenn bei der Fortsetzung der in Rede stehenden Man- 
nigfaltigkeit der ersten Ordnung die Variabelen 2, die Incremente 
Dz, erhalten, so erlaubt der Ausdruck Gfe (m)_ in den Variabelen x, 


0 (U 
die Darstellung*) 


*) Journal f. Mathematik, Bd. 74, S, 128. 
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of(Da 
dhe. De dx, 

Vefu)  V2f(Da) 

Durch die Gleichung (45) ist die Verbindung (1,1) in den Variabelen 
x, ausgedriickt. Wer diirfen daher an die Stelle von (51) die Glei- 
chung setzen 


(57) 





of(Dx) 1, 
(58) 2 oa, dig ma 
V 2f(D2) V (1,1) 


Vermige derselben werden die Verhiiltnisse der Differentiale Dx,, das 
heisst, es wird das Endelement der bezeichneten Mannigfaltigkeit der 
ersten Ordnung in derjenigen Weise bestimmt, fiir welche J. f. M., 
Bd. 74, S. 144 der Ausdruck gebraucht ist, dass das Endelement Dx, 
gegen die Mannigfaltigkeit der (n— 1)” Ordnung %, = Const. mit 
Riicksicht auf die Form 2f (Dx) normal sei. 

In der Gleichung (55) kann man vermége (31) die Form 29 (w’) 
durch die Form 2/(2’) ersetzen, und mittelst der Gleichungen (45) und 


Lx 
(46) die Verbindung 4, Y (1,1) in den Werthsystemen x, und a 


‘a 
dt dar- 


stellen. So entsteht die Gleichung 
aC —1 _ 4V (1) 
(59) _ “ara,” 
1x, 
welche den Werth des Integrals R in den Werthsystemen x, und 7 7 
angibt. 

Die Gleichungen (58) und (59) bestimmen also das Werthsystem 
%,(0) durch die Bedingungen, dass die von demselben ausgehende 
Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, welche die erste Variation des 


5? 


Integrals (28) zum Verschwinden bringt, auf ein gegebenes, der Man-* 


nigfaltigkeit der (m — 1)'" Ordnung angehdrendes Werthsystem 2, 
hinauskomme, wiihrend das betreffende Endelement Dx, gegen diese 
Mannigfaltigkeit der (n — 1)" Ordnung mit Riicksicht auf die Form 
2f(Dz) normal ist, und das zugehérige Integral R den vorgeschrie- 
benen Werth annimmt. Denkt man sich umgekehrt die in Rede 
stehende Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung von dem Werthsysteme 
#, ausgehend, so wird der Verlauf derselben durch dieses System und 
durch das Element Dz, vollstiindig bestimmt, und der vorgeschriebene 
Werth des Integrals RM determinirt schliesslich das betreffende Werth- 
system %,(0).*) Die Méglichkeit dieser Bestimmung ist dabei voraus- 
gesetzt. Dass die Gleichungen (58) und (59) die Eigenschaft haben, 
wenn statt der Variabelen x ein neues System von unabhiingigen 


*) Journal f. Mathematik, Bd. 74, S. 130 u, ff. 
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Variabelen eingefiihrt wird, und auch wenn die constant zu setzende 
Function ®, durch eine constant zu setzende Function dieser Function 
ersetzt wird, in die aus den neuen Elementen entsprechend gebildeten 
Gleichungen tiberzugehen, erkennt man leicht. Die gegebene Bestim- 
mung ist also von der Wahl des Systems von Variabelen und von der 
Wahl der Gestalt der Function , vollkommen unabhdngig. Sobald in 
den Betrachtungen des Artikels | nur ein einziger Massenpunkt an- 
genommen wird, so ist die bezeichnete Mannigfaltigkeit der ersten 
Ordnung die von dem Punkte (z,, y,, 2,), normal gegen die Ober- 
fiche ©, = Const. gerichtete gerade Linie, und das Abschneiden der 
Linge des Kriimmungshalbmessers von dem Punkte (a,, y,, 2,) aus 
bestimmt den Kriimmungsmittelpunkt (a,, 0, ¢,). 
Wenn man die Gréssen 2, als fest, die Gréssen a als verinderlich, 

und nur durch die Gleichung aus (43) 
d® 

= 
beschriinkt ansieht, und wenn man die Frage aufwirft, fiir welche 


d 
Werthsysteme = 


R verschwindet, so hat man ein Problem de maximis et minimis aus- 


das erste Differential des in (59) definirten Ausdruckes 


gesprochen, welches aus dem allgemeineren Problem de maximis et mi- 
nimis, das Journal f. M. Bd. 71, 8.277 aufgestellt und erdértert ist, 
bei der Annahme / = 1 hervorgeht. Die fiir dieses Problem an jenem 
Orte mitgetheilten Resultate sind daher auf das gegenwiirtig vorliegende 
Problem ohne Weiteres anwendbar. Es leuchtet ein, dass das bezeich- 
nete Problem in dem so eben erwiihnten einfachsten Falle des Artikels 1 
zu dem Problem des grissesten und kleinsten Kriimmungshalbmessers wird. 
Bei der Vergleichung der allgemeineren zuletzt gefundenen Re- 
sultate mit den specielleren friiher aufgestellten muss es auffallen, dass 
die Gleichungen (39) und (52) beziehungsweise einen der Ausdriicke 


dod , 


a 


a 


d 

o” Gi 
= - —Uq und 2 
a OUg a 
enthalten, der in den entsprechenden Gleichungen (9) und (20) nicht 
vorkommt. Wie hervorgehoben ist,.erscheint in den letzteren Glei- 
chungen statt der Form f(dx) die Form mit constanten Coefficienten 
4 Xm, (dx? + dy? + dz.*), die Normalvariabelen uq gehen in die Diffe- 


renzen (X- — Ae), (Ye — be), (@e — €) tiber, der Normaltypus y (du) fallt 
mit der Form 42m, (dax,? + dy.? + dz.*) selbst zusammen, und die 


Function f,(u) wird zu der Function G. Unter diesen Umstiinden ist 
Mathematische Annalen. VI. 28 
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der Normaltypus g(du) eine Form mit constanten Coefficienten, und 
sobald g (du) eine Form mit constanten Coefficienten wird, muss der 


Ausdruck 2 pee u, offenbar verschwinden. Es ist aber Journal f. M., 
a 


Bd. 70, s. 92 u, ff. auch nachgewiesen, dass, wenn die Form f (dz) 
in eine Form mit constanten Coefficienten transformirt werden kann, der 
Normaltypus g (du) eine solche Form darstellt, und dass der Ausdruck 


d . , : ; : 
Zz a u, nur dann verschwinden kann, wenn die Form f (dx) in 
a 


eine Form mit constanten Coefficienten transformirbar ist. Die linke 
Seite der auf 8. 94 mit (59) bezeichneten Gleichung geht niimlich 


oy (du) 
Ou 


mit (¢ — ¢,) multiplicirt, in den Ausdruck = u, tiber. Die noth- 


wendige und hinreichende Bedingung fiir des Verschwinden des Aus- 


09 ( (du) 


druckes ‘z ua besteht also darin, dass die Form f (dx) in eine 


‘orm nit constanten Coefficienten transformirt werden kann.*) Da 
ferner im Eingange verlangt worden ist, dass die quadratische Form 
{ (dx) wesentlich positiv und von nicht verschwindender Determinante 
sei, so muss der Normaltypus gp (du) dieselben Eigenschaften haben, und 
ist daher, wenn die Form f (dx) in eine Form mit constanten Coeffi- 
cienten transformirt werden kann, nothwendig gleich dem Aggregat der 
Quadrate von n Differentialen. Aus diesen Ursachen repriisentiren die 
Voraussetzungen der thatsiichlich geltenden Mechanik, welche dem 
Artikel 1 zu Grunde liegen, der Sache nach die grésseste Allgemein- 
heit, welche bei einer wesentlich positiven quadratischen Form / (dz) 
mit dem Verschwinden des Ausdruckes Zee es) 

a a 
Wenn man die Variabelen x, mit den Verbindungen / m.(a.— a), 
V me (Ye — b.), V Me(% — ¢) tibereinstimmen lisst, so fillt die Form 
} Zim (du? + dy? + dz.) mit der Form od dz” zusammen. Ks ist 


vereinbar ist. 


cube Journal f. M., Bd. 71, 8. 284 scaiennivigenttes worden, wie 
bei der Vormmestumng f (dz) =42dz,? die Theorie der Function 
a 


4, V (1,1) mit der von Herrn Kronecker gegebenen Ausdehnung der 
Theorie der Kriimmung (Monatsbericht der Berliner Akademie, August 
1869) auf das genaueste zusammenhiingt. In der That,coincidirt die 
Grdsse, welche Herr Kronecker 9 genannt hat, mit derjenigen, welche 


oben / 2G oder R genannt worden ist, und die in dem Artikel 1 von 
uns gegebene Ausdehnang des Begriffes des Kriimmungsmittelpunktes 


*) Ein directes Criterium fiir diese Beschaffenheit der quadratischen Form 
f(dx) ist Journal f. M., Bd, 70, 8. 94 u. ff. aufgestellt und bewiesen. 
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unterscheidet sich von der durch Herrn Kronecker entwickelten riur 
durch die Ankniipfung an die Vorstellungen der Mechanik und durch die 
Wahl der zum Ziele fiihrenden Schritte. Auch das angedeutete Problem 
de maximis et minimis entspricht genau demjenigen, das Herr Kro- 
necker an der erwiihnten Stelle behandelt hat. Um aber zu erkliren, 
weshalb der Zugang zu diesen Untersuchungen von der Mechanik und 
von der Geometrie aus miglich ist, weshalb die Resultate der Mechanik, 
die in den Gleichungen (9) und (39) enthalten sind, und die Resultate 
der Geometrie, welche sich auf die Gleichungen (20) und (52) stiitzen, 
von denselben Algorithmen abhingen kinnen, michte ich an em Wort 
erinnern, das Gauss in der Schrift: Beitrdége zur Theorie der alge- 
braischen Gleichungen in Bezug auf die Beweisfiihrung des Fundamental- 
theorems der algebraischen Gleichungen ausgesprochen hat, das jedoch 
in einem viel weiteren Sinne gilt. Es lautet so: ,,Im Grunde gehirt 
aber der eigentliche Inhalt der ganzen Argumentation einem héheren 
von Riumlichem unabhingigen Gebiete der allgemeinen abstracten - 
Grissenlehre an, dessen Gegenstand die nach der Stetigkeit zusammen- 
hiingenden Grdssencombinationen sind, einem Gebiete, welches zur 
Zeit noch wenig angebauet ist, und in welchem man sich auch nicht 
bewegen kann-ohne eine von riiumlichen Bildern entlehnte Sprache.“ 


Bonn, den 16, Februar 1873. 











Ueber cubische ternire Formen. 


Von Cresscn und GorDAN. 


Wenn wir es im Folgenden unternehmen, eine Darstellung der 
Theorie der cubischen terniiren Formen zu entwickeln, so ist dabei 
unsere Absicht nicht sowohl, Neues zu geben, als das bisher Bekannte 
in systematischer Weise zusammenzufassen, und damit auch denjeni- 
gen, welche mit den Resultaten der neuern Algebra noch weniger ver- 
traut sind, einen Eingang in diese merkwiirdige Theorie zu bahnen, 
wie er unserer gegenwirtigen Auffassung entsprechend erscheint. 

Die Theorie der terniiren cubischen Formen ist fiir die allgemeine 
Entwicklung der neuern Algebra von besonderer Wichtigkeit gewor- 
den. In den Arbeiten von Hesse iiber die Wendepunkte der Curven 
dritter Ordnung kann man die Anfinge dieser Disciplin iiberhaupt er- 
blicken. Die Anwendung der sehr einfachen kanonischen Form, welche 
diese Formen zulassen, gestattete, spiiter fiir dieselben eine gewisse 
Anzahl von Bildungen auszufiihren, und namentlich ihren Zusammen- 
hang zu erforschen. So wurden, nachdem Aronhold im 39. Bande 
des Crelle’schen Journals (1849) unter anderm die Invarianten dieser 
Formen zuerst angegeben, diese, sowie die Covarianten und zugehdri- 
gen Formen dritter und sechster Ordnung, welche aus einer cubischen 
terniiren Form entspringen, von Cayley im dritten ,,.Memoir upon 
Quanties“ (1856) entwickelt, und bereits die betreffenden Bildungen 
auch mit Zugrundelegung einer der cubischen Covarianten oder cubi- 
schen zugehérigen Formen ausgefiihrt. 

Die classische Arbeit, in welcher Aronhold (Crelle Bd. 55, 1858) 
die Resultate von 1849 begriindete, im Zusammenhange darlegte und 
erweiterte, muss als die Grundlage einer einheitlichen Ausfiihrung dieser 
Theorie betrachtet werden, und giebt zugleich das erste Beispiel einer 
Anwendung seiner Methode symbolischer Bezeichnung. 

Hier finden sich ferner ausser den schon erwiihnten Bildungen 
die Zwischenformen mit besonderer Betonung behandelt, deren eine 
schon in der Arbeit von 1849 erwiihnt war. Aber die Betonung dieser 
Zwischenformen lisst Aronhold den Weg der reinen Anwendung 
friiher verlassen, als in mancher Beziehung zweckmissig scheint, und 
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statt ihrer sodann eine eigenthiimlich durchgefiihrte Rechnung mit den 
Coefficienten der ersten Zwischenform setzen. 

Die principielle Ausbildung der Methode symbolischer Rechnung, 
welche wir an mehreren Orten verfolgt haben, ist, soweit sie binire 
Formen betrifft, kiirzlich von einem von uns in einem Lehrbuche*) 
dargelegt worden. Dass ein Gleiches zuniichst fiir ternire Formen — 
nicht mdglich ist, liegt wesentlich in dem Mangel gewisser nothwen- 
dig zu fiihrender Beweise, welcher einen auch nur vorliufigen Abschluss 
dieser Theorie noch nicht gestattet. Aber bei cubischen terniren For- 
men ist der Beweis der Existenz eines endlichen Formensystems durch 
einen von uns geliefert und das System aufgestellt worden**). Man 
sieht daraus, dass der Kreis der von Aronhold betrachteten Formen 
nur um Weniges zu erweitern war. Abgesehen von Functionaldeter- 
minanten, deren einige schon von Brioschi und Hermite als we- 
sentlich hervorgehoben waren***), sind es nur noch fiinf Zwischen- 
formen, welche den von Aronhold betrachteten Bildungen hinzuge- 
fiigt werden miissen, und zwar sind diese keine andern als die, welche 
wir bereits bei einer friihern Gelegenheit eingefiihrt und im Zusam- 
menhange mit andern Bildungen untersucht haben*). . 

Wir diirfen es nun wohl als Zweck der vorliegenden Arbeit be- 
trachten, den Formenzusammenhang aller fiir die Theorie der terndren 
cubischen Formen nothwendigen Bildungen, gestiitet auf die Methode der 
symbolischen Fiechnung, elementar und vollstindig darzulegen. Auf 
solche Weise hoffen wir es zu erreichen, dass fiir weitere Arbeiten 
eine allgemein zugiingliche Grundlage existirt, auf welche man bei spii- 
tern Untersuchungen sich beziehen kann. 

Wir beschriinken uns dabei durchaus auf den Formenzusammen- 
hang und behandeln keineswegs die Anwendung dieser Theorie, wie 
insbesondere etwa die in Bezug auf die Wendepunkte der Curven drit- 
ter Ordnung gemacht zu werden pflegen. Seitdem die Endlichkeit der 
Formensysteme bemerkt ist, gewinnt das Studium des Formenzusam- 
menhanges an sich ein erhdéhtes Interesse, und darf wohl ganz abge- 
lost werden von dey gleichzeitigen Betrachtung der geometrischen Pro- 
bleme, denen es urspriinglich seine Entstehung verdankt. Oder viel- 
mehr, es tritt nunmehr eine umgekehrte Wirkung in den Vordergrund. 
Es handelte sich zunichst darum, die Probleme der projectivischen 
Geometrie zu formuliren und zu behandeln; dieses gab der Invarian- 
tentheorie ihren Urspruug. Aber diese selbst hat nun umgekehrt seit 
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*) Clebsch, Theorie der biniren algebraischen Formen, Leipzig 1872. 

**) Gordan, Bd. I. der Math. Ann., 8. 90. 
***) Comptes Rendus 1863, 1. Sem., S. 304, Borcbardt’s Journal Bd. 63, 8. 30. 
+) Bd. I. der Math. Ann., 8. 56. 
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langer Zeit Bildungen untersucht, deren geometrische Bedeutung nicht 
vollkommen erfasst ist, und deren Begriffe sich anzueignen, nunmehr 
Aufgabe der Geometrie wird. Auf einem solchen Wege hat sich der 
Gesichtskreis der Geometrie schon mannigfach erweitert, wie durch 
Aufnahme der Begriffe der Polaren ete. Eine durchgreifende Vervoll- 
stiindigung der hier einschlagenden geometrischen Begriffe ist aber, 
wie es scheint, erst méglich durch ein umfassendes Studium der den 
Zwischenformen entsprechenden Gebilde, welche einer von uns unter 
dem Namen der Connexe zum Gegenstande der Untersuchung zu ma- 
chen begonnen hat.. Erst wenn nach dieser Richtung die _ Begriffe 
vollstindig entwickelt sind, darf man hoffen, die Entwicklungen der 
terniren Algebra in jeder ihrer Stufen auch geometrisch interpretiren 
zu kénnen. 

Die Abhandlung zerfallt in vier Abschnitte. Im ersten derselben 
werden die ersten Bildungen ausgefiihrt, wie dieselben aus der Theorie 
der biniiren Formen und der terniren quadratischen entspringen. Im 
zweiten Theile werden die Bildungen untersucht, die einer aus der 
gegebenen und ihrer cubischen Covariante linear zusammengesetzten 
Grundform entspringen. Diese beiden Abtheilungen sind zum Theil 
durch Gesichtspunkt und Methode, nicht aber durch den Stoff, von 
der grossen Arbeit Aronhold’s unterschieden. Der dritte Abschnitt 
behandelt eine Classe von Bildungen, welche wir, einer von Syl- 
vester eingefiihrten Bezeichnung analog, Combinanten nennen, und 
auf deren Bedeutung zum Theil schon Hermite und Brioschi auf- 
merksam gemacht haben. Der vierte Theil endlich behandelt die 
eigenthiimliche Dualitiit, welche zwischen den cubischen Covarianten 
und zugehérigen Formen dieser Theorie besteht und der Verkniipfung 
eines Systems von Curven dritter Ordnung mit einem System von Cur- 
ven dritter Classe entspricht. Die hier bewiesenen Zusammenhiinge 
gaben der Hauptsache nach Cayley (1856) und Aronhold (1858) in 
den angefiihrten Arbeiten, Ableitungen derselben Gundelfifigen im 
vierten Bande der Math. Annalen (S. 144). 

Wir haben noch ein Wort iiber die Bezeichnungen zu sagen. 
Was man als eine gewisse Invariante etc. zu bezeichnen hat, ist im 
Allgemeinen von. vorn herein gegeben bis. auf einen Zahlenfactor; 
dieser aber kann noch beliebig gewahlt werden. Cayley pflegt die 
Zahlenfactoren so zu wihlen, dass bei der wirklichen Ausrechnung 


kein iiberfliissiger Zahlenfactor sich einstellt. Aronhold wihlt sie © 


so, dass in den hauptsiichlichsten Endformen keine Nenner auftreten. 
Bei der consequenten Durchfiihrung der Methode symbolischer Be- 
zeichnung macht sich ein drittes Princip mit ausschliesslicher Noth- 
wendigkeit geltend. Die Formen sind immer so zu definiren, dass die 
sie darstellenden symbolischen Producte keine Zahlenfactoren erhalten. 
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Hiebei sind dann die Bezeichnungen von den bei Aronhold und 

Cayley angewandten um Zahlenfactoren verschieden. Wir geben 

unter dem Text eine Zusammenstellung der Bezeichnungen fiir aqui- 

valente Gebilde, um die Vergleichung der Resultate zu erleichtern *). 
a 


$ 1. 


Bildungen, welche aus den binaéren cubischen und den ternaren 
quadratischen Formen iibernommen sind. 


In der Theorie der ¢erndren cubischen Formen hat man zuniichst 
zwei Gruppen von Bildungen zu betrachten, welche heriibergenommen 
sind, die einen aus der Theorie der bindren cubischen, die andern aus 
der Theorie der terndren quadratischen Formen. 

Bezeichnet man eine binire cubische Form symbolisch durch 

f= a; , 
so besteht bekanntlich (vgl. Clebsch, Theorie der biniren Form, 
§ 37) das Formensystem von f aus den Bildungen 
4) { t= (ab)?a,b,=1t?, Q= (er) c2t, = (ab)? (ca)c2b, , 
lL B= (er)? = (aby? (ed)? (ao) (ba). 

Aus diesen Formen ergeben sich sofort solche, welche dem System 
einer ternaren cubischen Form é 
(2) fma; 
angehdren, wenn man unter a,b, etc. immer lineare ferndre Symbole 
versteht, die zweireihigen Determinanten (ab) etc. aber durch Zufiigung 
einer Reihe « von Liniencoordinaten zu dreireihigen erginzt**). Man 
erhalt auf diese Weise folgende Formen: 

0 = (abu)*azbz 
(3) Q = (abu)? (cau) 2b, 
F = (abu)? (edu)? (acu) (bdu) . 

Von diesen Formen werden wir die zweite, eine fiir die x wie fiir 
die w cubische Zwischenform, hier nicht benutzen. Von besonderer 


*) Identisch sind die in Folgendem vertikal unter einander stehenden Aus- 
driicke : 


Aronhold: f, A, 68, 67, S,, 1, —6P,6R, 36K, 0,H, F, 


U, —6HU, 248, —6F,6PU,—2QU, —, —, —36R, —, —, —4FU, 


**) Vgl. Clebsch, Borchardt’s Journal Bd, 59, 8. 30, § 9 u. folgende. 
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Wichtigkeit ist hier dagegen die erste Form. Bezeichnen wir dieselbe 
symbolisch durch 


(4) 0 = O2u3, » 

so lisst sich @ sowie, /’ einfacher ausdriicken, indem wir von den 
durch Einfiihrung des Symbols t verkiirzten Formeln (1) ausgehen. 
Denn in diesen Formeln ist dann beim Uebergange von den biniiren 
zu den terniiren Formen nur t durch © zu ersetzen, und ein Factor 


u2 jedem Symbole +t entsprechend hinzuzufiigen. Man hat also aus 
den binaren Darstellungen 


Q=(cr)c?t,, R= (rr)? 
die beiden terniiren: 
: Q = (cOu) c20_ uw 
(6) F = (00'u)*? u2u2. . 
Die andere Gruppe zunichst zu betrachtender Formen entspringt 


aus der terniiren quadratischen. Das System einer quadratischen ter- 
niiren Form f= a? besteht aus den Bildungen: 


g=(abu)?, A= (abc). 


Beim Uebergange zu terniiren Formen hat man nur jedem Symbol 
entsprechend einen linearen symbolischen Factor a, etc. hinzuzufiigen*), 
und erhalt demnach die beiden Bildungen: 


8 = (abu)’a,b, 
A = (abc)? az bre: , 
vou denen die erstere mit der oben so bezeichneten Form iiberein- 
stimmt. Die zweite entsteht auch aus ©, wenn man die w durch ¢ 
ersetzt und mit c, multiplicirt; sie kann demnach mit Einfiihrung der 
symbolischen Bezeichnung (4) durch 
(7) A = 02c2c, 
dargestellt werden. 


(6) 


Man kann die Form A auch ableiten, indem man die Functional- 
determinante dreier ternirer quadratischer Formen betrachtet, welche 
man mit den ersten Differentialquotienten der terniiren cubischen Form 
f identificirt. Sind 

p=—g?, y=y?, 1=22 


drei quadratische terniire Formen, so ist die Determinante ihrer durch 
Q dividirten Differentialquotienten die Form 


*) Vgl. Clebsch, biniire Formen, § 67, 
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PiPx We MWte 
P2P2 V2Ve Anke | = (PV) Px Vx Iz- 
PsPx Vybz Aske 


Sind nun insbesondre m, w, x die Differentialquotienten von /, divi- 
dirt durch 3: 
p=—aza,, p=—b3b,, 1= CIE, 


- so erhilt man die obige Bildung in Symbolen a, b, ¢ ausgedriickt, 


wenn man die Symbole g, ~, x durch a, b, ¢ ersetzt und mit a,b,c, 
nultiplicirt. Es entsteht also die Bildung 

(abc) dzbrlz + Ab, €, . 
Vertauscht man nun hierin die iquivalenten Symbole a, b, c auf alle 
Weise und addirt alle entstehenden Ausdriicke, so erhilt man das 
Vorige nur sechsfach, und zwar bleibt’immer ein Factor a,bz¢, (abc) 
vorhanden, dagegen treten an Stelle von a,b,c, die Ausdriicke a;bicn, 


welche zusammen die Determinante (abc) ausmachen. Der obige Aus- 
druck hat daher auch den Werth a 


4 (abcParbetp = 1A. 


Man sieht hieraus, dass A nichts anderes ist als das sechsfache 
der Determinante der Gréssen 
of 
t C L; Ox, ? : 
also die Hesse’sche Determinante des zweiten Differentialquotienten 
von f, dividirt durch 3. 6. 

Von der nicht-symbolischen Darstellung 
of Ca Cad 
Ore OX,0%2 02,02, 

a. ie. oe. 9s 
Ox, OX Ou? OX20X, 
ef ef ef 


0%, 0%, O%,00, 025° 








(8) A=; 


ausgehend, erhilt man eine entsprechende auch fiir ©. Ersetzen wir 
namlich in 
A = (abc) az bz lz 

die Ausdriicke a;a,az, bbz, C:Ce¢, der Reihe nach durch u;u, und 
addiren die Resultate, so erhalten wir 30. Es entspricht diesem aber 
in der nicht-symbolischen Darstellung (8) der Process, dass man der 
Reihe nach jede der Vertikalreihen durch 6 u;«, ersetzt und die Summe 
der entstehenden drei Ausdriicke bildet. Alsdsnx erhiilt man die Summe 
der Producte u;u, mit den betreffenden, aas zweiten Differentialquo- 
tienten von f gebildeten Unterdeterminanten A,, multiplicirt, und divi- 
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dirt durch 6; jedes Glied, fiir welches i, k einander gleich sind, kommt 
einfach, die iibrigen kommen doppelt vor. Es ist also 


(9) O=7 ZAnumM, 
oder, wenn man dies wieder als Determinante schreibt: 
er ef Of 


Ox 020% Oa,00, | 
Of ef ef 


02,02, 0% O,02, ” 


(10) Gam — ¥ | 
Pf." ef Pf 
| 





5—- ao ae 
02,0%, O%,0%, Ox? : 
Uy Uy Us, 0 | 


§ 2. 
Ternare Bildungen, welche aus biniren Combinanten entstehen. 


Es kniipft sich an diese Erzeugungsweisen von A und @ eine Be- 
tfachtung, welche auf eine weitere Fundamentalform von f fiihrt, die 
gleichfalls, aber in ganz anderer Weise als die friiheren, aus der 
Theorie biniirer Formen abgeleitet werden kann. 

Drei biniire quadratische Formen 


—— a 2 — 2 

. 9=— 92, Y= v2, 1—=23 
besitzen eine Invariante, welche zugleich Combinante ist, d. h. welche 
sich nur um die Determinante der Transformation ‘indert, wenn man 


y, ¥, x durch lineare Verbindungen derselben ersetzt. Diese Combi- 
nante ist die Determinante von g, ¥, x: 


1 Pi> PiP2 2" | 
1d? ye. dy? | = (PY) (Px) (YX). 
i eee (0 ee 


Kine solehe Combinante fiihrt immer auf eine invariante Bildung 
der niichsthéheren terniren Form, wie folgender Satz lehrt: 


I. Sei x eine Combinante dreier binirer Formen (n — 1)!" Ord- 
nung, p, Ww, 4; bildet man aus ihr, ‘wie oben, eine Combinante der ent- 
sprechenden terndren Formen, indem man ihre symbolischen Determ- 
nantenfactoren durch eine Rethe u in dreireihige iiberfiihrt; ersetzt man 
endlich diese terniren Formen , wv, x durch die ersten Differential- 
quotienten einer terniren Form f der Ordnung n, so entsteht eine Form, 
welche in Bezug auf f die Invarianteneigenschaft hat. 

Man beweist diesen Satz in folgender Art. Es ist gezeigt worden*), 


*) Gordan, diese Annalen Bd, V, §. 121. 
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443, 


dass die Combinante der biniren Formen g, yw, x stets eine Invariante 
(bez. Covariante etc.) der Form 


P=(PW)(PA) (WA) + Py Pye? ** Pyln—3) Vy Var 2 Vyln—3) Nog Mag *** Aegln—3) 


ist. Biidet man hieraus die Combinante der entsprechenden terniren 
Formen, so hat man statt P nur die Form 


P’ = (pu) (pyu) (XU) > Pes Yes * Me? 


zu Grunde zu legen und in allen bei der Ausfiihrung iibrigens ent- 
stehenden symbolischen Determinanten eine Reihe w_hinzuzafiigen. 
Setzt man nun an Stelle von g, y, x die Differentialquotienten (durch 
n dividirt) 


einer Form f der Ordnung », so hat man nur in P” statt g, w, x be- 
ziehungsweise a, b, c zu setzen und mit a,b,c, zu multipliciren. Es 
entsteht also 


P” = a,b,c, - (abu) (acu) (bew) + dy ++ Dee ees Cg oe 


Vertauscht man nun die gleichwerthigen Symbole abc auf alle Weise 
und addirt die Resultate, so erhilt man P” sechsfach, und an Stelle 
von a,b,c, tritt nur die Determinante (abc), nun ist also auch 


P” =} (abc) (abu) (acu) (beu) ay +++ Dg +e. Cy + 


Dieser Ausdruck besitzt die Invarianteneigenschaft in Bezug auf 
f, und daher auch alle aus ihm gebildeten Formen, was zu bewei- 
sen war. 

In dem vorliegenden Falle sind m, w, x quadratisch, und die In- 
variante 


(py) (px) (vx) 


ist fiir diesen Fall genau die durch P bezeichnete Form. Aus ihr 
entsteht also der Ausdruck 


6 P” = (abc) (abu) (acu) (beu) , 


und dieser ist eine zugehérige Form, welche wir im Folgenden zu be- 
trachten haben werden. Sie soll durch 


| ae x = (abc) (abu) (acu) (bew) 
oder symbolisch durch diese Form 
(12) == 4u,* 


bezeichnet werden. (Bei Aronhold S;.) 
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g 3. 


Die Form © und die erste Invariante. 


Mit den-Formen 0, A, S; sind alle Fundamentalformen gegeben, 
welche in dieser Theorie auftreten. Alle iibrigen Formen, welche dem 
Systeme von f angehéren, werden durch einfache Processe aus diesen 
gebildet. 


Aus der Form 
© = (abu)? a,b, = O2u3 
kann man 2 dadurch abileiten, dass man zuniichst nach den wu diffe- 
renzirt und mit neuen Liniencoordinaten v multiplicirt, in der so ent- 
standenen Form 
O2u,v, = (abu) (abv) arb, 

aber die v durch c, die x durch die aus den ¢ und den w gebildeten 
Unterdeterminanten ersetzt. Rechts hat man dann 


(abu) (abe) (acu) (beu) ==, 
und es ist also auch 
(13) X = (Ocu)*c,u,. 
Unter den bisher betrachteten Formen ist © in sofern die ein- 


fachste, als sie die Coefficienten von f nur quadratisch enthilt. Einige 
Eigenschaften dieser Form sollen nun zuniichst angegeben werden. 


Wenn 9 eine Form m'* Ordnung und »'* Classe ist, so soll immer 
durch g’ die Form 
ea a eg og ey 
oo + Ox, + ) 


mn lOxduy 0 Uy X30; 


bezeichnet werden; ebenso durch gm” die Form, welche aus ’ entsteht, 
wie g’ aus m u. s. w. Die Formen g’, p”-- besitzen immer die In- 
varianteneigenschaft in Bezug auf gm; denn ist symbolisch 


pe | yr" 4” 
p — a v @ ? 
so hat man 
, m—1. n—tl ” 2 m—2 n—2 
g =rr w > @ =rer ( eee 


ez ¢ 
Fir © gilt nun der Satz: 
II. Die aus © abgeleitete Form ©’ verschwindet identisch. 
Es ist nimlich 


e 8 e 


0 = OF us = (abu) azbz , 
daher, wenn wir diese Form der Operation 


a oe a 
Jadu, + dmdm +t Ixdu, 


unterwerfen: 
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40’ = 40,1905 = 2 (abu) {(aba)b, + (abb)az}, 


was identisch verschwindet, wie zu beweisen war. 
Da nun die Form 
0’ = 030, U9 
identisch verschwindet, so sieht man, dass alle Coefficienten 050;®, 
verschwinden miissen, d. h. dass iiberhaupt jeder Ausdruck, welcher 
den symbolischen Factor Os hat, identisch Null ist. Und so hat man 
den Satz: 

Ill. Jeder Ausdruck, welcher den symbolischen Factor Qs hat, ver- 
schwindet identisch. 

Es verschwindet um so mehr die Form 0”, welche eine Invariante 
sein wiirde. Es ist tiberhaupt leicht zu sehen, dass eine Invariante 
von f mindestens biquadratisch in den Coefficienten von f sein muss. 
Denn aus zwei Symbolen a, 0 lisst sich tiberhaupt noch kein nicht 
versckwindender symbolischer Factor zusammensetzen, aus dreien, a, 
b, c, nur der eine (abc), und eine Invariante dritten Grades kénnte 
also nur (abc)® sein; dieses aber verschwindet, weil durch die gleich- 
giiltige Vertauschung von a, b, ¢ das Zeichen iindert. 

Die niedrigste Invariante von / muss also mindestens biquadratisch 
sein. Eine solche aber ergiebt sich wirklich, wenn man aus 


0 = O'us = 0" U5 
den Ausdruck bildct 
(14) S=03.0;. 
Derselbe Ausdruck ergiebt sich auch, wenn man in & fiir die u 
ein Symbol @ von f einfiihrt. Man erhalt dann aus = 


(Ocd)* c,d, , 

ein Ausdruck, welcher aus 
oe us. = (edu) erd, 

abgeleitet werden kann, indem man die x durch @, die « durch © er- 
setzt, und welcher daher von . 

07 03.=— 8 
nicht verschieden ist. Es ist also auch 
(15) S=a’. 

Diege Darstellung aber fiihrt zugleich darauf, wie S in den ur- 


spriinglichen Symbolen sich ausdriickt. Denn da S entsteht, indem 
man in = die w durch d ersetzt, so braucht man nur von der Form 


xX = (abc) (abu) (acu) (beu) 


auszugehen, und erhiilt sofort: 
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(16) S = (abc) (abd) (acd) (bed). 


Im Folgenden kommt es nun oft darauf an, zu erkennen, in wel- 
chen Fiillen sich bei verwickelteren Bildungen die Invariante S als 
Factor absondert. Um den hierauf beziiglichen Satz geben zu kénnen, 


gehen wir zunichst von der aus 0 abgeleiteten Bildung 
ind att. g on OO  D.. 
P=6,,.0>u, =} 250,02, du,du, 


aus und entwickelt den einfachen Werth, auf welchen dieser Ausdruck 
zuriickkommt. 
Es entsteht P, wenn man in 


0 = 0 us, = (abu) ard. 


an Stelle der « die © setzt und mit «3 multiplicirt. Daher ist zu- 


nichst 
P = (ab0) azb,u3. 


Aber dieser Ausdruck wieder ergiebt sich aus 
0 = O2u3 = (edu)*erdz, 
indem man statt der # die aus den a, b gebildeten Unterdeterminan- 


ten setzt und mit a,b, multiplicirt. Der Ausdruck von P in den ur- 
spriinglichen Symbolen ist daher 


P = (abe) (abd) (edu) a,zb,. 
Um diesen Ausdruck umzuformen, schlagen wir folgenden Weg ein. 
Fiir (edu) b, setzen wir vermége einer bekannten Identitiit 
(edu) b, = (bed) uz + (bdu) ce, — (beu) d,. 
Es wird dann 
P = (abc) (abd) (cdu) az [(bed) uz + (bdu)e, — (beu) de). 


Hier hat rechts der erste Theil den wirklichen Factor w,; der zweite 
aber ist.mit dem dritten identisch, da diese Theile durch Vertauschung 
der Symbole ¢, d in einander iibergehen. Es ist also 


P= Mu,+29@, 


M = (abc) (abd) (bed) (cdu) az 
Q = (abe) (abd) (edu) (bdu) azez . 


Vertauschen wir in Q die Symbole a@ und c, und addiren den so 
entstehenden Ausdruck von Q mit dem obigen, so erhilt man 


2 Q = (abc) (bdu) azcz {(abd) (edu) — (cbd) (adu)} . 


Der in der Klammer enthaltene Theil ist nach einer bekannten 
Identitit gleich 


wo 
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(acd) (bdu), 
2 QY = (abc) (acd) (bdu)* azc,. 


Dies geht aber in — P iiber, wenn man b mit c vertauscht. Daher ist 
2Q= — P und also 


und daher wird 


P=j5M-u,. 
In dem Ausdrucke 


(17) M = (abc) (abd) (bed) (edu) a, 


vertauschen wir nun a mit ¢ und d, und addiren die entstehenden 
Ausdriicke zu ersteren. Man erhilt dann 


3 M = (abe) (abd) (bed) {(cdu)az — (adu)e, — (cau)d,} . 

Hier ist nach der bekannten Identitét der eingeklammerte Theil gleich 
(acd) uz; 
daher wird 
(18) 3 M = (abc) (abd) (bed) (acd) -u, = S-u,, 
und also ist 
P= 148-u?. 
Sprechen wir also den Satz aus: 
IV. Die aus © abgeleitete Form 
05. - 0. - us = (abe) (abd) (cdu)? azbz 

hat den Werth 1 S-u?. 

Um diese Betrachtungen nun fiir die Anwendung ‘nutzbar zu ma- 
chen, kniipfen wir daran folgende Bemerkungen. 

Zuniichst folgt aus den Gleichungen (17), (18), dass wenn aus den 


4 symbolischen Factoren, aus welchen S besteht, drei in einem gegebe- 
nen Ausdrucke vorkommen, etwa 


(abe) (abd) (bed), 


und ausserdem noch ed in einer Determinante vereinigt auftreten, die 
Form durch S theilbar sein muss, denn sie enthilt dann nur die Coef- 
ficienten von M=48S.-u,. Aber die Beschriinkung, dass c, d in der 
gedachten Weise noch vereinigt auftreten sollen, ist unnéthig. Man 
kann in der That folgenden Satz aussprechen : 

V. Jede Form, deren symbolischer Ausdruck drei der symbolischen 
Factoren von S enthilt, hat S zum Factor. 

In einer solchen Form nimlich miissen nothwendigerweise die 
Ausdriicke 

(abe) (abd) (bed) eda, 
in homogener Weise vorkommen, d. h. die Coefficienten der Form 
K = (abc) (abd) (bed) c,d,a;. 

Es ist also nur zu beweisen, dass die Form K den Factor S ent- 
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halt. Vertauschen wir nun auf alle Weise die Symbole a, c, d unter 


einander und addiren die entstehenden Ausdriicke von K zu dem obigen, . 


so erhalten wir K sechsfach, und zwar wird 
he Gy % 
6 K = (abe) (abd) (bed) | d, d, d, | = (abe) (abd) (bed) (eda) - (xyz). 


Az Ay A; 


K={S:- (wyz), : 

was zu beweisen war. Der obige Satz kann also noch insbesondere 
dadurch ausgedriickt werden, dass die Formel gilt: 
(19) (abe) (abd) (bed) c,dya, = 4S (xyz). 

Man kann aber ferner den folgenden Satz aussprechen, welcher 
den vorigen umfasst: 

VI. Enthilt die symbolische Darstellung einer Form zwei Facto- 
ren von S, etwa 


Es ist also 


(abe) (abd) , 


und ausserdem die Reihen c, d in einem symbolischen Determinanten- 
factor vereinigt, so ist die Form durch S theilbar. 

Jeder derartige Ausdruck nimlich enthilt in homogener Weise die 
Coefficienten des Ausdrucks 


L = (abe) (abd) (edu) a,b, c,d, , 


und es ist also nur zu zeigen, dass L den Factor S enthilt. Nun 
entsteht zuniichst 2 Z aus dem Ausdruck 


L’ = (abe) (abd) (edu) arbre, , 


indem man nach den « differenzirt und die Differentialquotienten mit 
den entsprechenden y multiplicirt; es entstehen dabei zuniichst zwei 
Glieder, die sich aber nur durch Vertauschung von a mit b unter- 
scheiden, und deren einer unmittelbar gleich L ist. Es ist hinreichend, 
wenn man zeigt, dass L’ den Factor S besitzt. 

Vertauschen wir nun in L’ die Symbole c, d und fiigen den ent- 
stehenden Ausdruck zu dem obigen hinzu, so haben wir 


2 L’ = (abc) (abd) (edu) azbz {c.d, — ed}. 
Hier enthilt nun die letzte Klammer nur die aus den z und ¢ ge- 
bildeten Determinanten und geht in (cdv) iiber, wenn wir diese De- 
terminanten durch v bezeichnen. Es ist also einfacher 
L’ = § (abe) (abd) (edu) (edv) azbz . 

Nun entsteht aber dieser Ausdruck wieder aus 

L” = § (abe) (abd) (edu) azbz , 
wenn wir nach den w differenziren, die Differentialquotienten mit den 
v multipliciren und die Summe dieser Producte durch 2 dividiren, Da- 
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her ist endlich LZ durch S theilbar, sowie L” es ist, und diese Form 
hat nach dem Friiheren den Werth 


L" =7,8-u?. 

Hierdurch ist der vorgelegte Satz bewiesen. Es ist ausserdem 
leicht, den Ausdruck von Z selbst anzugeben. Denn man hat zuniichst 
DL! = py 8+ Ups = py S + Ue (wet), 

und also endlich: 


L=,S- {ue (yet) + u,(wet)} = abe abd cdu azbye.d , 
daher auch: 
abe abd cdu azbzcyd; = 7 S uz (wet). 


g§ 4. 
‘Der Process 0. Anwendung desselben auf A. 


Aus den bisher gebildeten Formen erhiilt man neue, indem man 
den Umstand beachtet, dass eine der Formen, die Covariante A, von 
derselben Ordnung wie f ist. Wir erhalten deswegen nach bekannten 
Principien aus jeder Form TT eine neue, indem wir ihr Differential in 
Bezug auf die Coefficienten von f/ bilden und statt der Differentiale 
die Coefficienten von A substituiren. Die Form, welche hiedurch aus 
TT hervorgeht, soll durch OTT, der Process, durch welchen OTT enisteht, 
der Process 6 genannt werden. Bezeichnet man also die Coefficienten 
von f durch a;x,, die von A durch @;,,, so ist der Ausdruck dTT 
durch die Gleichung 4 


ott 
- OTT = J =—— ayy 
Oy, 


definirt, wo die Summe sich auf alle Combinationen der Indices ikh 
bezieht. 

Bei der hier befolgten Methode ist es wesentlicher zu zeigen, wie 
man den Process 0 auszufiihren hat, wenn TT in symbolischer Darstel- 
lung gegeben ist. Bemerken wir, dass jede in TT enthaltene Symbol- 
reihe ein lineares homogenes Vorkommen der Coefficienten a;;, in TT 
anzeigt, so sieht man, dass der Process der Differentiation auf die 
Summe der Ausdriicke fiihrt, welche entstehen, wenn man nur beziig- 
lich einer solchen Reihe differenzirt. Dann aber heisst das nichts an- 
deres, als dass diese Reihe zunichst durch die Differentiale der a, 
dann aber durch die Coefficienten von A ersetzt wird. Mithin haben 
wir das Resultat: 

VII. Aus einer Form TI entsteht die Form O11, wenn man in der 
symbolischen Form von TT der Reihe nach jede Symbolreihe durch die 
Symbolreihe von A crsetet und die Summe der erhaltenen Ausdriicke 
bildet. 
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Dabei ist es klar, dass eine Anzahl von Symbolreihen, welche in 
Ti gleichartig und symmetrisch vorkommen, auch auf vdllig identische 
Glieder von OTT fithren muss. Sind also in TT von solchen Reihen x 
vorhanden, so hat man in OTT nur einen der entsprechenden Ausdriicke 
zu bilden und dieselben mit x zu multipliciren. 


Sowie wir f symbolisch durch 


f= as = b3 eee 
bezeichnet haben, wollen wir A symbolisch durch 
A=ai= 3... 


bezeichnen. 


Die Symbole «, 6 --+ sind also definirt durch die symbolische 

Gleichung 
A= a3 = (abc) arbre. 

Um die Art der Einfiihrung dieser Symbole deutlich zu machen, 
bemerken wir Folgendes. Bilden wir zweimal hinter einander das Dif- 
ferentia! von A in Bezug auf die x und ersetzen die Differentiale das 
erste Mal durch y, das zweite Mal durch z, so erhalten wir links 
6 @,a,a,, rechts aber die Summe von 6 Termen, welche nur durch 
Vertauschung der a, b, c verschieden sind. Man kann also statt ihrer 
Summe das Sechsfache des einen setzen, und erhiilt dann die symbo- 
lische Gleichung 

(a) Gz ty a, = (abc)? azbyc., 
welche in die einzelnen symbolischen Gleichungen 

a;0,.a, = (abc)? a; bp cp 
zerfallt. Dies heisst nichts anderes, als dass man in jeder Form, 
welche den symbolischen Factor (abc)? enthilt, statt der a, b, ¢ die 
‘@ einfiihren kann, und zwar einfach dadurch, dass man den Factor 
(abc)? auslisst und fiir die tibrigbleibenden a, b, ¢ iiberall die « setzt. 


Man kann also folgenden Satz aussprechen: 
VIII. In jede Form, welche einen symbolischen Factor (abe)? ent- 


hilt, kann man die Symbole « von A einfiihren und zwar dadurch, dass * 


man den Factor (abe)? aurslisst und statt der noch iibrigen abe jedes- 
mal « setzt. 

Die Anwendung des Processes 0 auf die Formen 0, A, &, S er- 
giebt nun sofort folgende Bildungen: 


60 =0 {(abu)?azb, } = 2 (aau)?aza, 

dA = 8 {(abc)? azbz tz} = 3 (aba)?arb, a: 

8x = 8 {(abc) (abu) (acu) (beu)} = 3 (aba) (abu) (aau) (bau) 
8S = 0 {(abe) (abd) (acd) (bed)} = 4 (abc) (ab ee) (aca) (bea). 
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Von diesen Ausdriicken fiihren drei auf neue Formen, nimlich auf 
die Bildungen: 
H = (aau)* a, az 
(20) T = (aba) (abu) (aan) (bau) 
T = (abe) (aba) (ace) (bea). 


Dagegen ist 0A keine neue Form, sondern lisst sich auf S und f 
zuriickfiihren, wie jetzt gezeigt werden soll. 
Um den Ausdruck  - 
0A = 3 (aba)*a,b, a, 
auf einen. einfachsten Werth zuriickzufiihren, ist es nur ndthig, statt 
des Symboles @ in dieser Form Symbole von / selbst einzufiihren. Dies 
geschieht in folgender Weise. Es sei 


A = a3 = (cde)? Crdzlz 
nach der obigen Formel («) ist dann: 
&, a? = (cde)? Cydyez , 


setzt man hierin fiir die y die aus den a, b gebildeten Determinanten 
und multiplicirt mit a,b,, dann entsteht links (aba)? a,b,a,, also 
40A, und man hat daher: 


404A = (cde) (abc) (abd) azbzez . 
Die rechte Seite aber entsteht aus dem Ausdruck 
(abe) (abd) (edu) a,b 


dadurch, dass man w durch ¢ ersetzt und mit e, multiplicirt. Da nun 
nach Satz IV. dieser Ausdruck den .Werth { S-u? hat, so entsteht 
auf solche Weise . , 
{S-e=48-f, 
und man hat also . 
dA=48-f. 

1X. Die Anwendung des Processes 8 auf die Covariante A fiihrt 
auf die Form f zuriick, multiplicirt mit 4S. 

Da die Anwendung des Processes 0 auf f selbst A liefert, so geht 
hieraus hervor, dass auch die wiederholte Anwendung des Processes 
0 auf A zu keinen neuen Covarianten fiihren kann; alle dadurch ent- 
stehenden Covarianten miissen lineare Functionen von f und A sein; 
die Coefficienten derselben sind Invarianten, welche durch wiederholte 
Anwendung des Processes 0 auf S hervorgehen. 

Fiir die folgenden Anwendungen ist es wichtig, auch den Aus- 
druck auf seine einfachste Form zuriickzufiihren, welcher entsteht, 
wenn man aus 0A den Ausdruck 


= oa Yi = 3 (aba)? (dxbytty + dy by tte + dydx tr) 


29* 
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bildet. Von den drei Termen, die hier auf der rechten Seite stehen, 
sind die beiden letzten identisch, denn sie gehen durch Vertauschung 
von a und 6 in einander iiber. Aber es lasst sich zeigen, dass beide 
Terme auch mit dem ersten identisch sind, und dass man also fiir 
den fraglichen Ausdruck die doppelte symbolische Darstellung hat: 
(21) ~ $z — yi = (aba)? arb, a, = (aba) aby a, . 


“ba, 
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Um dies einzusehen, zeigen wir, dass die Differenz der beiden 
Ausdriicke rechts verschwindet. Es ist nimlich diese Differenz gleich 
(aba)*az {boty — azby} . 

Setzt man an Stelle der aus den x und y gebildeten Determinan- 
ten Liniencoordinaten «, so wird dies: 

(aba)? (bau) a,. 
Dieser Ausdruck aber entsteht aus der cnbischen zugehérigen Form 
M = (bau)*, 

wenn man in Bezug auf die u das Differential bildet, die « sodann 
durch die a, ihre Differentiale durch die u ersetzt und mit a, multi- 
plicirt. Da nun, wie leicht gezeigt werden kann, die Form M iden- 
tisch verschwindet, so verschwindet auch der obige Ausdruck, und die 
Zulissigkeit der doppelten Darstellung (21) ist damit erwiesen. 

Das Verschwinden von M aber sieht man folgendermassen ein. 
Es entsteht M aus A =a’, wenn man die « durch die aus den u 
und 6 gebildeten Determinanten ersetzt. Da nun 


A = (cde)*Crdzeéz , 


M = (cde)? (cub) (dub) (eub). 
Nun ist nach einer bekannten Identitiit: 
(ede) (cub) = (cue) (edb) — (cud) (ceb). 
Fiihren wir dies in M ein, so wird 


M = (cde) (dub) (eub) {(cwe) (edb) — (cud) (ceb)} , 


oder, da beide Theile durch Vertauschung von d und e in einander 
iibergehen, also identisch sind: 


M = 2 (cde) (edb) (eub) (dub) (cue) . 


Dieser Ausdruck enthilt nach Satz VI. den Factor.S, denn er 
hat den symbolischen Factor (cde) (edb), und die Symbole e, b kom- 
men noch in einer Determinante (ewb) vereinigt vor. Aber der nach 
Absonderung von S iibrig bleibende Factor von M kann dann keine 
Symbole mehr erhalten, sondern nur noch die «, und ‘muss, da aus 
diesen nicht verschwindende. Determinanten nicht mehr gebildet wer- 
den kénnen, nothwendig gleich Null sein. 
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Dieses Resultat scheint wichtig genug, um es in einem besondern 
Satze auszudriicken: 


X. Die cubische zugehirige Form 
M = (acu) 
verschwindet identisch. 
Differenzirt man diese Formel nach den « und ersetzt dann die 
Differentiale der « durch die aus den Reihen x und y gebildeten De- 
terminanten, so erhalt man die Gleichung: 


(aau)? (Az Gy — a, dy) =O. 


Die hierdurch identisch werdenden Ausdriicke (aau)*a,a, und 
(aau)?a.day entstehen aber aus der Formel (20): 


(@au)* det, = H2u> 


dadurch, dass man nach den « differentiirt und in dem Differential 
die dx durch y ersetzt. Es wird dann: 


H, Hy u2 = $ (aau)? (azey + @2 Ay) = (aaU)? dey = (au)? dy oy . 


Wir kehren jetzt-zu der Forme] (21) zuriick. Setzen wir in der- 
selben links fiir dA seinen Werth, so haben wir 


$S-aza, = (aba)? arb, & = (aba) azbya, . 


Differenziren wir nun nochmals nach den # und multipliciren mit 
neuen Verinderlichen 2, indem wir uns rechts der ersten Darstellung 
bedienen, so entstehen rechts zwei Ausdriicke, welche durch Vertau- 
schung von @ und b in einander iibergehen und also identisch sind, 
und wir kénnen fiir sie das Doppelte des einen setzen. Daher wird 


endlich 
4S + a,a,a, = (aba) a,b, ay, 


und wenn wir den Coefficienten derselben Producte der 2 y z auf bei- 
den Seiten vergleichen: 


$8 apana, = (aba)? a:dyey ° 


Man sieht also, dass tiberhaupt jeder Ausdruck, welcher den sym- 
bolischen Factor (aba)? besitzt, den wirklichen Factor 4S hat, und 
den iibrigbleibenden Factor erhiilt man, wenn man statt a, b, « iiberall 
a setzt. Man kann also folgenden oft zu benstenncen Bats aus- 
sprechen: 

XI. Wenn eine Form den symbolischen Factor (2)? hat, so 
zerfillt sie in das Product von 4S mit einer andern Form; *und soar 
erhiilt man letetere, indem man in der ersten den Factor (aba)? aus- 
liisst und fiir die noch iibrigen, Symbole a, b, « iiberall a setet. 
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§. 5. 
Anwendung des Processes ¢ auf 0, H, K. 


Wenn oben gezeigt wurde, dass aus f durch den Process 3 ausser 

A keine Covarianten entstehen, so kann man zuniichst fiir 0 einen 

ganz analogen Satz aufstellen. Aus © entsprang zuniichst die Form 
= 400 = (acu)’a,a, . 


Wendet man nun auf H abermals den Process 0 an, so entstehen 
zwei Glieder, deren eines durch Anwendung der Operation auf die 
durch die Symbole a vertretenen Coefficienten von f erhalten wird, 
wihrend das zweite aus der Anwendung derselben auf die durch die 
« vertretenen Coefficienten von A entspringt. Der erste Theil giebt 
eine neue Zwischenform 


(22%) K = (Bau)? B, a, . 
Der zweite aber fiihrt auf © zuriick. Denn nach dem Vorigen ist 
d4=—48.-/f; wenn man also den Process 0 auf Coefficienten von A 
anwendet, so heisst dies, man schreibt statt der Coefficienten von A 
wieder die von f und multiplicirt das Ganze mit 4S. Dieser zweite 
Theil ist also : 
48- (abu)acb, = 148-0, 
und man hat also 
(22°) dH=K+4S-0 
Aber mit der Form K ist auch diese Reihe von Bildungen abge- 
schlossen. Denn man erhilt mit Hiilfe derselben Betrachtung sofort 
OK =S- (aau)?a,a,=S-H. 
Fortgesetzte Anwendung des Processes 6 auf 0, H und K fihrt 
daher immer wieder nur auf lineare Combinationen von 0, H, K zu- 


riick, deren Coefficienten allerdings verwickeltere Iavasionton von f 
sein Manes. 


Die Form H besitzt eine Eigenschaft, iihnlich derjenigen, welche 
oben fiir dA nachgewiesen wurde. Im § 4. ist niimlich die Formel 
H, H, #3 = = (anu) aa, = (anu) aye, 
bewiesen worden. Man kann sie durch die einzelnen symbolischen 
Gleichungen , 
HH, uh = (aau) ajax 


ersetzen, und diese lehren, dass in jedem symbolischen Producte, wel- ” 


ches den Factor (aau)* enthiilt, die Coefficienten von H auftreten. 
Um die Symbole von H ation. hat man nur (a@u)? durch wr 
die a saeens a, « durch H zu érsetzen. Man hat also den 
Satz: 
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XII. Jede Form, welche den symbolischen Factor (acu)? hat, ent- 
hilt auch die Coefficienten von H,; und man fiihrt die Symbole von H 
ein, indem man (aau)* durch ur, die tibrigbleibenden a, « aber durch 
H ersetzt. 


§ 6. 
Anwendung des Processes 6 auf S und T. 


Die Formen T und 7’ (vgl. Formel 20) fihren zu ‘ihnlichen Grup- 
pen, welche die erste mit £, die zweite mit S bildet. Um die Kigen- 
schaften von T und 7' aber genauer zu untersuchen, werden wir zu- 
nichst die symbolischen Ausdriicke geben, welche sie in den urspriing- 
lichen Symbolen annehmen. Es gehért hierzu nur, dass man die in 
ihnen (20) vorkommenden «@ ersetzt, und zwar geschieht dies so, dass 
man (vgl. Satz VIII.) die @ einzeln durch d, e, f ersetzt und mit 
(def)? multiplicirt. Man hat dann aus (20): 


996 { T = (abd) (abu) (aeu) (bfu) (def)? 
-) T = (abe) (abd) (ace) (bef) (def)? - 

Einen Zusammenbang zwischen diesen beiden Formen erkennt man 
darin, dass T aus 7’ hervorgeht, wenn man die ¢ durch w ersetzt. 
Bildet man aber den Ausdruck - 

5 or 
~ aig, 
so erhilt man im Ganzen 6 Terme, welche dadurch entstehen, dass 
der Reihe nach jede der 6 in 7 auftretenden Symbolreihen durch die 
u ersetzt Wird. Nun kommen in Z die drei Symbolreihen a, b, c sym- 
metrisch vor; der Ausdruck T ‘indert sich nicht, wenn man etwa a, b 
vertauscht, sobald nur gleichzeitig die Reihen e, f vertauscht werden. 
Die Reihen a, b, ¢ liefern also drei gleiche Terme, welche nach dem 
Vorigen siimmtlich gleich T sind. Ebenso liefern die Reihen d, e, f 
drei gleiche Terme, denn auch die Reihen d, e, f kommen in sofern 
symmetrisch vor, als T sich nicht aindert; wenn man etwa d und e 
und zugleich b mit ¢ vertauscht. Die drei von den Reihen d, e, f 
herriihrenden Terme mégen durch T’ bezeichnet sein. Man hat dem- 





UjiURUA » 


a Um, = 3(T+T’). 
OOK, 
Es ist nun leicht zu-zeigen, dass die Formen T und T’ einander 
gleich sind, dass man also 
oT 
T= 4 23. UzUy Uy, 


hat. Dies ergiebt sich auf folgende Weise. 





. 
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Wir haben, wenn wir T’ durch Ersetzung der Reihe f bilden: 
T’ = (abc) (abd) (ace) (beu) (deu)*. 

Dagegen wird der obige Ausdruck von T, wenn man darin ¢ fiir 

f schreibt und ausserdem a mit d vertauscht: 

T = (abd) (bdu) (deu) (be) (ace)*. 

Daher ist 

T’ — T= (abd) (ace) (beu) (deu) {(deu) (abe) — (bdu) (ace)}. 
Nach der immer angewandten Identitat ist aber 


(deu) (abc) — (bdu) (ace) = (dau) (ebc) + (deu) (abe), 
und daher auch: 


T’ — T = (abd) (ace) (bcu) (deu) {(dau) (ebc) + (deu) (abe)} . 


Diese Form zeigt nach Satz VI., dass T’ — T durch S theilbar 
ist; denn der erste Theil enthalt (ebc) (ace) und ab noch vereinigt, 
der zweite enthilt (abe) (abd) und de noch vereinigt. Es ‘ist also 

T—T=S-N; 
aber der Factor N kann nur noch, ausser drei Reihen wu, eine Symbol- 
reihe enthalten, und da hieraus ein nicht verschwindender symbolischer 
Determinantenfactor nicht zu bilden ist, so muss Inothwendig N ver- 
schwinden. Man hat also 
T’'=T, 
was zu beweisen war. 


Es folgt hieraus mit Leichtigkeit die Bestimmung von 67. Denn 
der Definition nach ist 


oT . 
oPm za, Qikh « 


Es entsteht also 07’, wenn wir in 6 T oder in 6 T’ fiir die w die 
Symbole « von A setzen. Wir wiihlen das letztere und erhalten also 
dT = 6 (abc) (abd) (ace) (bea) (dea). 


Nach Satz XI. ist aber dies gleich 4 S, multiplicirt mit dem Aus- 
drucke, den man erhilt, wenn man (dea)* ausliisst, und statt d, e, a 
iibrigens ein Symbol von f, etwa d, setzt. Dann ergiebt sich also 
dT =S- (abc) (abd) (acd) (bed) 

oder endlich 
(23) OT = S?. 


Die Anwendung von @ auf 7 fiihrt also wieder auf S zuriick. 
Mithin kann die wiederholte Anwendung des Processes 0 auf S und 


T iiberhaupt nur wieder immer auf Combinationen von S und T 
fiihren. ' 
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§ 7. 
Anwendung des Processes 3 auf = und T. 


Es bleibt iibrig zu zeigen, dass die Anwendung von @ auf = und 
T immer auf lineare Combinationen von = und T fiihren, deren Coef- 
ficienten dann, wie die entsprechenden bei f, A oder bei 0, H, K, 
dem eben Bewiesenen zufolge nur Combinationen von S und 7 sind. 

Um diesen Beweis zu fiihren, entwickeln wir zuniichst eine For- 
mel, welche man als eine andre Darstellung von H betrachten kann. 
Es war 

H = (aau)* apa. 

Fiihren wir hier statt der « die Symbole b, c, d von f ein, so ist, 

dem Satze VIII. entsprechend, 
H = (abu) (acu) bed)*a,d, . 
Nach der bekannten Identitaét kann man 
a, (bed) = bz (acd) + c, (bad) + d, (abc) 

setzen, und hat also 

H = (abu) (acu) (bed) dz {bz (acd) + cz (bad) + dz (abc)}. 

Von den drei Theilen, in welche H hier zerfallt, sind die beiden 
ersten identisch, indem sie durch Vertauschung von } und ¢ in einan- 
der iibergehen; sie sind aber auch nach Satz VI. durch § theilbar, 
und zwar entsteht der Ausdruck 

(abu) (acu) (bed) (acd) br dz , 
oder (durch Vertauschung von a mit ¢ und b mit d) 
— (abc) (abd) (acu) (edu) bd, 

aus dem in § 3. durch ZL bezeichneten, indem man y und ¢ durch 2, 


x durch y ersetzt, sodann y mit ¢ vertauscht und die Differenz beider 
Ausdriicke bildet. Man hat dann 


(abc) (abd) (cdu) bedz {az Cy — dyCz} , 
und dies giebt den gesuchten Ausdruck, wenn man darin die Deter- 


minanten der y und g durch w ersetzt. Nach der letzten Formel des 
§ 3. ist dies aber gleich 


— py S+ Ue (yeu) = — fy S- 2. 
Die obige Formel fiir H ist also: 
H=—48-u?+ (abu) (acu) (bed) (abe) d?. 
Fiihren wir nun, um den letzten Theil einfach zu gestalten, das 


Symbol von =: 
x = us = (abc) (abu) (acu) (beu) 


ein. Bilden wir das Differential in Bezug auf die w und ersetzen die 
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Differentiale durch v, so ergiebt sich links 3 u?v,, rechts aber die 
Summe dreier Theile, welche nur durch die Bezeichnung verschieden 
sind. Indem man also fiir sie das Dreifache des einen setzt, hat man 


= (abc) (abu) (acu) (bev), 
und daher sofort, wenn man v durch d ersetzt und mit ee multiplicirt: 
u?d.d? = (abe) (abu) (acu) (bet) d? 


Rechts steht der gesuchte Ausdruck; die Formel fiir H also wird nun- 
mehr: 
(24) =—{S-u2?+ u?dd?. 

Die Form, auf welche hier H zuriickgefiihrt ist, kann man auch 
leicht ohne Symbole definiren; denn da 


wynrZ, aqas tl, 
so hat man 
utd d2 of ez df 0% Of 8%) 
wedds = 455, Ou, Om, OW, ? 0x; Ous§- 


Um nun den Ausdruck von OT abzuleiten, gehen wir von der 
oben (S. 456) durch T’ bezeichneten Form aus: 


T = (abc) (abd) (ace) (beu) (deu)*. 


Man kann diese Darstellung durch eine Combination von © und 
= erzeugen, Denn da 


© = O2u2 = (deu)* deer , 
so folgt, indem man nach den 2 differenzirt und mit y multiplicirt 
2 0,0,u2 gleich der Summe zweier Terme, welche durch Vertauschung 
von d und e in einander iibergehen und also gleich sind; man kann 
daher setzen 
0,9, u5 = (deu)* d,ey . 

Ersetzt man nun die x durch Determinanten der a, b, die y durch 
Determinanten der a, c, und multiplicirt mit (abe) (bew), so erhiilt 
man rechts die obige Form von T, und es ist also 

T = (Oab) (Oac) (abe) (beu) u2. 
Wir erhalten aber aus der symbolischen Darstellung 
X= u' = (abc) (abu) (Ocu) (beu) , 


wenn wir das Differential nach den w bilden und dann die u durch v, 
die du durch uw ersetzen, 3 v?u, gleich der Summe dreier identischer 
Glieder, und also, wenn wir v?u, einem derselben gleich setzen: 


v2 u, = (abc) (abv) (acv) (beu), 


und demnach endlich, wenn wir v durch © ersetzen und mit «2 mul- 
tipliciren: 
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(25) T= u3 = 0? uu}. 

Dies ist die gesuchte Darstellung von T durch © und &. Unter- 
werfen wir sie dem Processe 0, so entstehen rechts zwei Glieder, 
deren eines gebildet wird, wenn man statt der Coefficienten von © 
die von 00 =2H setzt, wihrend das andre daraus hervorgeht, dass 
die Coefficienten von £ durch die von dX = 3T (F. 20) ersetzt 
werden. Demnach ist 
(26) OT = 2 HP u,u? + 3 O? u,u2 . 

Benutzen wir, um das Glied H? w, u? auszudriicken, H in der Form 
(24), so erhalten wir: 

H? uu? = —{S-u} + wid du, . 
Der erste Theil rechts kommt unmittelbar auf = zuriick; der andre 
wird reducirt, indem man zuniichst den Ausdruck 
d?u.,d, 
betrachtet. Geht man von dem oben entwickelten Ausdrucke von 
v?u, aus, setzt d statt v und multiplicirt mit d,, so wird 
. ty d, = (abe) (abd) (acd) (bcu) d; , 


was nach § 3., 18. gleich 4 S-u, ist. Setzt man aber s fir x 
und multiplicirt a u?, so ergiebt sich der zweite Theil der obigen 


8 


Formel: ‘ 

’ urd, d?u,=4S8-w=—4S8X, 
und demnach 

(27) H?uw?—=4 SE. 


7 

Der zweite Theil von OT, der Ausdruck 0?u,u2, wird dadurch 
behandelt, dass man zuniichst die folgende Kigenschaft der Form T 
nachweist: 

XIII. Die aus T= u3 = 0?u,u2 durch Differentiation hervor- 
gehende Form u? v, liisst die doppelte Darstellung zu: 

uzv, = 0? v, us 
= O07 u,v,U,. 

Ks ist niimlich unmittelbar 3 u?v, gleich der Summe der ersten 
Darstellung und der doppelten zweiten. Es ist also nur zu zeigen, 
dass die Werthe der beiden Darstellungen identisch sind, d. h. dass 
die Differenz 

O2 us (vstg — Us¥9) 
identisch verschwindet. Fiihrt man aber fir ©, # ihre symbolischen 
Ausdriicke in a, b ein, so hat man diese gleich 


a,b, (abu) {v, (abu) — u, (abv)} , 
oder nach der immer benutzten Identitiit: 
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a,b, (abu) {a, (buv) — b, (auv)} . 
Die beiden Theile dieses Ausdrucks sind identisch, weil sie durch 
Vertauschung von a und b in einander iibergehen; wach dem Vorigay 
aber ist a?u,0,=4Su,, und also 
a?b, (abu) (buv) = 48. (bbu) (buv) = 0, 
was zu beweisen war. 


In Folge dieses Satzes hat man nun, wenn man die erste Dar- 
stellung von u?v, benutzt und w durch 0’, v durch wu ersetzt, fiir den 
zweiten Theil von dT den Ausdruck: 

O'? u,u2, = 0? u, O23 wu}. . 
Nach Satz IV. aber war 
O'202u2 = 1 S-u?; 


setzt man also s fiir « und multiplicirt mit u,, so findet man 


(28) O77 u,u2 =f S-ui = 1 S-=. 
Fassen wir nun alles zusammen, so folgt aus (26), (27), (28): 
(29) 6T=S-=z. 


Diese Formel lehrt nun in der That, dass dT wieder auf = zu- 
riickkommt, dass also fortgesetzte Anwendung des Processes 0, wie 
sie aus f und A nur auf lineare Combinationen dieser beiden, auch 
aus £, T nur auf lineare Combinationen von £, T fiihren kann, deren 
Coefficienten ganze Functionen von S und 7 sind. 


§ 8. 
Invarianten, Covarianten etc. von xf + AA. 


Es handelt sich nun darum, die oben fiir f gebildeten Formen 
fiir die zusammengesetzte Function xf-+ 4A zu bilden. Wir werden 
zuniachst den allgemeinen Charakter dieser Bildungen entwickeln, so- 
dann aber sie zuerst beziiglich der einfachsten unserer Formen 9, A, £, 
wirklich ausfiihren, 

Wenn wir irgend eine aus f entstandene Form g vor uns haben, 
welche etwa vom Grade m in den Coefficienten von f ist, und wenn 
wir diese Form fiir die zusammengesetzte Function xf-+ 4A bilden, 
so haben wir nur die Coefficienten von xf + AA an Stelle der Coef- 
ficienten von f zu setzen und wir erhalten also eine Form, welche fiir 
x, 4 homogen von der n' Ordnung ist. Bezeichnen wir diese neve 
Bildung mit »,,, so kann man also setzen: 


(30) Pez = + PET py WTA MPS gy, «wt 8E oe tad, 
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wo die » von x, & unabhingige Formen sind. Der erste Coefficient 
ist m selbst, denn gy, geht in p iiber, wenn x —1, A =O gesetzt 
wird. 

Ist m als symbolisches Product gegeben, so erhiilt man die ver- 
schiedenen Terme, welche in der rechten Seite der Gleichung (30) 
vorkommen, indem man eine oder mehrere Reihen von Symbolen von 
f durch Symbole von A ersetzt; und zwar ist 7% das Aggregat der- 
jenigen Terme, bei denen nur ein Symbol von f durch eines von A © 
ersetzt ist, a gy, das Aggregat der Terme, bei welchen ewei Reihen 


erseizt sind u. s. w. 
Die Bildung der Formen 9,, gy, --«, auf welche es hier ankommt, 


. wird durch die Kenntniss der Formen dg, 009 --- geleistet, wie man 


leicht iibersieht. Wir werden jetzt eine Reihe von Gleichungen ent- 
wickeln, welche unmittelbar zur successiven Bestimmung dieser Coef- 
ficienten fiihren. 

Unterwerfen wir die Gleichung (30) dem Processe 8. Die linke 
Seite hiingt nur von den Verbindungen *a;x, + Aa;x, ab, und indem 
wir diese der Kiirze wegen durch mx, bezeichnen, erhalten wir liaks 


OMx2 =—2 eae OMikn ? 
wo die Summe sich auf alle Combinationen ikh der Zahlen 1, 2, 3 
mit Wiederholungen bezieht. Nun ist der Definition nach 


OAikn = Mika y 
und ferner nach § 4., da DA = 4 Sf ist: 
Denn = 4S + Air. 
Der obige Ausdruck verwandelt sich also in: 


x2 m 
— (nein + 4 Shans) , 





oder, was dasselbe ist, in 


0%, a0, 
Spex + 48a 2. 


Setzen wir hier links und rechts fiir g,a seinen entwickelten Aus- 
druck (30), so haben wir die Gleichung 


dy + x” oe ; dg, ~x™—-1Z -+- aa IQ, 0 yM—242... + OQn -A 
=n {pat + "> —  y, ad +t pdr} 
+ a. Sa { px"—1 -+ 1 Q,x"—2A +++ + Pr—1dn~t} ° 


Vergleichen wir hier die Coefficienten gleich hoher Potenzen von 
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x und 4, so erhalten wir das folgende System von Gleichungen, wel- 
ches die Berechnung der auf wiederholte Anwendung des Processes 
é zuriickfihrt : - 


ip = =Ng, 
dg, =(n—1)%+4-9 
dg, = (n-»2) 9, + 5-29, 
(1) 99, =(@—3) 9+ 5-39, 
OG.—1 = or + = -(n—1) n-2 
M7, = 4 -2 Pn—1- 


Die erste dieser Gleichungen giebt g,, die zweite @, u. s. w., 
die vorletate giebt »,; die letzte Gleichung giebt nichts neues mehr, 
dient aber zur Controle der Rechnung. 


Bei der Form 0,, ist die Anwendung dieser Formeln noch un- 
nothig. Man erhilt ohne Weiteres 


0x2 = (abu)? a,b, - x* + 2 (aau)? aza,- xd + (apu)? arp. +A 
d. h. man hat 
(32) 0,2 = #70 + 2 xd4H + AK 
Dagegen fiir die Entwicklungen 
Ay = AW +3 A,014+3 Ax + Ad 
tea = Xe +32, x74 +32, x47, 4+ 5,45 
erhilt man mit Benutzung der oben abgeleiteten Gleichungen 
OA=4Sf, ODL—3T, IT—RSE 
6S=4T, dT=S? 
aus dem Systeme (31) sofort: 


a= os7— 58 x, =1Sz 
ice 2 . «S258 . 


12 6 


Da aber nur die Operation 0 angewendet wurde, so folgt von 
selbst, dass A;, sich aus f und A, &,, sich aus = und T linear 
zusammensetzt. Die Formeln fiir diese Zusammensetzung aber sind 
nun: 
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Avi = (x°— Sua?— Ta) A+ (S24 Tar = 2)p 

(33) , 
Zea = (84+ Sua Fas) +B 0ta—Sa)T. 


Man bemerkt hier leicht, dass die Coefficienten von f und A im 
Ausdrucke von A,, die nach x und 4 genommenen Differentialquo- 
tienten einer biquadratischen Function ‘G (x, 4) = G sind, welche den 
Ausdruck hat: 


(34) G = xt — Sata2— Fas — 3? ys, 
Legt man diese zu Grunde und fiihrt die Bezeichnungen ein 


a 0G __ 43 S 2 LD’ 45 
G=15,=* — 7s —=a 





_— Ties tie a oS ee 
G,= ri 5 WA— Tua a, 
so nimmt A,, die einfache Gestalt an: 


(36) A. = G,A —G,f. 


sa 
Die Bildungen Hy2, Txa, Sy,2, Zz,, und K,,. 
Zur Avfstellung weiterer Bildungen fiir die zusammengesetzte 
Function xf + 4A dient folgende Betrachtung. Es sei TT irgend eine 
aus f entspringende Form, welche wir, in sofern sie die Coefficienten 


ix, von f enthiilt, durch TT(@) bezeichnen. Aus ihr entsteht durch 
den Process 0 die Form 


emt ’ 
om = J ~— Qikh « 
ORD 


Nun betrachten wir die beiden Formen 

Thea und (OTT)x2, 

welche entstehen, wenn man in TT und OTT die Coefficienten von f 

durch die von xf + 4A ersetzt. Dabei sind nach (36) die a;,, durch 
Gy Cnn = Gy Gita 

zu ersetzen. Es wird also 

eens (G, Ginn — Godin) = G, —_ — G, - . 

Man hat also den Satz: 

Ist TT eine aus f entstandene Form, so ist die fiir die zusammen- 


gesetzte Form xf +- AA gebildete Form (811),, gleich der Funcetional- 
determinante von G und Tlya: 


(0M), = = 
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si 


atl, 
i ie 
Mit Hiilfe dieser Formel ‘oa wir nun folgende Bildungen aus: 
1. Aus 


(37) (8M) x2 —_ >" — G. 


O,,e= «70 + 2xA4H + AK 

folgt, da H = | 00 ist: | 
(38) Hea = G, (wH + 4K) — G(x 4 2H). 

2. Aus 

bam (et Sets Mv) E+ Gea Sa) 
folgt, da T—=1402: 
— G, [( + * 22) E42xAT| : 
3. Aus 


am Os — Gf 
folgt, da dA = 5 f: 


Sya (xf + 1d) =2(G a, & A — 9s 7) — G, (a iL % p). 


Nun seien die zweiten Differentialquotienten von G, dividirt durch 
12, die Ausdriicke 


—— Se 
” wa — oo _ 
Pee ae ee ee 
Die obige Formel kann dann zuniichst so geschrieben werden: 
Sxa (xf + 44) = 6 *» %&a— Gof) 





G, Gi» A— Goof | 

oder auch, nach den bekannten Eigenschaften der homogenen Functionen: 
Gye + Gi. G4 — Gf 

Ga," + Gy.4 G4 — Gf 

(Gy Gy % A | ; 

| Gy Gay 4 a A 

und, indem man durch xf + 4A dividirt, bleibt also: 

(41) Sy2——6(G,, G..—G,,”) = Sut +4714 S2x?2? +38 T xd? 
+ (GT? — fy 8) 4. 





Sxa(xf + 4A) =6 
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4, Hieraus folgt weiter, da 


6S=4T 
ist, die Formel fiir 7,,: 


oS os. 

(42) Ta =4(G,‘ at — Gg): 

5. Endlich ergiebt sich noch aus (38) die Formel fiir K,,. Denn 
es war 

dH=K+ 20. 
Daher hat man 
Sy H 

(42) Kee — <5) Qs +0, a 

Einen einfacheren Ausdruck heii wir fiir a aus der Bemer- 
kung, dass die Zwischenform K entsteht, wenn man die Bildung © an 
der Form A vornimmt. 


Es ergiebt sich hieraus, dass K,, die Zwischenform 0, gebildet 
von der Form: 


ra 


An = GA — G,f, 
ist , also durch die Formel: 
(42°) K,, = GK —2G6,G,H+ G,? 0 
ausgedriickt werden kann. 


§ 10. 


Anwendung der § 9. gegebenen Formeln, um gewisse verwickelte 
Bildungen durch einfachere auszudriicken. 


Die vorstehenden Bildungen geben zu einer Reihe von Formeln 
Veranlassung, welche fiir das Folgende von Wichtigkeit sind. 

Wir hatten den Vorigen (§ 7., 24.) die Form H in Zusammen- 
hang gebracht mit einer Bildung, welche aus f und = entstand, und 
die wir jetzt durch 


' . x - 
(43) fa = 4 25h 
bezeichnen wollen. Die angegebene Formel war 
(44) fe=H+4Su?. 


Indem wir diese Gleichung fiir die zusammengesetzte Function «f 
+ 44 bilden, erhalten wir analoge Gleichungen fiir die aihnlich ge- 
bildeten Ausdriicke: 


Zz of oT 

fr=}2 On, Ou, 

oA Oz 

(45) Az= + 255. Ou, 
oA oT 

Ar=} = 52, 3~, CU; 


Mathematische Annalen. VI. 
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Mit Hiilfe der Formeln (33), (38), (41) ergiebt sich sofort: 
(x3 + Sk? + 2718) (xfs+4ds) 

+ (3x24 4+ 343) (xfr + 447) 

= (x? —S a2 — 2a) (x + aK) + (Sata + Td? +28) (x0 + aH) 

juz [Sxt+4 Ted 4 Stata? + 3S Txd + (3 7?—S)as! 


Indem wir hier beiderseits die Coefficienten gleich. hoher Potenzen 
von x und A vergleichen, erhalten wir das folgende Formelsystem: 





fz = 4H a. Su 
As +3 fr = k+%0e + 22 2 
S Sz 
Sfz+3Ar = TO 4. : Us 
Bast tf — Shr — 4g Tht Set eu 
2 TK S? oe 
Sy Az — GAr eT +e +(5-%)#, 
und es ergiebt sich daraus: 
fe = H oh i 
Axs=— tT ; a P uz 
(40) 
fr= +5 i o42 @ ue 
‘a 
Ar=— % +> e+ 5 36“ 


Aus diesen Gleichungen leitet man ein anderes wichtiges System 
ab, indem man dieselben dem Processe 


t (an + Tdi 7 Oa, a) 
unterwirft. Die linken Seiten, welche die symbolischen Ausdriicke 
haben : 
- 2 29,2 
a,a2u>, aatu?, a,atu?, aaru?, 


geben alsdann 


a2a,uU,, aa, u, G?a,u,, aa u,, 


a. h. sie geben die Bildungen 





o*p ~=—*y 
sy ~ OX; 0%, OU; OU, 
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Ueber cubische terniire Formen, 


fir p =f, A und y=, T. Die Formen 
0 = (abu)*a,b,, H=(aau)*a,a,, K=(apu)*a,B; 


geben, dem obigen Processe unterworfeu, immer Null; endlich «,? 
giebt 2u,. Daher hat man die Formeln: 


2 ants S 
a,4,u, = 3 Uy 
, T 
aa u= 3 Ux 
2 a= T 
a;a,u, = 3 Uz 
Vee S? 
a, aU, = te “=: 


Kine nochmalige Anwendung des Processes 


a2 oz o2 
52,00, * dmdm + da, duy 
fiihrt endlich zu den Gleichungen: ; 
S2 
. 6 i 
Kine andere Anwendung der Fortheln des vorigen §. ergiebt sich 
in Bezug auf die ahnlich gebildeten Ausdriicke 


O.; Oy; Ho, Hay Ox, Ko» Hie» Ky Kx, 


i Ss _ _ 
a’=S, a =T, a =T, a = 


deren Bezeichnungen ganz wie vorige Bezeichnung gewihlt sind; es 
ist niimlich, wenn @ die x zur Ordnung n, » die y zur Ordnung m 
enthalt: - 


1 5 0p 0 
%,=- = 2 ¥. 


mn ~ Ox, Ou; 
gesetat. Durch das folgende Verfahren findet man die obigen 9 Aus- 


driicke nicht simmtlich, aber gewisse Combinationen derselben, welche 
im Folgenden benutzt werden sollen. 


Den Ausdruck 0, miissen wir wirklich bilden. Es ist 


> 08 30 
Cot da, Ou; 
Da nun symbolisch 


0 = (abu)? a,b, = (edu)erdz, 


so hat man ; 
4 Ze = (abu)? a,b; 
0 a- (edu) 
$ Ou, = (edu) Cr dy Ou, ? 
und also 


O, = (abu)? (edu) (edb) azer dz. 
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Um diese Bildung durch andre Formen auszudriicken, setzt man 
fiir (abu) (edu) den damit identischen Ausdruck 
(acu) (bdu) — (adu) (beu). 


Fiihrt man dies ein, so hat man zwei Ausdriicke, die durch Ver- 
tauschung von ¢ und d in einander iibergehen; man kann also dafiir 
das Doppelte des einen setzen, und hat demnach: 


O, = 2 (abu) (acu) (bed) (bdu) azezdz. 
Vertauschen wir nun } mit ¢ und setzen fiir O, die halbe Summe 
des obigen und des neuen Ausdrucks. Dann wird: 
O04 = (abu) (acu) (bed) a,d, {(bdu) cz — (edu) bz} 
= (abu) (acu) (bed) ard, {(beu) dy — (bed) uz} . 
Vertauschen wir im ersten Theile die Buchstaben a mit b und a 
mit ¢, und bilden 4 der Summe, so wird der erste Theil von 0,: 
+ (abu) (acu) (beu)d? {(bed)a, — (acd)b, + (abd) c.\ 
= } (abu) (acu) (beu) (abec)-d? = }f- =. 


Dagegen im zweiten Theile von 0. lasst man nach Satz VIII den 


Factor (bed)? aus und ersetzt die iibrigen b, c, d durch «; daher wird 


der Factor von — wu, im zweiten Theile gleich 


(aau)a,a, =H, 
und demuach ist endlich: 
(47) 0,=4f=r—H-u. 


Bilden wir nun diese Formel fiir die zusammengesetzte Function 


xf +44, so erhalten wir nach (32), (33), (38): 

x! Og +2294 (Oy + Hg) +4222 (Og-+Ko+ 4H) +2429(Ky-+Hy) 
+ AK =} (xf 2A) [(xe2+ Sea? 42 Fas) o 4 (Bata— Fa)T} 
—te- { (x? 3a? 229) (w+ 2k) 4+(Bx%a Tx? 3 )(x0+4H)) | 


Die Vergleichung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von x, 4 
giebt dann das Formelsystem: 









Kx =} TAXI—}SAT fue {$7K— StH}. 


G6 =4fz —te Ht 
0,-+He ={AX4+4/T —u.(S +20) 
O,+K,+4H,—4S/Z+AT —u,- TO 

He+K,, =} TPE + SAE — py SfT+ue{4SK — ip S?O—4 TH} 
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§ 11. 


Definition und wesentliche Eigenschaften der Combinanten. 


Unter den aus der Form f entstehenden Bildungen giebt es eine 
Classe, welche ein besonderes Interesse besitzt, sowohl durch ihre Ei- 
genschaften, als durch ihren Nutzen fiir die Theorie. 

Es sind dies solche, die, wenn man sie fiir die zusammengesetzte 
Function xf+ 4A bildet, dasselbe Resultat geben wie fiir f gebildet, 
bis auf einen Factor, welcher eine ganze Function der Coefficienten 
und der Gréssen x, 4 ist. Diese Bildungen wollen wir als Combinan- 
ten von f bezeichnen, ankniipfend an den bekannten Begriff einer 
Combinante zweier gleich hoher Formen f, g, welche die Eigenschaft 
hat, sich nur um einen Factor zu aindern, wenn man /, » durch li- 
neare Combinationen von f,  ersetzt. 

Die Combinanten von f sind nach dem Obigen durch die Glei- 
chung 
(48) TT (xa + Aa) = MU -TI (a) 


definirt. Wir wollen nun zwei Siitze angeben, welche zu einer an- 
dern Definition derselben Bildungen fiihren, und welche zugleich die 
Natur des Factors M erkennen lassen. 


Fiir jede Combinante TT ist identisch OTT = 0. 
Ist namlich in (48), nach x, 4 geordnet: 
M = Myx’ + M,x’-'4---, 
so hat man-zunichst fir 1 =—0, x =1: 
TI(a) = MoT (a) , 
also M,= 1. Vergleicht man aber beiderseits die Coefficienten von 
x’—'2, so erhilt man nach dem Taylor’schen Satze: 





a oe eirn = M,T1(a) , 
ikh 
oder 
671 = UM, - TT. 


Nun ist OTT nur um zwei Grade hoéher in den Coefficienten von 
f als TT, daher muss , eine Invariante von f sein, welche vom zwei- 
ten Grade in den Coefficienten ist, und da es nach § 3. eine solche 
nicht giebt, so hat man M, =O, daher auch OTT =O, was zu be- 
weisen war. 

Jede Form TI, fiir welche die Form O11 verschwindet, ist eine Com- 
binante. 

Ist nimlich OTTO, so verschwindet auch die entsprechende 
Bildung (TT),2 von xf+ AA. Diese aber hat nach § 9. den Werth 





Cusseun und Gousas, 
oT, oT, 
“@h “Ox” 
und man hat also fiir Tl,, die partielle Differentialgleichung 


aG OM,, ~=aG OTe, 
Ox 04 OL Ox 


Dieselbe giebt integrirt 
Tle = F (G) ; 
wo F eine willkiirliche Function ist. Da aber TT,, eine ganze homo- 
gene rationale Function von x, 4 ist, so kann man nur haben 
Ta =C-@*, 


wo @ eine ganze Zahl, C eine von x, 4 unabhiingige Grosse ist. Setzt 
man nun 4=(, x= 1, so wird G = 1, also 


G, att + By 


== (). 








C=T, 
und die obige Gleichung verwandelt sich also in 
Thea = G*. TT, 


d. h. TT ist eine Combinante. 
Zugleich sieht man hieraus, dass M stets eine Potenz des Aus- 
drucks 
G = x! — Suda? — 4 Tas — © ys 


ist. Der Umstand, dass nach dem Vorigen das zweite Glied in der 
Entwicklung von M fehlen muss, wird hier dadurch bestitigt, dass in 
G das zweite Glied fehlt, mithin auch in jeder seiner Potenzen. 

Ein allgemeines Princip zur Bildung von Combinanten erhilt man 
durch den folgenden Satz: 

Bildet man eine Reihe von Formen, welche aus f entstehen, etwa 
9, w---, fiir die zusammengesetzte Function xf + AA, und betrachtet 
die entstehenden Bildungen 

Pur, Wea-*- 

als bindre Formen in x, 4, so ist jede simultane Invariante dieses Sy- 
stems bindrer Formen eine Combinante von f. 

Bezeichnen wir, um diesen Satz zu beweisen, eine ‘simultane In- 
variante der Formen 


durch 


Pury Wer * 
Q (Mer, Ver, ++). 
Statt x, 4 fiihren wir nun die linearen Combinationen derselben ein 
wuxtnw A, Ax+ta’d. 


Die Invarianteneigenschaft von Q wird dann ausgedriickt durch 
die Gleichung: 
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Q (Dx xx, Matatd, «Waleed, etavas °° +) 

= (x 4” — Vx" \e , Q (Mx2, Wei, see), 
Bezeichnen wir nun insbesondere durch G’, was aus G wird, wenn 
man darin x, 4 durch x’, 4’ ersetzt, und setzen 


“"=—G!, A’ =G,’. 
Dann ist 
(xu tx"Alf+t(vx +a +a 
gleich 
w(x f+ WVA)+ AAya. 


Es entsteht also jede Form 
Du'utx'2, dix+ard 


, 


aus gz, Wenn man darin f durch x’ f+ 4’A ersetzt. Bezeichnen wir 
also nunmehr die Function 2 (42, Yx2,°*-*), sofern dieselbe von den 
Coefficienten von f abhiingt, durch Y, so wird 
Q (Pxxtx2, Aietaas Wei xxi, Mutavay'** *) = Y,-2 3 
zugleich ist 
x“ Fa ite V x” oun G ‘ 
und die Gleichung welche die Invarianteneigenschaft von Q definirte, 
verwandelt sich in . 
Vern! = Ge -Y ? 
d. h. Y ist eine Combinante, was zu beweisen war. 
Um also Combinanten zu bilden, kann man von den bisher ab- 
geleiteten Formeln fiir 
(49) xf +40, Axi, Ox2, Hera, Ker, Lea, Tar, Sez, Tha 


ausgehen, tind, indem man sie als binaére Formen in x, 4 auffasst, 
simultane Invarianten derselben bilden. Aber es ist von grosser Wich- 
tigkeit, dass man diesen Formen die Form G selbst hinzufiigen kann, 
um auch sie bei der Bildung simultaner Invarianten zu benutzen. 

Um dieses einzusehen, braucht man nur folgende Betrachtung an- 
zustellen. Bilden wir die Form xf -+ AA fiir zwei verschiedene Werth- 
systeme x,y. Die Determinante der fiir x, 4 linearen Functionen 


uf (2) + 2A (2) 
xf (y) + Ady), 


f (@) A(y) — 4@) 7), 
ist nach dem Vorigen eine Combinante. In der That ist dieselbe, fiir 
xf + 4X gebildet: 
| xf (a) + A(x) G, A(x) — Gof (2) | _ x A f(a) A(x) 


af(y) +4d(y) GAY) —@fy) ~ —G@G,\"|fy) Ay) 
= G. {f(x) A(y) — A(z) fly)} - 


d. h. die Form 
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Den Formen (49) kaun man aber die Form 


{f(x) Ay) — A(a) fly) $2 


anschliessen; und diese ist, wie wir oben gesehen haben, gleich 


G. {£(2) AY) — A@) fy). 

Zieht man aber diese Form in das System (49) hinein, und benutzt 
sie um Combinanten zu bilden, so wird dabei wesentlich nur der 
Factor G wirklich benutzt, wahrend der Factor {(x) A(y) — A(z) f(y) 
im Endresultat nur durch eine Potenz als Factor vertreten ist. Da 
nun dieser Factor selbst eine Combinante ist, so muss auch der andre 
es sein, d. h. man erhilt auch noch Combinanten, wenn’ man die 
Function G selbst mit den Formen (49) combinirt. 


§ 12. 
Einige Combinantenbildungen. 


Wir wollen von diesen Principien nun einige Anwendungen geben. 
1. Die Form G war 


G = x — Sea? — 4 Tuas —* 2, 


Combinanten von f sind also zunichst die Invarianten von G selbst. ; 


Von diesen ist die erste 
A | = 0. 


F S? F 
im2{[—F +3. 36 


Die erste Invariante der Form G verschwindet identisch. 
Die zweite aber ist: 


Ss 
1 o —> 
? S = S83 
j=6|0 —F —F|=#G-T7. 
Ss z S 
so flees ee 
Die Verbindung 
(50) — we = 
ist also eine Combinante von f. 


2. Man hatte Ay = G,A — Gf; 


man erhilt also eine Combinante von /, indem man aus den Glei- 
chungen af + Ab =O 
die Gréssen x, 4 eliminirt. Aber dies kann dadurch geschehen, dass 


man zuerst A, f eliminirt, und dann x durch A, 4 durch — f ersetzt, 
um die erste der obigen Gleichungen zu erfiillen. Die Elimination 
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von A, f fiihrt auf G; die gesuchte Combinante ist also G(A, — f), 
sie entsteht aus G, wenn man x durch A, 4 durch —/f ersetzt. 
Aber dasselbe erhilt man, wenn man in G,A — G,f fiir x die Form 
A, fir 4 die Form —f einfiihrt. Daher entsteht G (A,—/) auch 
aus A,,, wenn man x durch A, 4 durch — f ersetzt. 

In gleicher Weise entsteht iiberhaupt aus einer fiir xf-+ AA ge- 
bildeten Form TT,, immer eine Combinante 

Tl4,-;- 
Man kann diese Classe von Combinanten als die aus der Form 
f (x) A(y) — 4(@) fy) 

hervorgehenden Bildungen bezeichnen, wenn bei den Bildungen immer 


die w als die Veriinderlichen, die y wie Constante behandelt werden. 
3. Aus der Form 


0.2 = Ox? + 2HxdA + KA? 
entsteht zuniichst eine Combinante, welche eine quadratische Function 
von ©, H, K ist, aus der Discriminante von 0,,, d. h. aus der Form 


OK — H®. 
Eine zweite in ©, H, K quadratische Combinante ergiebt sich, wenn 
man 92, viermal iiber G schiebt; es ist dies die Bildung 


k?— 5 20k + 4H’) + ** oH —* er. 
4. Wenn wir die fiir x, 4 cubischen Formen 
bn =Ae + 5 fat (Tf— AS) xa + (Sr—ta)ae 
Lea = Ex + 3TA 4 S ne 4+ (2 7x — ST) ae 
dreimal tibet einander schieben, so erhalten wir die Combinante 
a {rx—st} + ¢{7T—Fr}. 


Dieser Ausdruck fiihrt darauf, die bisher noch nicht erklarten Bil- 
dungsgesetze der Coefficienten von £,, und T,, dadurch aufzustellen, 
dass man an Stelle von X= und T die beiden linearen Combinationen 


derselben 
T= ST— Tz 


(1) part—2x 


einfiihrt, und diese fiir die zusammerigesetzte Function xf -+ 44 unter- 
sucht. Denn uach dem Vorigen ist 


ATT —/P 
eine Combinante, also 
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Bui Ter — (xf + 4d) Pra = G. (ATT — FP), 
wobei der Exponent von G durch Abziihlung der Dimensionen bestimmt 
wird. Ersetzt man in dieser Gleichung A durch x und f durch — 4, 
so verschwindet xf-+ 4A, A,, wird gleich G, und es bleibt also 
(52) Thea = G2. (xTT + AP). 
Ersetzt man dagegen A durch G,, f durch G,, so verschwindet Ay, 
und xf-+ AA verwandelt sich in G; es bleibt also 
(53) P,, = G*. (G4,P — G,T]). 

Insbesondere folgt noch, wenn man beiderseits in (52) (53) die 
Coefficienten von xd verglsicht 


(54) é1=—P, sP= Ty, 


sodass TT und P sich in Bezug auf den Process 0 ganz ihnlich wie 
fund A zu einander verhalten. 

Um nun hieraus die Formeln fiir £,,, T,, in einer solehen Ge- 
stalt zu erhalten, dass auch in ihnen x4 nur in ihrem Zusammenhange 
mit G auftreten, lésen wir zuerst die Gleichungen (51) nach T, & auf 
und erhalten (vgl. Gl. 50): 


RX = SP— TT 


(55) RT=TP— “Ty. 


Beide Gleichungen haben das Gemeinsame, dass der Coefficient von P, 
dem Process 6 unterworfen und durch seinen Grad in den Coefficien- 
ten von f dividirt, den negativen Coefficienten von TT giebt. Daher 
gilt die folgende, an die erste Gleichung gekniipfte Betrachtung, so- 
fort auch fiir die zweite. Schreiben wir die erste Gleichung in der 
Form 
RXI=SP—40S-T, 
und bilden nun diese Gleichung fiir die zusammengesetzte Function 
“f+ AA. Da x eine Combinante ist, so hat man (mit Abzihlung der 
_Dimensionen): 
(56) Rau=G@-R. 
Benutzt man also ausserdem die Gleichungen (52) (53), so hat man: 
GR - Xy2 = S,,- (G4,P — GT) —4(8S)x2 (x TT + AP). 
Aber nach § 9. ist 
(OS). = G, 


Setzt man zugleich fiir S,, den saith 
5 x 
+ (Ge +524), 


so wird die obige Gleichung durch 


ye 
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“4G, +14G,=G4 
theilbar, und es bleibt die ) ee Darstellung iibrig: 





08 os, 
(57) RY. =} (PS — 1B 
Genau ebenso giebt die zweite haan (55): 
wa x 
(58) RTx2 = 4 {P- carl: 
§ 13. 


Bildungen, welche aus der Combinante H entstehen. 


Unter den Combinanten kann man die Form . 

(58*) H = [(x) A(y) — A(@) fy) 
gewissermassen als grundlegend betrachten. Jede Combinante TT, fiir 
xf + AA gebildet, hat niimlich den Werth 

Tlya = Ge . TT . 
Setzen wir nun A(y) fiir x, — f(y) fiir 2, so ist die linke Seite die 
Combinante TT, gebildet fiir H, insofern in H die x als die Verander- 
lichen betrachtet werden; ebenso geht aber nach dem Vorigen G in 
die fiir H in demselben Sinne gebildete Form A iiber. Beide Bil- 
dungen alsu enthalten ausschliesslich die Coefficienten von H; und 
wenn wir also nach der soeben entwickelten Gleichung 


= 4,-s 
° e 
B4,-7 


setzen, so haben wir den Satz: 

rar Combinante liisst sich als Quotient zweier Formen davdilen, 
deren jede nur die Coefficienten von H enthiilt. 

Da andrerseits Tl4,_, immer eine Combinante ist, so hat man 
den Satz: 

Alle Combinanten sind entweder Formen, welche zu der in Bezug 
auf die y cubischen Form Af(y) — fA(y) gehiren, oder entstehen aus 
solchen durch Auslassung einer Potenz von Q4,-,;. 

Es lisst sich zeigen, dass man die oben gebildeten Combinanten 
sogar ohne Nenner so darstellen kann, dass sie nur die Coefficienten 
von H enthalten. Darstellungen dieser Art sollen im Folgenden aus- 
gefiihrt werden. 

Die Form H steht mit einer sogleich anzuftihrenden Zwischenform 
N in dem engsten Zusammenhange, so dass die Coefficienten der einen 
lmeare Combinationen von den Coefficienten der andern (mit nume- 
rischen Coefficienten) sind und umgekehrt. Es ist naimlich symbolisch 






Cresscn und Gorpan. 
— $..9 
H=a;3 a> — asa’ 


= (azGy — Ay tz) {a2 0? + a2a? + azz Ay My}. 


Nun ist aber identisch 






















O = (aya, — ayaz) {a2 a% + a2 at — 2azh, Ay ty \ 
= (diz ty — dy 2)? 
denn dieser Ausdruck entsteht aus der verschwindenden Form (a«u)3 
(§ 4.), wenn man die w durch Determinanten aus den x, y ersetzt. 
Daher kann man der Function H die Formen geben: 
H = 3 (Aza, — dy Gy) Az Oy Ay hy 

=. } (pay — ay az) (a2 a? + a2a%) 

= 4 (a, a, — aya) (a2a? + aa? + 4a,a, dy ty). 
Die letzte Form entsteht aus 
(59) N = (aau) a®a?, 
indem man wiederholt nach den x differenzirt, mit den y multiplicitt, 
und schliesslich fiir die « Determinanten der x, y setzt. Es ist also 
H eine aus N entstandene Form und zwar entstanden durch lineare 


Operationen. Ebenso entsteht aber auch N aus H. Denn fiir N kann 
man den Werth setzen, welchen der Ausdruck 


H 
ra ( Gaza seay t+ nsoo5— Tay) t* Gon san) | 


will i indem man die y den & gleich setzt. Hiedurch ist der oben 
ausgesprochene Zusammenhang bewiesen. 

Da N Covariante von H, sowie H von N ist, so kann man nun 
auch die Form 


of oA 
| Oa, da, 
of ad 
N=} | pe ja, “2 |= (aau)aza? 
| af oA 
| Qa? Oa, Us 





zur Erzeugung von Combinanten benutzen. Zu diesem Zwecke schicken 
wir einige Untersuchungen voraus, welche sich auf die Kigenschaften 
von N beziehen. 
Setzen wir, indem wir fiir die Zwischenform N auch ihr eigen- 
thiimliche Symbole einfihren : 
N = Niu, = a?a? (acu). 
Indem wir auf diese Form die Operation - 


oe a a 
acu, + Jadu, + Im) 


Oz OUg OX; OU 





anwe 


ident 


mit | 
(60) 


soda) 


Da 


als | 


stan 
dop} 


(60) 


dies 
je z 


gefi 
Bil 
fun 


(61 


une 


dei 


un 












anu) 
rsetzt. 


licirt, 
t also 
ineare 
kann 


wl 
Ys 


oben 


| hun 


icken 
aften 


igen- 











Ueber cubische terniire Formen. 


477 


anwenden, erhalten wir aus a2a2(aau) identisch Null; daher ist auch 
O=— NN, 

d. h.: Jede Form, welche den symbolischen Factor N, hat, verschwindet 
identisch. 

Differenziren wir ferner die Form N nach den x und multipliciren 
mit den y. Wir erhalten dann zunichst 
(60) NP Ny tin = 4 (AGU) Az Ge (Az, + yy), 
sodann aber: 

N2 Niu, = 5 (aa) {azai + ata? + 4a,a,a,a,}. 

Da nun der Ausdruck 

(aau) {aa} oe a; a? os 2 diz Uy My Gy} = (aau) (ze, — aye,)* 
als durch Differentiation aus der verschwindenden Form (aau)* ent- 
standen, identisch Null ist, so kann man dem Ausdruck N?N?u, die 
doppelte Form geben: 


(60) N2 NP, = 4 (aan) fa2a? + a2a2) = (aan) azo dyty. 


Aus N lassen sich nun folgende (und wie man leicht sieht, nur 
diese) Formen bilden, welche die Coefficienten von N quadratisch, also 
je zwei Symbole N, N’, n, n’ enthalten. 


1) Ny N; NI N?3, 2) Ny N;(NN'u)? NzN., 
3) Na tin NI Ne, 4) Nyu,N2N3(NN'u), 
5) Nytn NeN2?(NN'u)?, 6) Nata, (NN), 
7) (WN'u)? NAN Ute, 8) (N NU) unt = 0. 


Man kann nun zuniichst zeigen, dass die unter 2), 4), 5), 8) auf- 
gefiihrten Formen identisch verschwinden. Alle andern fihren auf 
Bildungen, welche fiir die Theorie der cubischen terniren Formen von 
fundamentaler Bedeutung sind. 

Wir beweisen zuerst, dass die genannten vier Formen verschwinden. 

ad 2). Diese Form entsteht, wenn man den zweiten Ausdruck 
(61) nach den «x differenzirt und mit ¢ multiplicirt, sodann aber die 
z durch n, die y durch Determinanten aus den N und den w ersetzt, 
und mit N, multiplicirt. Man erhilt dann: 

$Nz(aaN) (aNu) (@Nu) {d20, + Wray}. 

Nun kann man zeigen, dass folgende beide Ausdriicke verschwin- 

den, aus denen der obige Ausdruck sich erzeugen lisst: 
(aNu)N2a, , (aNu)?N2a,; 


und zwar ist es nur fiir einen dieser beiden Ausdriicke zu beweisen, 
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da der andre durch den Process 6 aus ihm entsteht. Der Ausdruck 
aber (b Nu)? N26, entsteht aus der ersten Form (61), wenn man darin 


die y durch Determinanten der b, uw, die u durch b ersetzt; es ist also 


(bNu)? N2b, = 4 (aab) {a32(abu)* + a2(abu)*} . 


Von den beiden Theilen dieses Ausdrucks verschwindet der erste, weil 
er durch Differentiation aus dem verschwindenden Amsdrucke (aau)* 
entsteht, der zweite weil er durch Vertauschung von a und b das 
Zeichen indert. Daher ist, indem man a fiir D setzt: 

(62) (a Nu)? N2a,=—0; 

daher auch, wenn man darauf den Process 0 anwendet, und bemerkt, 
dass dN = 0: 

(63) (aNu)*N2a,=0. 


Nun differenziren wir die Ausdriicke (62) (63) nach den x und mul- 
tipliciren mit y, nach den « und multipliciren mit v,-und ersetzen 
dann in dem aus (62) entstandenen Ausdrucke v durch a, y durch die 
Determinanten der «, uw und multipliciren mit a,; in dem aus (63) ent- 
standenen Ausdrucke ersetzen wir die v durch a, die y durch Deter- 
minanten der « und a, und multipliciren mit a,. Dann entstehen die 
beiden Glieder des gesuchten Ausdrucks, und diese verschwinden also 
beide, weil die Ausdriicke (62) (63) verschwinden. 

ad 4). Diese Form kann man bestimmen, indem man zuniichst die 
zweite Form (61) nach den y differenzirt und mit ¢ multiplicirt, dann 
y durch Determinanten aus N, uw, 2 durch m ersetzt und mit N° mul- 
tiplicirt. Man hat dann 


§ (@aU) az G2 N3 {an (a Nu) + tp (aNu)}. 


Hiervon entsteht der erste Theil aus (60), indem man darin a, @ in 
b, B® verindert, sodann aber statt der y die Determinanten der w, «, 
statt u die a setzt und mit (aau)a,a, multiplicirt; der zweite Theil 
entsteht ebenso, indem man die y durch Determinanten der uw, a, die 
u durch «@ ersetzt, und mit (aeu)a,e, multiplicirt. Es ist also der 
gesuchte Ausdruck gleich: 


} (aau)a,a,b, Bz 
{bz [(abB)(«Bu) + («bB)(aBu)| + Be[(abB) (abu) + (abB)(abu)}} . 


Von den hier auftretenden vier Termen verschwindet der zweite, 
weil er durch Vertauschung der a, 6, der dritte, weil er durch Ver- 
tauschung der a,b das Zeichen findert. Fiir den ersten Theil setzen 
wir sodann die halbe Summe desselben mit dem, was durch Vertau- 
schung von a, 6 entsteht, beim vierten verfahren wir ebenso beziiglich 
a,b. Dann haben wir: 
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i 5 b, (a Bu) |(awu)(abp) — (aBu) (aba)| 

§ Arte beBs + B.(abu) [(aau) (abB) — (bau) (aaB)] J’ 
oder mit Anwendung der Identitiiten auf die in den eckigen Klammern 
enthaltenen Ausdriicke: 


baz t2bz2Br(abu)(aBu) {b.(aaB) — Be(aab)} 
= ta,0,b,8,(abu) (a pu) {a,(ba«B) — a, (bap)} . 
Aber die beiden Seiten dieser Gleichung gehen durch Vertauschung 
von a mit b und « mit B in einander mit entgegengesetztem Vorzeichen 
iiber. Daher miissen sie identisch Null sein, was zu beweisen war. 
ad 5). Die Form liisst sich aus der ersten Form (61) berechnen, 
indem man nach den wx differenzirt und mit z multiplicirt, dann aber 


z durch n, die y durch Determinanten der N, w ersetzt und mit N? 
multiplicirt. Man hat dann: 


$(aau)N? {(aNu)az On + (Nu) azn}. 


Um diesen Ausdruck zu erzeugen, wenden wir die zweite Form (61) 
an. In dieser werden um das erste Glied zu bilden zuerst die Symbole 
aa durch bf ersetzt, dann wird y durch die Determinanten der a, wu, und 
wu durch a ersetzt, und mit a,(a@u) multiplicirt; um den zweiten Theil 
zu bilden, setzt man @ fiir w, die Determinanten der a, wu fiir y und 
multiplicirt mit (a«w)a,. Man hat dann: 


4 (aau)b, Bx {(abu)(aBu)a,(bBa) + (cbu}(aBu)ar(bBa)} , 
Der erste Theil verschwindet, weil er durch Vertauschung von af, der 
zweite, weil er durch Vertauschung von a, b das Zeichen indert. 

ad 8). In Nitty = (aau)a?a? setzt man die Determinanten der 
N, u fiir die x, und multiplicirt mit w,. Man hat dann fiir die frag- 
liche Form den Ausdruck: 

(aau)(aNu)*(a Nu)? up. 

Dies wieder entsteht aus der zweiten Form (61), indem man erstens 
die Symbole a, a durch 68 und sodann die « durch Determinanten der 
a,u, die y durch Determinanten der a, u ersetzt und mit (aa) mul- 
tiplicirt. Dann kommt: 


(aau)(bBu) (bau) (Bau) (bau) (Bau). 
Da dieser Ausdruck durch Vertauschung von a mit b sein Zeichen 
indert, so verschwindet er identisch. — 
Wir kommen nun zu denjenigen unter den obigen Formen, welche 
nicht identisch verschwinden. 
Die unter 1) gegebene Form 
(62) v= N, NNN? 


ist die Covariante 6, Grades und 6. Ordnung, welche Herr Brioschi 
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Cresscn und Gorpay, 


im 63. Bande von Borchardt’s Journal 8. 33 angegeben hat. Sie 
zeichnet sich unter den verschiedenen anderen Formen 6. Ordnung, 
welche man statt ihrer wihlen kann, durch die Combinanteneigenschaft 
aus, vermége deren die fiir die zusammeagesetzte Form xf + 4A ge- 
bildete Form w,, den Ausdruck hat: 

(63) Ver = G-y. 


Wir wollen diese Form durch Symbole a, a@ ausdriicken, und daher 


dann zugleich zeigen, welcher Zusammenhang zwischen ihr und ge- 


wissen andern Covarianten 6. Ordnung besteht. 
Es entsteht ~ zuniichst aus (60), wenn man darin y durch n, u 
durch N ersetzt und mit N° multiplicirt. Daher ist 


v= t(aeN) {dn Ox a Gn Az} a,a,N? ; 
Hier aber entstehen beide Glieder wieder aus (60) (b, 6 fiir a, a 
geschrieben), der erste Theil, indem man u durch a, y durch Deter- 


minanten der a, a, der zweite indem man y durch Determinanten der 
a,a, u durch a@ ersetzt. Daher ist: 


Y= fazarbsBe {az (bBe) + a, (bBa)} {be(Bae) + B.(baa)}. 
Multiplicirt man aus, so entstehen 4 Glieder, von denen aber zwei 


durch Vertauschung von Buchstaben in einander iibergehen; und es 
wird also 


(64) *=—i(g+29 +9") 
wo gy = (abB)(aba)a,b, «2B? 
(65) y = —(abB)(@Ba)a, Bp, «2b? 


yp” = (aBa)(aBb)a,Ba2b?. 


Da sich nun 2g’ sowohl auf als auf »” zuriickfiihren lisst, so 
kann man alle » durch y ausdriicken. Es ist (a, b vertauscht) 


29° = (abB)a,b, 028, {—b,(aBa) + a,(aBb)\ 
= (abB)a,b,a2B, {B, (abe) — «,(abp)} 
= go —A- (abp)*a,b,B 


— “ f; (vgl. § 4. Satz XI) 


aber auch (@ mit B vertauscht): 
2y' = (aBa)a,B,a,b? {—a,(abB) + B,(aba)} 
== (aBa)a,B,a,b? {a,(aBb) — b,(aBa)} 
= —f: («Bayar Braz 


” Tf—SA 
=9 —f. 4, (§ 8. F. 33) 
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Triigt man diese Ausdriicke von g, »” in die Formel 


v¥=—}t(9+29' + 9’) 


ein, so erhalt man: 
: SA 
p= —tu—F 4 eHl 
, f X ; 
(66) gy =—9y—S0 
” 2T SA 
p= —gy— VP SAf, 
Die Form 3) entsteht aus 
Nitu,, = (aau)jara?, 
wenn man « durch N ersetzt und mit Nu, multiplicirt. Daher ist 
unsre Form gleich 
(aa N)a?a2?Niu,. 
Dieser Ausdruck aber entsteht aus (60) (aa durch DB ersetzt), wenn 
man y durch die Determinanten der a, a ersetzt. Demnach wird der 
Ausdruck gleich 


$azazb, B,(bBu) {b, (aap) + B,(aab)} . 


Vertauscht man im ersten Theile a, 6, im zweiten a,b, und nimmt 
jedesmal die halbe Summe des alten und neuen Ausdrucks, so kommt: 


fa2bia,B, (aap) {a,(bBu) — B, (bau) 
+ 4a,b,«2B?(aab) {a,(bBu) — b,(aBu)\ 
- = $a3b2a,B,(aaB) {b,(@pu) — u,(@pb)} 
+ 44,b,02B?(aab) {B,(bau) — u,(baB)}. 
Hier heben sich zum Theil Factoren f und A hervor, zum Theil sind 
die Glieder durch die Formen g (66) direct darstellbar. Es nimmt 
dann der obige Ausdruck folgende Gestalt an: 
tf: (@Ba)(@pu)a p.a?+4A- (abu)(aba)a,b, a2 —}{u,(p+ 9’). 


Fiihrt man nun fiir gm, gy” ihre Ausdriicke in y ein, so erhalt man: 


tf: | (@Ba)(aBu)e,B,a?—4"| +44. (abu)(abaja,d,a2+-39-u,. 


Da w eine Combinante ist, so muss die Summe der beiden ersten 
Glieder allein fiir sich eine Combinante sein. Man wird also hier auf 
die Betrachtung zweier Zwischenformen gefiihrt, welche von der vier- 
ten Ordnung und der ersten Classe sind; auf dieselben haben wir be- 
reits bei einer friiheren Gelegenheit (Annalen, Bd. 1, S. 59) aufmerk- 
sam gemacht. Um sie zweckmiissig zu definiren, gehen wir von den 
folgenden Definitionen aus: es sei 

Mathematische Annalen, VI. 81 
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L = b, Nb, (bNu) 
M= 6, N26, (BNu). 
Diese Formen vierter Ordnung und erster Classe, welche aus der 


Combinante N und bez. f und A gebildet sind, stehen offenbar in der 
Beziehung zu einander, dass 


(68) dL=M, dM=*.L. 


(67) 


Driicken wir nun Z und M in Symbolen von f und A aus. Es ent- 
steht Z aus der Formel (60), wenn wir die y durch die Determinanten 
der « und b, w aber durch } ersetzen, und mit b, multipliciren. Dem- 
nach ist 
L = }(aab)a,a,b, {ax(bau) + et, (baw) } ‘ 

Von den beiden Theilen rechts ist der zweite einer der in der obigen 
Combinante_auftretenden Ausdriicke. Der erste kommt auf ihn zuriick, 
wenn man a, b vertauscht und die halbe Summe des alten und neuen 
Ausdrucks bildet. Dann ist 


(aab)(bau)aza,b, = 4(aab)a,a,b, {a,(bau) — b, (aau)} 


=} (aab)a,a,b, {o,(bau) — Uz(aab)} 
= $(aba)(abu)a?a,b, — yu, - Sf. (§ 4.) - 


Tragen wir dies in den obigen Ausdruck von L ein, so ist 
L = } (abu) (aba) a,b a? — 3 Sf: u, 


zx x 


69° ' 
(69) = } (aab) (bau) a?b.a, + Sf: u,. 
(ranz ebenso ist 


M-= | (acB)a,a,B, {a,(Bau) + «,(Bau)} ; 
aber, wenn man hier mit dem zweiten Gliede iihnlich verfihrt, wie 
oben mit dem ersten, so hat man 


(aa B)(Bau)a,a?B, = — $(aap)(uaB)a?a B+ fu,(aaB)*a,a,B.. 


Der Factor von }$u, ist der bei der Entwicklung von A,, (§ 8. F. 33) 
durch A, bezeichnete Term, und hat also den Werth } (27'f — SA). 
Triigt man alles in den Ausdruck von M ein, so hat man demnach: 


M = — } (aBa) (apujaza B+ 3 u,(2 Tf — SA) 
= } (aa) (Bau)a2a,p, — 7, u,(27f— SA). 
Aus den Formeln (69), (70) ergiebt sich umgekehrt: 
(abu) (aba)a,b.a2 =4L+ +, Sfu, 
(aBu)(apa)e, Ba? =—4M-+ J (27f—SA)-u,. 


(70) 
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Setzt man dies in den oben gefundenen Ausdruck unsrer Combinante 
ein, so erhilt man die Gleichung: 


(71) N,,u,N3Nit = 4 (LA — Mf) +3¥-u,. 


Aus dem Umstande, dass AZ —fM eine Combinante ist, folgt 
nun, dass die fiir die zusammengesetzte Function xf + 4A gebildeten 
Formen L,,, M,, sich thnlich verhalten wie xf + 4A und A,, selbst, 
bez. wie Z,, und Ty,. Denn aus der Combinanteneigenschaft folgt, 
indem man den Exponenten von G durch Abziihlung der Dimensionen 
bestimmt: 

Dini bn. — Mya(xf + 4a) = G - (LA— Mf). 
Setzt man nun fiir A,, seinen Werth 
4n=GA—G,f, 
so ergiebt sich: 
A {LaG, — Mi 4— @L} =f {L2G + Myr-*x—-@M}. 
Da nun A,f keinen gemeinsamen Factor haben, so miissen die ein- 


geklammerten Factoren beziiglich durch f und A theilbar sein. Man 
muss also setzen 
LaG,—My,-A~4=@L+K.-f 
LwG,+ Maa-*x=@M+K.-A, 
wo K eine ganze Function der x, 4, wu, ist. Multiplicirt man mit 
x, 4 oder auch mit — G, und G, und addirt, so wird jedesmal alles 
librige durch G = G,x-+ G,A theilbar, also muss auch K durch G 
theilbar sein, K = GX’, und man hat dann: 
Lya=G(xL+AaM)+ K’ (xf + 14d) 
M,, = G(G,M — G,L)+ K'(G,4 — Gf). 

Aber man kann zeigen, dass K’ = 0, indem man unmittelbar von 
den Formeln (67) ausgeht, welche L, M definiren. Denn bildet man 
aus diesen L,,, M,,, und beachtet dass sie die Coefficienten von /, 
bez. A nur linear, ausserdem aber auch die von N linear enthalten, 
und dass N,, = G- N, so ergiebt sich sofort 
79) Lyz=G-(xL+’aM) 
eas Ma=G-(G,M— G,L), 


und der Factor K’ in den obigen Formeln muss also gleich Null sein. 
Wir kommen nunmehr zur Betrachtung der Form (7): 
u,,u,,N2N??(NN'u)? . 
Die Behandlung dieser Form bietet ein hervorragendes Interesse nicht 


nur dadurch, dass dieselbe auf zwei neue Zwischenformen fiihrt, welehe 
31% 
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den Formen L, M dualistisch gegeniiberstehen, sondern auch dadurch, 
dass eine doppelte Darstellung dieser Combinante zu einer merkwiir- 
digen Identitiit fiihrt, welche zwischen einer Anzahl der aus f ent- 
sprungenen Formen stattfindet. 
Die fragliche Form entsteht aus 
NPN}? u,, = (aau)a,e,a, a, , (61) 

wenn man die y durch die Determinanten der N, wu ersetzt und mit 
N2u, multiplicirt. Sie ist also gleich 


(anu) (a Nu) (a Nu)a,a,N2u,. 
Aber diese Form wieder entsteht aus der Form (60) 
N? N? u, = (bBu) b,B,b,B, ‘ 
wenn man zuerst nach den y differenzirt und mit z multiplicirt: 
N2N,N,u, = 4 (0B u) 6,8, (6,8, + B,b,) , 
und nun die y durch die Determinanten der a, wu, die z durch die der 
a, u ersetzt und mit a,@,(aew) multiplicirt. Man erhilt dann 
4 (aau)(bBu)arbrarB, {(bau)(Bau) + (Bau)(bau)}. 
Fiir die Klammer kénnen wir 
2 (bau) (Bau) + {(Bau) (bau) — (b au)(Bou)} 
= 2(bau)(Bau) — (bBu)(aau) 
setzen. Man hat dann sofort fiir unsre Combinante den Ausdruck 
(anu) (bBu) (bau) (Bau)a,b,0.B, —4H*. 
Den ersten Theil aber reducirt man, indem man fiir ihn die halbe 
Summe desselben mit dem daraus durch Vertauschung von a, b hervor- 
gehenden Ausdruck einfiihrt. Man hat dann: 
$ (bau) (Pau)arbza, Bz {(aau)(bpu) — (bau) (ap u)} 
=} (bau)? (Bau) a,b,0,B, = 40K. 
Die gesuchte Combinante hat also den Ausdruck: 
(73) u,u,,N?N.?(N N’u)? = $ (OK — H’). 
Die rechte Seite haben wir schon friiher (§ 12.) als Combinante kennen 
gelernt. 


Die zweite Darstellung dieser Combinante, von welcher oben die 
Rede war, erhilt man, wenn man ausser dem oben benutzten Ausdruck 


(aau)(aNu)(a@Nu)a,a, N2u, 


auch noch denjenigen benutzt, welcher ebenso aus der ersten Form 
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(61) abgeleitet wird, wie dieser aus der zweiten. Man hat dann fir 
dieselbe Form die Darstellung 
+ (aau) Nu, {(aNu)?a? + (@Nu)?az} . 
Statt beider Darstellungen nehmen wir nur diejenige, welche entsteht, 
wenn wir das Doppelte der letzten zu der ersten’ addiren und dann 
durch 3 dividiren. Formen wir die erste dabei um mittelst der Glei- 
chung 
(anu) N, = (aNu)a, + (Neu)a, + (aaN)u, , 
so erhalten wir: 
4 (aNu)?a2N_u, {(aau) N, + («Nu)ja,\ 
+ 4(«Nu)a? Nu, {(aau) N, — (aNu)a,\ 
+4u.+(aNu)(@Nu)(aaN)a,a, Nr ttn « - 
Benutzt man fiir die eingeklammerten Ausdriicke die gewéhnliche Iden- 
titiit, so tritt an Stelle des ersten 
(aNu)a, — (aNa)uz , 
an Stelle des zweiten 
(Nau) a, —(Naa)uz . 
Der ganze Ausdruck zerfillt daher in Theile mit den Factoren /, A, uz, 
und zwar geht er iiber in 


—4{/7M—AN 4+4K- ue, 


wo 

A = (aNu) su, Nz 
(74) M= (a Nu)%u, Ne 
wihrend 


K =- Nztin(aaN) {(aNu)a? + (a Nu)?a? + (aNu)(aNu)a,a,\. 

Dieser letzte Ausdruck ist nichts als ein Aggregat der beiden Ge- 
stalten, welche die unter (5) behandelte Form 

Nu, NN? (NN uy? 

nach den Gleichungen (61) annimmt. Daher verschwindet K, und 
man hat endlich 
(75) u,u,,.N2N2?(NN'u)?*=— 4 {fM— AN} . 

Die Vergleichung mit (73) aber fiihrt auf die merkwiirdige Iden- 
titiit: 
(76) 4 (KO — M*?) =—4(M—AA). 

Aus den Gleichungen (74) folgt thnlich, wie dies oben beziiglich 
der Formen LZ, M geschah, die Wechselbeziehung 


(77) dA=M, OM=AA, 
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Sodann aber ergiebt sich aus der Eigenschaft des Ausdruckes f(M— AA, 
Combinante zu sein: 


(xf + AA)My — Axidzza= G - (F(M— AA), 
daher wenn wir A,, durch seinen Werth (78" 


4.a=G, S—G.f 





ersetzen 


f {eM + G, Ava — G2-M} = A {— 14M,, 4+ G, Ay, — GA}. 


Aus 

Da hier die Klammergréssen durch f, A nicht theilbar sein kénnen, 
“so miissen sie verschwinden. Man hat also Die 
*M,, + G, Aya = G?M die 
—AMa+ G,An=—G@A, mit 

und hieraus durch Auflésung, wie oben: 

siti Aza =G@ - (x A+ 4M) Die 
(78) My, = G - (4,M— G,A). zu 

Auch diese Formeln hiitte man, wie oben bei LZ, M, unmittelbar aus 
den Definitionen (74) bilden kénnen. abl 

Um die durch (74) definirten Formen A,M in Symbolen von f mi 
und A auszudriicken, braucht man nur die Formel (60) in Anwendung un 
zu bringen, und erhilt dann sofort, indem man y in «x verwandelt und die 
die x durch Determinanten der a, u, bez. a, w ersetzt: a, 

A =} (aau)(abu) (bau) Laz (abu) + et (abu)} 
M = | (awu)(aBu) (Bau) {a,(aBu) + tt, (a Bu) } ; 

Zwischen den zwei Termen, in welche A zerfillt, besteht eine ein- In 
fache Beziehung, ebenso bei M. Denn man hat, durch Vertauschung di 
von a,b bez. «, 8, und Einfiihrung der halben Summe des alten und dle 
neuen Ausdrucks: 

2 (aan) (abu) (bau) (abu) az 
= (aau)(abu) (bau) {a,.(abu) — b,(aau)} 
= (aau)(abu) (bau) {a,(abu) — uz(aba)} 
2 (aau)(apu)(Bau)(apu)a, li 
= (aau)(aBu)(Bau) {a,(aBu) — B.(aeu)} V 
= (aan) (aBu) (Bau) {a,(aBu) -- Uz (a Ba)} . r 
Rechts und links stehen hier die Theile von A und M; die Coefficien- d 
ten von «w, aber sind die Coefficienten von x?4 und von «A? in der d 
Entwicklung von Z,,, haben also die Werthe T und z x. Indem man 
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also A, M durch je eines der symbolischen Producte und ein Glied mit 
u, ausdriickt, erhiilt man folgende Darstellungen: 
A =— }(aau)(abu)(abu)ya, +4T- us, 
= — }(aau)(bau)(abuya, —4T- u, 
— } (aau)(aBu)(apu)a, + gf SZ - uz 
= }(aau) (Bau) (apu)a, —,SZ- uz. 
Wir kommen endlich zu der Form (6), welche den symbolischen 
Ausdruck hatte 


(78%) i 


Nu, Ni (N Nu). 
Diese Form entsteht aus der Formel (60), indem man die y durch a, 
die « durch die Determinanten der N,«w und wu durch N ersetzt und 
mit uw, multiplicirt. Demnach erhilt man: 
— 4(Naa)u,(aNu)(aNu){a.(aNu) + a,(aNu)}. 
Dies aber entsteht aus der zweiten Formel (61), indem man aus dieser 
zuniichst die Gleichung 


N2N,N,u, =} (bBu)b,B, {b,B, + 0,B,} 


ableitet, und dann, um den ersten Theil zu bilden, x durch die Deter- 
minanten der a, u, y durch die der a, uw, 2 durch die der a, @ ersetzt 
und mit a, multiplicirt, dagegen um den zweiten zu bilden, # durch 
die Determinanten der a,u, y durch die der @,w, z durch die der 
a, « ersetzt, und mit «, multiplicirt. So erhilt man: 


ta,(bau) (Bau) (bBu) {(baa) (Bau) + (Baa) (bau)} 
+ 4, (bau) (Bau)(bBu) {(ban)(Bau) + (Bac) (bau)t . 
Im ersten und vierten Theile vertauschen wir hier @ mit 6, und setzen 


die Summe der neuen und alten Ausdriicke. Diese Theile werden dann 
der Reihe nach (abgesehen von dem Factor 4): 


 az(bau)(Bau)(bBu) {(baa) (Bau) — (baB)(aau)} 
== $az(bau) (Bau) (bp u) (bau) (Bac), 
} (bau) (Baa)(bau)(bBu) {a,(Bau) — Br(aan)} 
= } (bau) (Baa) (bau)(bBu) {us(Baa) — a,(Buc)} - 
Im dritten Theile ersetzen wir nach der Identitét «,(baw) durch den 


Werth 
b,(aau) — az(abu) + uz (baa). 


Die ersten Glieder des dritten Theils werden dann einander gleich, in- 
dem sie sich nur durch Vertauschung von a mit } unterscheiden, und 
dieser Theil wird also: 


(Bau)(bBu) (baa) (Bau) - {2ap(bau) + we (bae)} 
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Hier kann man nun das erste Glied, wie oben den ersten und 
vierten Theil behandeln, und erhilt dann 
az (bau)(bBu) (Bau) {(Bau) (baa) — («au)(bap)} 

= a, (bau) (bBu) (Bau) (bau) (Baa). 


Demnach ist nun unser Ausdruck, indem alle nicht mit u, multiplicir- 
ten Glieder bis auf Zahlencoefficienten gleich sind: 


— } (abu) (bau) (Pau) (bpu)(Bac)a,+14K-uz, 
K = (bau) (Baa)? (bau) (bBu) + 2 (Bau)(bpu)(baa)? (Bau). 


Beide Theile von K verschwinden. Der zweite hat den Factor (ba«)?, 


wo 


besteht demnach aus ‘< , multiplicirt mit dem, was entsteht, wenn man 


(baa)* auslisst, und b, a, « iibrigens durch a ersetzt; dann aber erhiilt 
man (Bau), was (§ 4. X) verschwindet. Ebenso enthiilt der erste 
Theil den Factor (Bat)?, demnach die Coefficienten von A, (§ 8. F. 33); 
er zerfallt in 7’ und S, multiplicirt mit Formen, welche aus dem ersten 
Theile von K entstehen, wenn man (Sac)? ausliisst, und B, a, @ tibri- 
gens durch a, bez. durch a ersetzt; in jedem Falle erhilt man Null. 
So ist denn unsere Bildung auf ein einziges Glied zuriickgefiihrt: 


N,,u,, Ni (N Nu)’ = — } (abu) (bau) (Bau) (bBu) (Baa)a,. 


In den rechten Theil dieses Ausdrucks kénnen wir nun die Symbole 
von K einfiihren. Da 


(a Bu)? a Bp, = K2u?, 


(aBu)(aBv)a B, = K2u,v, , 


so ist auch 


und ersetzen wir also v durch a, « durch die Determinanten der b, u, 


und multipliciren mit — 4 (abu)a,, so erhalten wir fiir unsern Ausdruck 
die Form: 
— $(abu)az,(Kbu?)u,a, . 


Fiir K aber haben wir nach (46) den Ausdruck: 
K=2f,—70— 7 u3 
¢ 2 4.5 S T 
= 2cc3u} —7O— 743. 
Fiihren wir dies oben ein, so entstehen drei Theile. Der erste ent- 
steht, wenn man K durch ¢, x durch ¢ ersetzt, und mit 2¢ multipli- 


cirt; er wird also: 
— $ (abu) (chu) marae . 


Der zweite Theil ist —z multiplicirt mit dem, was aus dem obigen 
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Ausdruck entsteht, wenn K durch 0, also in der urspriinglichen Dar- 
stellung «, 6 durch c,d ersetzt wird. Dies giebt also: 


3 (abu)(beu)(deu)(bdu)(dac)az. 


Vertauschen wir hier erst a mit c, dann a mit d, und addiren das 
Entstandene zum Vorigen. An die Stelle des vorigen Ausdrucks tritt 
dann: 

1 (abu) (beu)(bdu)(dac) {a,(deu) — d,(acu) + cz(adu)} 

= — { (abu)(beu)(bdu)(dac)?- u, = + t(bau)>-u,, 
was identisch Null ist. 

Endlich entsteht oben ein dritter Theil, der den Factor — < hat, 
und dessen-anderer Factor entsteht, indem man an Stelle von K die 
Function w2 einfiihrt. Bezeichnen wir fiir den Augenblick wu? symbo- 
lisch durch 

u2 =? ty, : 

Dann folgt sofort die symbolische Gleichung 

uv,= PiU, Uy,» 
und also, wenn wir nun fiir « die Unterdeterminanten aus den b, wu 
setzen : , 

0 = (pbu)*Uypry ; 
daher anch Aga 

O = (abu)a,(pbu)uyay , 


welches der Ausdruck ist, den wir suchen. 
Es bleibt also endlich 


Wu ,N’ (NN u)’ = — $ (abu) (cbu)*u,a,c.a 


cere” 


Setzen wir fiir (cbw)a, den damit identischen Ausdruck 


(abu) c, + (cau)b, + (cha)u, 
so entstehen drei Glieder. Das erste verschwindet, weil es den Factor 
¢?, also nach F. 46 den Factor 7 hat, und aus den iibrigen Buch- 
staben eine nicht verschwindende Form nicht mehr gebildet werden 
kann. Das zweite ist Null, weil es durch Vertauschung von b und ¢ 
das Zeichen iindert. Demnach bleibt 
Nu, Ni (NN’u)’ = } (abe) (abu) (ebu)a,c.u?. 
Vertauscht man nun a und ¢ und nimmt die balbe Summe des obigen 
und des neuen Ausdrucks, so hat man 
3 (abc) (abu) (chu)u?Z {are — Crd} « 
Dies aber geht aus der Formel 11 (§ 2.) 
Us?vs = (abc) (abu) (beu) (acv) 
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hervor, indem man v durch die Determinanten der s, ¢ ersetzt und mit 
}u,? multiplicirt. Daher hat man nun: 


N,,.u,, NV: {(NN'u)’ = — } u?u,? (stx) 
’ ea a 
Ou, Ou mr 
1 ym | 
i en. ae “ | 
ante 12] Gus Oty “2 | 
| 
az at | 
| Ou, Ou, °° | 


Diese Combinante ist der Form N in gewissem Sinne dualistisch 
entgegengesetzt; wie jene die Functionaldeterminante von /, A, u,, ist 
diese die Functionaldeterminante von £,T,w,. Wir bezeichnen sie 
durch 


(79) N = N,u,! = u,? u? (stx) . 


§ 14. 
Simultane Bildungen aus den Combinanten N und N. 


Bei weitern Bildungen von Combinanten aus N kénnen wir uns 
nun der Form N bedienen, welche eben als aus N entstanden nach- 
gewiesen wurde. 

Wir gehen hierbei yon der Form aus: 

,ON ON. 
N Niut = 2; e 


OU; Ox; 
Nehmen wir N,N in den Formen 
2y2 onaee 2 2(e . 
N= a?a*(aacu), N= u?u?(stz), 
so wird dies gleich 


azazuru? zien gh 
Ou; Ox; 





an wetectetea? f _ \ 
Ara TUlUS {a,c OF 


Daher zerfallt der Ausdruck sofort, und verwandelt sich mit Hiilfe 
friiher eingefiihrter Bezeichnungen in: 

(80) N Niut = f,- A, — fp: As; 

setzen wir aber fiir f,, 4, f;, A, ihre Werthe aus § 10., F. 46 und 
§ 12., F. 50, so finden wir: 


(81) N, Néus = 4 {k?— > (ko 4 2H) + 47HO _ SO") 


- 





= ah R us ) 


also eine Verbindung zweier schon oben gefundener Combinanten. Es 
wird sich zeigen, dass nicht nur diese Verbindung, sondern auch jede 
einzelne aus N entsteht. 
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Auf die Gleichung (81) wenden wir nun den Process 


ee. 
16  O2,0u, 
an. Links entsteht dann NN N3u3. Rechts giebt die Anwendung 


des Processes auf ein Product, etwa auf KH, Null so weit die Operation 
sich nur auf einen der Factoren bezieht; man hat also: 


, @KH ,0K @H , OH OK 
L wt! ae oe Tt on ae 
16 "02,04, is | dz, ou, + ~ dx, au, 1 (Ky, + Hy): 
Endlich die Anwendung des Processes auf wu‘ giebt }u3. Es kommt 
also 

S? 


. hae F S- a7 
(82) N,N, Niu [2Kp—5 (Kot On+4Hy) + 3 (He +9,)— 6 8, 


> 3 
— ay R ? Us. . 


In diesen Ausdruck fiihren wir nun fiir Ky, ete. die in (47) (§ 10.) ge- 
gebenen Werthe ein. Dann haben wir: (§ 12., 51) 


(83) N,N, N3u3 = yi (¢P — AT) — yy Ru’, 


Auch diese Combinante erscheint als Verbindung zweier uns schon 
bekannten. Auch hier wird sich zeigen, dass jeder Theil einzeln aus 
N entsteht; es ist dazu, wie oben, nur néthig, dass R sich als aus 
N ableitbar erweise. 


Unterwerfen wir die Gleichung (83) abermals einem ‘thnlichen 
Processe : 
o on 
9 0x; 0U,; ? 
so entsteht links NN? N2u?; rechts geht aus uw’ hervor $2: endlich’ 
aus 
fP— AT =/(TT—* ¥) — A(ST — 7%) 
ergiebt sich 
_— S? ., ’ 
Tfyp— | fs —SO,4+ Ty, 
und man hat also, wenn man fiir /,, etc. aus (46) ihre Werthe setzt: 
(84) NN? N2u? = — x, Ru?. 
Hier erscheint schon R mit dem Factor uw? aus N gebildet. Wenden 


, - : : . 
wir nun den Process 2 aa noch zweimal hinter einander an, so 


Ou; 


findet man 


(85) 


N,, N; N, u, pay en 
NN} =—t}hk, 
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also R aus N entstanden, wie zu beweisen war. Fiir R gilt daher 
auch die Gleichung: 


(85*) R= G-R, 
oder es findet die Beziehung statt 
(85°) In — t5, = @& {2 wit S*\ ’ 


was auch aus der Theorie der biniiren quadratischen Formen leicht 
nachweisbar ist. 

Diesen Bildungen figen wir nur noch eine hier an, um zu zeigen 
dass auch sie aus N entsteht. Es ist die aus f, A, » gebildete Func- 
tionaldeterminante 

| of 24 de 
OX, Ot OX | 
ef 2d dv! 
OX, OX, OX, ? 
af aA av) 
OX; Os OX; 


(86) Q= 











oder symbolisch, wenn y = 5 gesetzt wird: 


(87) Q = ata? y> (aay). 
Da 
N = a? a? (acu) = Niu, 
v= N,NNINE (§ 13., F. 62) 
so ist die Entstehung von 2 aus N schon nachgewiesen, wenn. man 
nur in N statt w das Symbol w einfiihrt und mit y° multiplicirt; es 
wird dann 


(88) 2 — Ns Y, y: 5 a N,, Ni N? — Ny ; Nj. : 


§ 15. 
Bildungen, welche aus den Formen TT und P entstehen. 


Wir kommen jetzt dazu, das System von Bildungen zu entwickeln, 
welches sich an die Formen TT, P dritter Classe ebenso anschliesst, 
wie die in Bezug auf die zusammengesetzte Form «f+ 4A angestell- 
ten Bildungen an die Formen dritter Ordnung f/f, A. 

Wir beginnen zu diesem Zwecke mit der Bildung von 0, A, = fiir 
~ als Grundform. Da 

0 = (abu) arb, 
war, so ist die aus X ahnlich gebildete Form 
O©) = (ss'x)? u,uty 


Diese Form entsteht, indem wir in der Gleichung 
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u,.v2 = (abe) (abv) (acv) (beu) 


fiir v die Determinanten der s, x eintragen und mit %, multipliciren. 
Man hat dann 


O@ = (abc) (beu)u, {abe — bidz} {GsCx — Cz} . 


Der Ausdruck rechts besteht aus vier Theilen, von denen zwei sich 
nur durch Vertauschung von 6 mit ¢ unterscheiden, und indem man 
diese zusammenzieht, hat man: 


(89) O = (abc) (beu)u, {a2b,c, — 2a,c,a,b, + b,¢c,a2}. 


Der erste Theil ist unmittelbar ausdriickbar. Denn da er den 
Factor a,? hat, so enthilt er nach § 10. den wirklichen Factor 4S, und 
seinen andern Factor erhilt man, wenn man a,? auslisst, und (abc) u, 
durch (whe) ersetzt. Dieser andere Factor ist also (bew)*b.c, = 9, 


und der erste Theil von O©) ist somit gleich S 8. 


Im dritten Theile ersetzt man (bcw) a, durch den damit identischen 


Ausdruck : 
(acu)b, — (abu)e, + (abe)uz. 


Der mit uw, multiplicirte Theil ist demnach 


(AD 6)? Us D5 Cs Qe == Us Os? Hy 


oder nach § 10., F. 46 = T tle. 


Die beiden andern Theile vereinigen sich mit dem zweiten Theile 
von @(), in welchen sie durch Buchstabenvertauschung tibergehen. 
Man hat also : 


0 = 480+ 4 T7u2 — 4(abc)(beu)u.a.ca_b.. 


$ $ 8 © & 


In dem nun noch iibrigen symbolischen Ausdrucke vertauschen wir b 
mit a, und setzen fiir den letzten Theil von O©) die halbe Summe des 
alten und neuen Ausdrucks. Dann haben wir 


—4 (abc) (beu) Us ,¢,dxbg—=—2 (abe) Us, dxbx {(beu)a,— (acu) b,} 
= — 2(abe)uc,arbx {(abc)u, — (abu)e,} . 


Der letzte Theil hat den Factor c,?, und giebt, wie der betreffende 
Theil oben, nach § 10., F. 46 3 SO. Der erste Theil aber hat den 
Factor (abc)?, und giebt daher — 2a,u?a? — — 2A.,, was nach 


(46) den Werth hat 
se_Tis 
2 ee 


a 





Und so wird dann endlich 


(90) ee) —=K+4S0. 
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Schreiben wir diese Gleichung in der Form gle 
(ss'x)Pusuy = K + 2 6, lin 
Dus u, 
und unterwerfen sie nun dem Processe 3, so erhalten wir zuerst (§ 8, piu: Re 
F. 33) . 
(stx)?u,m = 4(SH + 70), uz u, 
sodann aber F 
(tt 2) uu = 3TH—1SK+ 4,80. Hl 
Es folgt daraus ins 
Qut+rT) — p?.- (ss'x)Pusuy + 2uv(stx) usm, + v? (tt x)? uy 2° %" 
eT 
=u(K+ 20) + 3ur(SH+ 70) + v°GTH—{SK+ 4,80). fy Ki 
Hierin setzen wir nun a 
wa —eT—A, va uS ar. 
(§ 
Dann geht w= + vT in «TT + AP iiber, und mit Hiilfe einer Aus- 
fiihrung der rechten Seite erhilt man: (F. 40) 
(91) Qe7+1P) — R.{G,,K —2G,,H+ G,,0} . ( 
Ks ist leicht hieraus auch A®%+‘P) zu bilden. Die zu f= a’ 
gehérige Form A entsteht aus 0 = (abu)?a,b., wenn man w in € ver- d 


wandelt und mit c, multiplicirt. Ebenso entsteht also A%”%+*?) aus 
Q7+4P), wenn man aus jedem Gliede die Summe zweier bildet, die 
bez. mit x und 4 multiplicirt werden, und welche entstehen, wenn ( 
man die « durch die Symbole bez. von 


== 3 aus 3 
Tus, P=u; 


ersetzt, und mit u,, bez. u, multiplicirt. 
Erinnern wir jetzt daran, dass wir in Formel (25) (§ 7.) 


V 
0? usu? = 

fanden. Bilden wir diese Gleichung fiir die zusammengesetzte Function 

af-+ AA, und setzen wir fiir O,,, Ly2, Txa ibre Werthe aus § 8., 1 


F. 32 wil § 9., F. 39, so erhalten wir 

{O?usu, + 2xdH? Uru, + APKPuzu,) (x + - > Sa? +* =) 

+ {# O7u5u, + 2xAH? Uru, + KP u2u,\ (3224 — ; * 43) ‘ 

=" s + PAE +(e — 2 eT 
+(3 eh + Tad? + 7 a) [(e +2 5 H)E+2xaT]. 


Vergleicht man nunmehr hier auf beiden Seiten die Coefficienten 
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gleich hoher Potenzen von x, 4, so erhalt man das folgende System 
linearer Gleichungen: 





495 


Ueber cubische terniire Formen. 


DP usu, : =T 
PHP ure, + 302%usu, = SX 
fu2u, +2. @2u2u, + 6H2u2u, =j7z 
> 199,,29 2T 25,2 Ss 24,2 5 
B-H2u?u, + > - OPusu,+ 3KPuru,— > -OPusu, = 3 TT 
: K2u2u, + << HP uzu, — S-H?uru, =—/STI+A,8T 
PP K2u2u, —* .K2u2u, =—3re+2s4*t tT, 
aus welchem sich durch Auflésung ergiebt*): 
O2uzu,—=T O2uzu,=4SzZ 
(92) H2u?u,—= SE H2u2u, = 47TX — AST 
K2u2u —=—4TX+ 4ST Keuzu,—=— 782+ 47T. 


(92*) 


den 


(93) 


wo 


Mit Anwendung dieser Formeln liefert nun (90) unmittelbar: 
A) =—4TX+ST. 
Die-Combination dieser Gleichungen fiihrt nun zu den entsprechen- 
Bildungen fiir 0, H, K einerseits und TT, P andrerseits, nimlich: 
Ss 


24, 2 am 24,2 oe im 

0; usu, = P O?uzu, = ; TT 
S S T 

2424 — z Res Ses. sm idan 

Houta, = — ol H?ulu = —P— Tl 
S T T 

242 ne 24,2 a A. S2 

Kite P— ST Kiale ee — N+ SP. 


Hieraus nun ergiebt sich der Werth von A®7+P); 


A M+iP) — R {AT — BP}, 
A= Gi Goo he 2G» Gyo0 + Gyo Gyo 
B= Gi, Goo “.4 2G Gy. + Gyo Gi) ’ 


wenn G,,, ete. die dritten Differentialquotienten von G, dividirt durch 
12, bedeuten: 





und durch den Process é die tibrigen Gréssen finden. 


Gy = SS =e 

Gi = ar fai ail A A 

Gin =a gop 5 n—TA 
a ee 


*) Man kann auch direct H,?,?u, aus den Formeln des § 7. (27) entnehmen 
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Es folgt hieraus, dass A und B die Differentialquotienten nach x 
und 4 von 


Gy Gag — Gy? = — § Ser 
sind, dividirt durch 2. Setzt man also 
as as, 
(95) 8 =i", S, = 4-57", 
so ist 
A=—48,, B=-4S,, 
also 
R 
(96) Acm+iP) — — {S.P—S,T}, 


oder auch, nach (57): 
A@M+2P) — = 2 


Auch die Formel fiir £@2%+?) lisst sich aus der Formel fiir 
Q@7+4P) ableiten. Nach (13) ist 


X = (Ocu)* cous ; 
es entsteht also = fiir f aus 0,2u9vy, wenn v durch c, x durch die 
Determinanten der c, u ersetzt wird. Ebenso entsteht also £(*”+4?) 
aus 9%4%+2P), indem man zuniichst 

GO 1+2P) 

$2 
bildet und zwei Glieder entstehen liisst, welche beziiglich in x und 4 
multiplicirt sind. Bei dem einen werden die y durch die p, die u 
durch Determinanten der p, x, bei dem andern die y durch r, die w 
durch Determinanten +, « ersetzt. 

Da 04+?) nach 0, H, K geordnet ist, so entstehen hierbei die 

folgenden sechs Bildungen: 


(dpz)’O,0,, (ypx)*HeHp, (xpx)?K.K,, 
(@rz)?0,0,, (yra)*HzH,, (xra)?K,K,. 
Um diese zu bilden, berechnen wir zuniichst die 6 Ausdriicke: 
(#sx)?0,0,, (ysx)*H,H,, (xs%)?K.K; , 
(#tx)?0,0,, (ytx)?H,H,, (xtx)?K,K;. 
Da 
0,6, us; = (abu) a,b, , 
so wird 
0,0, (#sx)* = (a,bz — baz)? aybe , 


oder, wenn man Terme zusammenzieht, welche durch Vertauschung 
von Buchstaben in einander iibergehen: 


9)? — gg’. f3 — gq? : 2 
0,0, (tsa)? = a! bs aza,-bb2, 
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Hier ist nach § 10. Formel (46) der erste Theil gleich Sf; der 
zweite entsteht aus 






9 a 
a, 6,0, = 3 Uz » 


indem man « durch 6 ersetzt und mit 6? multiplicirt; er hat also den 
Werth 4 Sf, und demnach. ist 


(#s2)?0,0, = 2 Sf. 


Ganz ebenso erhiilt man die iibrigen Formeln der folgenden Tafel : 


(tsx)?0,0, = 3 Sf (#¢x)?O,0, = 3 Tf 
(97) ) (nsz)tHeH, = 4(SA+7f) (ntaP HH = 4(7A + *) 
(xsz)?K,K, = 374 (xtx)?> KK, =4S°A. 
Durch Combination dieser Gleichungen ergiebt sich sofort: 
| (tpx)?0,0, = 0 (drz)’?0,0; = 3 hf 
(98) } (npaytHeHp =—%£ — (qr2)?H.H, = 4 RA 
(xpx)?K.zKp =— GRA (xrxz)? KK, =0, 


und daher, was gesucht wurde: 

‘ 24 rw. , 22 
* ice R*. {@2, ‘ ty 2 G,, (xf a 5) wt | th : | , 
oder 


(99) Le M+2P) — 2 R2(G,f — GA) = — 3 P’Aza. 


§ 16. 


- 


Weitere Bildungen aus der Form xTT + AP. 


Aus den im vorigen §. abgeleiteten Bildungen kann man die iibri- 
gen zu x11 -+ AP gehérigen Formen in iihnlicher Weise ableiten, wie 
dies in § 8. und 9. mit den betreffenden Formen von xf-+ 4A ge- 
schah. Es sei  irgend eine Bildung in Bezug auf f; durch den Pro- 
cess 0 entsteht daraus dg. Die entsprechenden Bildungen fiir xTT-+ 4P 
seien 

pe*T+2P) und (dg) *7+4P) , 

Nun ist seiner Definition nach 

dg == 2; ee Qikh « 
ikh 

Fiir xTT + AP tritt an Stelle von aj,, der Coefficient x pia, + Arinns 
an Stelle von @;;, aber tritt der betreffende Coefficient von A*7%+??), 
d. h. der Ausdruck 


2 {8,riea sia S. pire } . 


Mathematische Annalen, VI. 
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Daher ist 
(dp) 74+2P) — 


trial 
3 O(*D pn FAT ER) 


(S, ‘ith — Sy pies ) ? 


oder 


: m R és 
(100) @gemnn— * (s, 








oa ? Ox 
Mit Hiilfe dieser Gleichung entwickeln wir nun die folgenden Bil- 
dungen wie in § 8. 
1. Aus 
Ou7+2P) — R.{G,,K — 2G,,H + G,,0} 
folgt, da H = 400: 
H (* 2+2P) 
2 
FPA (S,G 112 — SoG 11) K—2(S, G99 —S,G 412) H+ (S, G20 —S8, G99) Qe} : 


ag U+iF) s — 


Um diese Formel auf ihre einfachste Gestalt zuriickzufiihren, muss 
man folgende Betrachtungen einschalten. 

Setzen wir in der biniren biquadratischen Form G fiir den Augen- 
blick z,, x, fiir x, 4 und schreiben symbolisch 


G=gi=git---. 
Dann ist (vgl. Clebsch, Theorie der biniiren Formen, § 40.): 
Sea = — 6 (G,, Gy, — G,?) = —3 (9 g'Parg??, 
und wenn wir symbolisch 
(999597 =h—=—hi=hs--- 
setzen, haben wir 
(S, G42 — Sy G41) 12> —2(S, Gyog — Sy 112) Yi Yo + (S; Gone — Sp G11) yo” 
= — 3h3 (hg) 9,93 - 
Nach § 42. des angefiihrten Werks ist dies, weil die Invariante ¢ 
von G verschwindet, unmittelbar aus der Form 
t8 = (gh) h3g3 , 
der Covariante sechster Ordnung von g, ableitbar, nimlich gleich 
3 ¢4¢3. 
’ Aedvuneiie ist nach (42) 
t§$=—4T,, 
und unser Ausdruck hat also auch den Werth: 


aT, er, ar 
— a3 Fat 9° + 25-2 V1 Y2+ <a y,?| ° 


Hieraus aber entsteht H*%+*?), indem man y,”, y,Y., yo? durch 





K, —H, 0 ersetzt und mit = multiplicirt; es ist also 
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art, art, 


(lor) HemaP — — Bf “sa x _p let yy Sot gh 


2. Aus 
LeM+P) — 3 RK? (G,f — GA) 


folgt, da D2 = 3T: 
R3 
TO H4AP) me 2 £8, Gay — Sy Gy) f — (81 G12 — 8,G,) A}. 


Betrachten wir nun wieder, ihnlich wie oben, den biniren Aus- 
druck 


(S, Gap — 8, Gyo) Yo + (8S; Gi. — 8,441) yy = — 3 (hg) h2929, - 
Dies ist ebenso wie oben aus ¢§ ableitbar, nimlich gleich 3 ¢°¢,, 
oder gleich 





er, oT, 
— (Ge n+ mn). 
Der gesuchte Ausdruck entsteht hieraus, indem man y, durch + /, 


y, durch — A ersetzt, und man hat also: 


Ir R3 OT, or, 
(102) ea f}. 


3. Aus 
A«m+P) — * (5p — 8,11) 
folgt, da 0A = 5 f ist: 
S@M+*P) . (xT AP) = § R? [(S,S,.—S, 8,1) P — (S,8y2—S8,8,2) 1], 
wo, analog den bei G gebrauchten Bezeichnungen, die S mit doppel- 
tem Index die zweiten Differentialquotienten von S, dividirt durch 12, 


bedeuten. Setzt man S,,x-+ S,,4 fiir S,, S,,%-+58,,4 fiir S,, so 
wird die obige Gleichung durch xTT +- 4P theilbar und es bleibt 


S@i+2P) — — 2 R?- (S;1 Soo — Si)*). 


Nun ist nach den oben eingefiihrten Bezeichnungen und nach den 
citirten Formeln: 


S11 S29 — Sia? = $ (DW) neh? — 9 (FE — Hh 


oder, dai =O, j = — 3 RB ist (§ 12.): 
(103) $182. — 82 = — R-G, 
und daher 
(104) SeU+2P) — 2 R3.G 
4. Hieraus ergiebt sich weiter, da 0S = 4 T ist: 
(105) TeU+P) — 3 R4 (8,4, — G, 8.) = — 3 RT. 


5. Den Ausdruck fiir K*%+*?) kann man aus H%”+4?) pilden, 
s2* 
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analog den Betrachtungen des § 9., Formel (42). -Es ist aber etwas 
bequemer, in folgender Art zu verfahren. Die Form K entsteht aus 0, 
wenn man darin f durch A ersetzt; da nun 

Amin — + (8,P— 8,1), 

so ist 
K(x T42P) — — - QGP-SH , 


Es ist also nur der zweite Factor rechts noch zu bilden. Nun war 
O#M+iP) — R- {G,,K —2G4,,H+.G,,0}. 


Hierin ist x durch — S,, A durch S, zu ersetzen. Die Klammer- 
grésse aber entstand aus g?9g?, wenn man die Quadrate und Producte 
der y durch K, — H, © ersetzte; zu betrachten ist also der Ausdruck, 
welcher aus g?g? hervorgeht, wenn man darin die x durch 


—S,=3hh3, S,=—3hi hs 
ersetzt. Dann hat man den Ausdruck vor sich: 
9 (gh) (gh) h3 hz? g2. 
Dieser geht durch die Identitat 
(gh) (gh’) hehe = 4 {(gh)*hZ? + (gh)? h? — (hh’)? 92\ 
9 gph? hi? {(gh)? hi? — 4 (hh’y g?} 
tiber, oder da nach dem Friihern 
(hh h2he = 2. G 


in 


war,” in: 
Dh - Gh)? g fh? — $jG- 929) « 
Fiir das Glied (gh)’g?h? aber kann man identisch setzen (Bin. 
Form. § 8.): 
(gh)°g?h? = 9292 + (ey) + vad, + 4 (zy)? 17, 
wo m4, ~2, x die Formen bedeuten: 
Pe = (gh)? 92h? 
v2 = (gh) gzhz 
x =(gh). 
Nach B. F. § 40. aber folgt, wenn, wie hier, i = 0 ist, p4 = 0, 
v2 =0, 4=). . Also ist 
(gh)’ gf h? = 49 - (xy), 


so dass unser Ausdruck gleich 





(106) 
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“ - G 
atwas 3) [h- (ay —z - 9293] 
us O, wird. Da nun 
j=—iR, h=—4S8yi 


ist, -und ferner K, — H, 0 fiir y,?, y, y,, yo? und x, 4 fiir 2,, x zu 
sétzen ist, so hat man: 


OUP -SM aa {28,4 (xO 24AH-+AK) + 3G (Gy K—2GyH+ G20), 
war und daher auch: 


(106) Ke+2%) — 2 (98, (x2 4+ 244H-+4K)+3G(G,,K—2G,,H+Gy,0)} . 


mer- 6. Endlich schliessen sich an die Bildungen von £, TI fir 
lucte x11 + AP auch die Bildungen von TT und P an. Da TT = ST — TX, 
rack, so hat man mit Hiilfe der oben abgeleiteten Formeln: 


THeT+2P) — Ap RO. {G+ (T,4 — Tf) + Tri (G2f — G, Mf. 
Setzt man G,x + G,A fiir G, T,x-+ T,A fiir T,,, so erhalt man 
fiir die rechte Seite sofort: 
— ay R°- (GT, — GT) - (xf+ 44). 
Der Ausdruck G, 7, — G,7', hat dem Vorigen nach den symbo- 
lischen Ausdruck: 


— 3 (gt) 92 t? 
was nach B. F. § 42. gleich : : < also gleich 48), ist. Und so findet 
man also: 
(107) TT +2 P) — — 2 RE. S® (xf +A). 


Die Gleichung enthilt die wesentlichste Eigenschaft der (nach 
; Aronhold) zu f conjugirten Form Tl; wenn man sie fiir TT selbst 
Bin. bildet, erhilt man wieder f, indem nach (107) fir »=—1, 4=0 
1 =— 2 RS 
wird. 
7. Die Bildung von P*“+4?) erfolgt aus (107) sofort, indem man 
bemerkt, dass P = OTT. Man erhilt dann nach (100): 


(108) POM+AP) == — sty RIS), - (S,A—S,f). 


8. Aus P geht R hervor, indem man in P die w durch Symbole a 
ersetzt; denn aus den Formeln 


(109) ate S, at=T, ata T, ata = 


t 6 
folgt 
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Ebenso ergiebt sich also R*%+*P aus P*2+4P), indem man 
zwei Theile bildet, die bez. mit x und 4 multiplicirt, und aus P®*2+*?) 
entstehen, indem man die x bez. durch Symbole p oder r ersetzt. 
Daher ist 

ReM+iP) — — st, RIS2, {8, (a3 + Aa3) — S, (xa3 + das}. 
Nun folgt aus (109) 


o 3 2. ae a aon D io 
; a>=0, ac=— Rk, a3=R,-a3=0, 






















daher geht diese Gleichung iiber in 
(110) ReU+iP) — 53, RK S*,. 


Man erhilt dieselbe, indem man R“#+P) aus (104), (105) zu- 
sammensetzt und rechts die Formel 85" in Anwendung bringt. 


a § 17. 
Bildung der Ausdriicke N, N, ZL, M, A, M und yw fir die Grundform 
“TT + AP. 


Wir kommen jetzt zu der Untersuchung von N, N und den da- 
mit zusammenhingenden Bildungen. Insbesondre setzen uns die obigen 
Formeln in den Stand, auch von der N dualistisch gegeniiberstehenden 
Form N ausgehende Bildungen zu untersuchen, was uns auf die ein- 
zige Form fiihren wird, welche dem oben behandelten Formenkreise 
noch fehlt. 

Die Form N war definirt durch die Formel 


N= a2a?(aau). 

Um nun N@4+4P) zu bilden, hat man fiir die « die Gréssen z, 
fiir die Differentialquotienten von f und A aber beziehungsweise die von 
xT ++ AP und A@m+2P) — © (gp — 8,11) 
zu sétzen. Es ist also die neue Form gleich +, multiplicirt mit der 

Determinante der Gréssen 
ott oP ‘ oP om 
$ {* 5, +4 ou}? h {s, tu, ~~ 9 Buy}? Xj 
Dies aber ist gleich (x S,; + 48S,), multiplicirt mit der Determi- 
nante der Gréssen ; 
oT P 
. 4 Ou,’ $ Ou,’ Xi» 


oder der Gréssen 


oT oz oT S? 02 
(85-7 5a) 4(T 5-7 ie) Hi y 








Gri 


(11 


vAN 


ei 
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“an und diese zerfallt in 7? — - multiplicirt mit der Determinante der 
sett, Gréssen 
42 i > + Ou,’ % » 
yy. d. h. mit — N. Demnach ist endlich 
se Nen+ir — — % g,,. N. 
In ahnlicher Weise findet mane den Werth von N@*2+4P), Er ist 
zunachst ausgedriickt durch die Determinante der Gréssen : 
ox (xH+2 P) at *a+4P) 
zu- Ox, =? ea Te 
Fiihren wir nun die Ausdriicke 
Le M+iP) — 5 R? (Gf — G4) 
TH+?) — 3 R3(T,A — Tf) 
form ein, so finden wir 5, R° multiplicirt mit der Determinante der Gréssen 
oA of 
d + {@, fo — @, 244, 447, 02, Ts Gz,{ ods 
a- 
gen Diese zerfallt in das Product von 7,G, — G,T7, mit der Deter- 
den minante der Gréssen 
ein- 
eise p] ie ’ Ge? Ui 
d. h. mit N, und man hat also 
NOWHP) — RS (T,G, — GT) N. 
Endlich wurde schon oben ad 6. gezeigt, dass 
LZ 
ar G,T, —T,G,=48?3,, 
und daher bleibt endlich 
(112) N@7+2P) — — 2 R58? . N. 
der 
Die Untersuchung der Formen LZ, M fiir die Function xT + 4P 
erfordert zunichst die Darstellung gewisser Bildungen, die wir ent- 
sprechend friiheren Beziehungen durch 
wh Os, O7, Hy, Hp, Kz, Kp 
bezeichnen. Es a z. B. 
+09 0% 
3 = (abu)? beagu? = 4 Lie aa 
diese Form entsteht aus der Formel (§ 10., F. 46) 
fy = a20,u? = H+ 5 u3 
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hervor, indem man die x durch Determinanten der 6, wu ersetzt und . 
mit 6, multiplicirt. Demnach wird 


0. = (aau)* (abu) (abu) b, , 


was nach 78* den Werth hat: Son 
06. =— A+ 4T.u,. lass 
In gleicher Weise, bez. durch Anwendung der Operation é, rates 
man die andern Formeln der folganden Tafel: 
O.=—4A+4T-u, 8,;=—43M+5, 4% Uy 
(113) }H,= 3M+4,SE-u, H.= Sage 2rhm 
Ss S T T S? 
Ks= 2A4(ET—FE)-u. Kp——Sm4*n4 (FT s)u fh (1 
Die Combination dieser Gleichungen giebt: die 
piece +$TA—S uz, Op——37M4+<A—Stu, wil 
Uy 
(114) {Hp= SA—37M—"Tu,,° Hp S7?aA—Sm4(Sp—2r)a, 
ST SP_ = Tp S? 
Ky ——SM+ 9 AH(aE 2 tey Kp M-4(4 7724 (FPS 
Ebenso kann man die Ausdriicke von a 
fo: MA,» a> A.) fe > Ax 
mit Z, M in Zusammenhang bringen. 


Man hat 
fo = (abc) (abu) a,b, c?. 


Wird hier ¢ mit @ und b vertauscht und der dritte Theil der 
Summe aller drei Darstellungen eingefiihrt, so hat man 


fo = (abe) azbste + $ {(abu) cy — (acu) bz + (beu) az} 

= 4 (abc) azbecz - Uz = 4 Au. 
Ferner ist (69) uw 
= (abu) (aba) a? =4L+4+7,Sf-u. 


Indem man auf die gefundenen Formeln den Process 6 anwendet, 
erhalt man folgende Tafel: 


fe= 4+ Au, A et ht fu, d 
(115) } fy=—3 Lb +fu, A ,=3 M+ (2 Tf—Sd)u 
fr=—4M+yyte(2T/—SA) dy=(—44+"4u, 
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Gehen wir nun von der Formel (115) 


S 
L=}hg-- shu, 


aus und setzen darin fiir f immer xTT-+ 4P.  Indem wir durch das 
Congruenzzeichen andeuten, dass Glieder mit dem Factor u, ausge- 
lassen sind, haben wir dann (F. 91 und 96) 


Q («+2 P) 


Levin =} A+2P) 


R* y 
=T e (G,, Ky — 2 G,.Hy + G.9z) 8, 
+ (G,,Kp ~—§ Gr. Hp + Gy. 9 p) S;} , 


Nun entstehen die nicht mit «, multiplicirten Glieder in K,, etc. 
(114), wenn man in den Ausdriicken ((41) und § 16.) 


$45in» $ Sir, $ Sixes $ Sooo 


die Veriinderlichen (etwa y,, y,) durch —M und A ersetzt. Dann 
wird aber der rechte Theil der obigen Gleichung bis auf Glieder mit 
u, gleich 3 R? multiplicirt mit der binairen Bildung 

(gh’? (hh’) h3h/g? . 


Dieser Ausdruck ist zu bestimmen. Er entsteht aus (gh Ph)? 9?, 
wenn man nach dem y differenzirt und mit — 4h, h3, 4h, h3 multi- 
plicirt. Nun ist (B. F. § 8.) 


(gh’)? hi? 92 = 92 pF + (ry). aby + 41° (wy), 
wo 
. pt = (gh) 92h? =. G=0 


v2 = (gh)? gehe =0 


4 =(gh) =j=— ZR. (50) 
Demnach ist 
(gh’)? (hh’) h3h/ 9? = — 45 -h- (ey) = — fy B- (ey) Sx2 
und daher endlich: 
Lea+iP) = —} R3. Sy, (*#A+ 4M). 


Es ist leicht zu zeigen, dass diese Congruenz zugleich eine Glei- 
chung ist. Nehmen wir an, es miisse rechts A - wu, hinzugefiigt wer- 
den, wo A eine Form dritter Classe ist. Unterwirft man beide Seiten 
der Gleichung dem Processe 


oz 
= Ox; 0u;? 


so geben L, A, M ihrer urspriinglichen Definition nach (67 und 74) 
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Null, und man erhilt daher 0 6A, daher A=0. Es bleibt so- 
nach 


(116) Len+sP) — — } R 3 S8,, (xA + 4M). 
Nach (100) folgt hieraus sofort: 
(117) Mei+iP) — — a R* S,, (S,M — S,A). 


In ahnlicher Weise erhailt man aus der Formel (103): 


N=—30,4+4T-m, 
die Congruenz: . 


AGH+i*) = — Ri {G, (Gy, fe —2 Gioly + Gx» fo] 
are G, [G,,4~— 2 G.44+ G»Mo]} ? 
also nach (115) 
Ayan = § 2 {(G,,G, — G,,G@,) M+ (Gy_G, — G,,G,) Lh, 

oder, nach oft angewandten Methoden: 
(118) A@H+4P) — — 2 R8,, (xL+4M). 

Dass die Congruenz in eine Gleichung iibergeht, folgt, wie oben. 
Endlich , nach (100): 
(119) M@+2P) — — 2 R'S,, (S, M — S,L). 

Die Form yw, welche symbolisch durch den Ausdruck (§ 13.) 

v=} (aaeN) {dn tt te On Az} Ag, N, 
gegeben war, entsteht aus 
L=a,N,'a,(aNu), M=a,N,'a,(aNu), 


indem man in MU die u; durch a;a,’, in L die u; durch a; a,” ersetzt 
und die Differenz bildet. Dann hat man 


(120) ¢=4t(f,—A4,), 
die Bezeichnungen /,,, A, wie friiher iihnliche verstanden. 
Bilden wir nun diese Gleichung fiir xTT + 4P, so haben wir: 
petriP) a — dy RAS y2 {28,1 y+ 45,Py,— 58,11, — #8,P , } 
+ gy BS. {"S,P, + 48, P,,— #8, ,—A8, 117} , 


oder 
(121) pert) — J RS! {Ty —P,\. 


Die Form ‘sechster Classe, welche sich rechts in der Klammer 
befindet, wollen wir durch 
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(122) o=T,,—P, 


bezeichnen. Diese Form ist, wie %, eine Combinante. Man sieht dies 

ein, indem man y*7+??) nach F. 62 in Symbolen v ausdriickt. Da 
y= N,N,N: 

war, und (§ 11.) 


Nei +iP) — — > Bu -N 
R? i 
=— 7 Sn- Neu’, - 


so hat man auch 
R! o2 
+2P) — ; ‘343 
py ) ; Sy: N, Nias us, 


daher, wenn man dies mit (121) vergleicht: 
(123) &=6-N,Neusu3. 


Es ist also ® aus N ebenso gebildet wie » aus N, und da N selbst 
eine Form war, die zu N gehdrt, so ist dasselbe mit ® der Fall. So- 
mit ist ® eine der Form w~ gewissermassen. dualistisch gegeniiber- 
stehende Combinante. Vermdge der Eigenschaften der Combinanten 
hat man: 


(124) %,.=G4-o. 


Bildet man nun ® fiir xTT-++ AP, so gelangt man wieder zu ~ 
guriick, Da 


Them+2P) — — 2 R&.S® (xf + AA), 
_ Pwl+iP) — — 42, R7-S8® (S,A—S,f), 
A@M+2P) — — 32 R3-S. (nL + AM), 
M@T+iP) — — 2% Rt-S, (8, M— S,L), 
so folgt mit Hiilfe von (120): 
(125) GeM+iF) — . ROSS «yp. 
§ 18. 


Die zugehérigen Formen F' und 9%, 


_ Die Form ® ist keine unzerfallbare. Man sieht dies schon daraus, 
dass “bei threr Bildung die Formen TT, P benutzt sind, welche theils 
8, theils 7 zum Factor haben. 

' In der That enthailt © ausser den bisher behandelten Formen nur 
(die in § 1., F. 3 angegebene Form sechster Classe 
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(126) F= (abu)? (edu)? (acu) (bdu) = (00'u)? u2 u2, . 


Die Theorie dieser Form und ihren Zusammenhang mit ® wollen 
wir nunmehr entwickeln. Wir betrachten zu diesem Zwecke zuniichst 
das System der 6 Formen, welche aus dem obigen Ausdrucke von F 
entstehen, wenn man fiir eines der 0 oder fiir beide H oder K ein- 
fiihrt, und welche die Coefficienten von F,, sind. Bezeichnen wir 
dieselben der Kiirze wegen durch [00] etc., so ist zuniichst 


fee] =F. 


Sodann hat man, indem man die erste Formel (46) benutzt, um 
H durch a, u,? a,? auszudriicken : 


. [OH] = (au)? a,u,? u? = (abu) (acu) (beu)* au, . 


Vertauscht man hier a mit 6 und c und setzt fiir die rechte Seite 
4 der Summe aller drei Bildungen, so hat man: 


[OH] =4 (abu) (acu) (beu) u,? {(beu) a, — (acu) b, + (abu)e,} 
=}4u5-abu-acu-bew-abe=4?. 


Ebenso findet man fiir [OK] seinen Ausdruck, indem man K nach 
(46) durch 


ersetzt. Dies giebt 
[OK] = 2 (a0u)?a,u2u2 — > [ee], 
oder, wenn man den ersten Theil rechts wie oben [OH] behandelt: 
[ok] =32T— FF. 


Indem man nun auf die entwickelten Formeln den Process 0 an- 
wendet, erhilt man folgende Tafel: 


[00] = F; | [HK] =— 2 F+4T? 
(127) (HH) = — 3 F +4327; [Ok] =— SF+43xT 
[KK] =—% F43S8xT— 47x?; [OH] =}? 


und insbesondere 

(128) éF=42?. 
Aus (127) folgt sofort: 

(129) Fya=G-F44228A4 4257 x2 24 4AT xd (2SET—4 TEM, 
Um nun F auch fiir xT -+ AP zu bilden, braucht man nur zu 
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beachten, wie F' sich aus © zusammensetzt, und an Stelle von © den 
Ausdruck 


, OeT+P) — R {G,,K —2G,,H+ G0} 
m setzen. Vergleicht man den so entstehenden Ausdruck mit F,,, 
so sieht man, dass er aus diesem hervorgehen muss, wenn man an 


Stelle von x*, xd, A? die Gréssen G,,, — G,., G,, setzt, an Stelle 
der Ausdriicke [90] die nach dem Schema von 


[99] = (#9'2)? 02072 


gebildeten setzt und endlich mit R? multiplicirt. Man hat also 2zu- 
nichst die Ausdriicke [@@] zu bilden. Nun entsteht [@@] aus 
8 = 0/7 u3, = (abu)? a,b,, wenn man die « durch Determinanten der 
#, x ersetzt und mit ©? multiplicirt. Dabei geht (abu) in ab, — bsaz 
iiber, und man hat also zunichst 


[99] = (ab. — be az)? O,2azbz , 


oder, wenn man Glieder vereinigt, welche durch Vertauschung von 
Buchstaben in einander iibergehen: 


[9d] = 2f- O2a3a,— 202 a?b2a,b, . 
Im ersten Theile rechts ist 
0? a2 a, = (abe) az beer = A; 
der zweite Theil giebt 
~ @2a,b,a2b2 = (acd) (bed) a? b? c,d, , 


also, wenn man a@ mit c und d vertauscht und 4 der entstehenden 
Ausdriicke einfiihrt: 


O?a,b,a2b2 = § (acd)a,b3c,d, {(bed)a, — (bad)c, — (bea)d,\ 


=} (acd) a,b3c,d,= af . 


Es wird also 
[oo] — *4/. 
Ausserdem bestimmen wir noch den Ausdruck [@x], welcher ebenso 
zunichst den Ausdruck 
[du] = 2/-K2a2a, — 2 K2a2b2a,b, 


annimmt. Hiebei ist 


K2a2a, = («Ba)? apa, = — 5A 4 7h (§ 8. F. 33) 
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K2a2b2a,b, = (aBa) (Bb) a2b2 «, B. 


z £& 2 x 2 
al Yon $9 4 SEP _ SBE (§ 13., F. 65), 


Demnach wird endlich 
[ex] = —§o+3Tf?. 

Aus den beiden soeben gebildeten Formeln erhalt man durch den 
Process 0, und indem man beachtet, dass dy = 0, folgende Tafel: 
| [to] = 474 (yx) =—$SL?+ 4 S+57f4 
Inn) =4¥+37°? [dx] =—$o+9T?v? 
[wx] =—$TA?+4S7O [Oy]—t4’°+4S/f?. 

In Folge dessen wird nun 
Fett?) = R? {G,? [xx] — 4 Gy, Gy. [xn] +2 Gy, Gyo [* 

+4G,,? [40] — 4 GG, [nO] + G,’ [oo)} 
=— 3 R’S,, ® wy 
oe T 

Gyf—G,,4 Gy° *t_24,, (7 af 


(130) 





. 


—*4) +4, (= Sf —*) 


8 T 1 
Grof—G,4 Gy-A—2G,,- af 4+ Gi, (qf —*) 


4R 
+ 3 





Bemerken wir, dass die Coefficienten von G,,, G,., G2. in der 
letzten Verticalreihe der Determinante aus G,, .etc. (94) entstehen, 
wenn man x durch A, 4 durch —/f ersetzt. Wenn wir also fiir den 
Augenblick z,, x, fiir x, 4 und y,, y, fiir A, —f schreiben, so wird 
die Determinante folgende bindre Bildung: 


— 929, (9 9 97 (9992 » 
oder, wenn wir das Symbol der Form 
h = (9' 9") 9.2922 =— 4 Sea 
einfiihren (B. F. p. 135) und bemerken, dass i verschwindet: 
— (gh) 93 9, h3h, . 
Betrachten wir nun die binire Form 
t= — 4 Tr = t$ = (gh) go? h; 
so folgt _ 
$42 = ™ §. g2h,h? +h 9,92 + 3 y29,h2 h,}. 
Nehmen wir nun hinzu, dass (B. F. p. 136) 
(gh) (Gehy — he Gy)? Gehz = (gh) gehs - (xy)? =0, 
so kénnen wir schreiben: 
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tht? = (gh) 929,h2h, , 
was bis auf’s Vorzeichen der gesuchte Ausdruck ist. Fihren wir nun 
wieder x, 4, A, —/f ein, so haben wir 


4 {7,47 —2 7, Af+ Tyf?} . 
Mithin hat man endlich 
(131) FOU?) = § BSy~+ 4 PR - {T,,A?—2 T,A4f + Tf} ; 


Um nun den Zusammenhang zwischen F' und ® nachzuweisen, 
gehen wir von der Definition von 9: 


®=M, —Ap 
aus und ersetzen zunichst TT und P durch ihre Werthe: 
T=SstT—TE, P=ITT—=x. 
Dann wird 
@=S8-M,—T.M,—T-Ap+ = -Ag. 





Die vier Ausdriicke A, A;, My, M, erhalten wir, wenn wir A, 
direct bilden und dann den Process 0 hinreichend oft anwenden. Da 
nach (113) 


T 
A=—3O9O,+ 5 %, 


so erhalten wir A,, indem wir rechts die x durch s ersetzen und mit 
u;? multipliciren. Daher ist 


Ay = 4 XT — § us? 0,0,u,? u,-? . 
Nun paar man den Term 0, Oy ws? u,? wu? durch 
$y Uy Us? {0,2 u,? + 0,2 u2 — (O,u — O,u,)?} ; 
und da nach (25) 0,?u,u9? = T, so wird dies 
XT — § (O,us — Oy us)? Uses Hs? . 
Ks entsteht aber (0, — O,-ts)? Usuy us? aus F. 90, 
(ss' x)? Ustty = K + 2 0, 
indem man die x durch die Determinante der 0, u ersetzt und mit 
y* multiplicirt. Daher ist 
(O, uy — Oytt,)? tvs? = [KO] + 5 [00], 
und indem man die Werthe (127) einfiihrt, erhilt man also: 
A, =4SF—52T. 


Indem man hierauf wiederholt den Process 0 anwendet, ergeben 
sich lineare Gleichungen, aus denen folgende Tafel berechnet wird: 





‘512 Curssca und Gorpan, Ueber cubische ternire Formen. 


sa 
M,— 7* =a hae 
A= 2 grt A r2 


M, = =. F4+737— $2 f 


Tragt man dies in den Ausdruck von ® ein, so ergiebt sich end- 
sae die Gleichung: 


=—-—2F47rt?—* 


OT es 
3 =T +.  . ) . 
durch welche ® auf F zuriickgefiihrt wird. 
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Das Problem der réumlichen Projectivitat*). 


Von Rup. Sturm in Darmstapt. 


Meiner friiheren Abhandlung iiber das Problem der ebenen Pro- 
jectivitit**) erlaube ich mir eine Fortsetzung in einer neuen Abhand- 
lung zu geben, die von dem Problem der réumlichen Projectivitit 
(Homographie) handelt. Unter diesem Probleme wird man in ahnlicher 
Weise das folgende (oder das reciproke) verstehen: 

Gegeben sind im Raume zwei Gruppen von gleich viel Punkten, 
welche einander entsprechend zugeordnet (homolog) sind, was durch glei- 
chen Index bezeichnet werden soll; solche entsprechende (correspondi- 
rende) Gerade zu finden, welche beziehlich mit den Punkten der einen 
und der andern Gruppe verbunden projectivische Ebenenwiirfe liefern, 
in denen die nach homologen Punkten gehenden Ebenen entsprechend 
sind, und die Vertheilung dieser Geraden im Raume zu ermitteln. 

Es ist ersichtlich, dass der Lésung dieses Problems die Einfiihrung 
der Liniengedmetrie mit ihren neuen Begriffen des Complexes und der 
Congruenz (Systems) vorhergehen musste. Bis zu zwei Gruppen von 
je 7 Punkten ist es schon in seinen Hauptsiitzen (Nr. 2, 8, 18, 29) 
von Herrn H. Miiller***) gelést worden; es ist meine Absicht, das- 
selbe eingehender zu behandeln und weiter zu fiihren. 

In der Bezeichnung soll an Folgendem durchweg festgehalten 
werden: Die Punkte der einen Gruppe heissen A;, ihre Verbindungs- 
geraden a;, == A;A; und ihre Verbindungsebenen «;;; = A;A; Aj; die 
Punkte, Verbindungs-Geraden und -Ebenen der andern Gruppe B;,, 
bi, Bixre Ein Punkt wird mit grossem lateinischen, eine Gerade mit 
kleinem lateinischen, eine Ebene mit kleinem griechischen Buchstaben 
bezeichnet. Alles, was durch die Buchstaben A, a, A, a, YA, bezeich- 
net ist, gilt als der ersten Gruppe zugeordnet oder im Raume (qa) be- 


*) Die Resultate dieser Abhandlung sind schon in den Nachrichten der Gét- 
tinger Gesellsch. der Wiss. 1873 Nr. 12 (21. Mai) mitgetheilt worden. 
**) Math. Annalen Bd. L., S. 533 (citirt mit ,,Eb. Proj.“). 
***) Math. Annalen Bd, I., 8. 413. 
Mathematische Annalen. VI. 
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findlich, alles durch B, b, B, B, B bezeichnete ist der zweiten Gruppe 
zugeordnet, befindet sich im Raume (6). Unter einer Gruppe Ary? 
oder aT. ist eine Gruppe von » — m Punkten A; oder B; zu ver- 
stehen, die aus einer Gruppe von » Punkten durch Weglassung der 
m Punkte A;, A;, A;.... oder B;, Br, By... entstanden ist; z. B. At, 
ist die Gruppe A,A,A,A,; laufen die Indices der Punkte einer Gruppe 
ohne Unterbrechung von 1 ab, so geniigt offenbar der obere Index. 


Wird im Folgenden nicht gesagt, in Bezug auf welches Gruppen- 
paar zwei Gerade a und 6 oder von ihnen erzeugte Gebilde sich cor- 
respondiren, so entsprechen sie sich in Bezug auf das umfangreichste 
im betreffenden Abschnitte betrachtete Gruppenpaar, welchem ja auch 
der Abschnitt stets besonders gewidmet ist. 

1. Die Richtigkeit folgender allgemeinen Siitze ist leicht einzu- 
sehen : 

Finer Geraden a, die durch einen Punkt A; geht, correspondiren 
in Bezug auf A"B" alle Geraden b, welche thr in Bezug auf Av-* Br 
entsprechen, weil die Ebene aA; unbestimmt ist und passend gewiilt 
werden kann; einer Geraden a;, correspondiren in Bezug auf A" B" alle 
Geraden b, welche ihr in Bezug auf Ar*, Br? entsprechen, weil aA, 
und aA, unbestimmt sind. 

Finer Geraden a, welche aj; trifft, correspondiren in Bezug auf 
A"B* alle Geraden b, die thr in Bezug auf At—'Br-' (oder Av—t, Br-*) 
entsprechen und der Geraden b;, begegnen, ohne durch B; (oder By) zu 
gehen, weil fiir die Gerade a und diese Geraden b stets sowohl die 
Ebenen aA; und aA,, als auch die Ebenen bB; und bB, identisch 
sind. Aehnliches gilt, wenn eine Gerade a mehrere Geraden a;, trifft. 


I. 


2. Wenn die beiden Gruppen A‘B* gegeben sind, so bilden alle 

Geraden b, welche einer Geraden a correspondiren, fiir die also 
b (B, B, B,B,) = a (A, A, A; A,) 

ist, einen Complex zweiten Grades 8*), denn die durch einen Punkt B 
gehenden bilden, wie leicht einzusehen, einen Kegel zweiter Ordnung. 
Dieser Complex ist der schon frither**) von Herrn Reye gefundene 
und nach ihm benannte, mit welchem sich auch die Herren Lie und 
Klein beschaftigt haben. Es ist durch Herrn Reye bekannt, dass 
die Geraden des Complexes von den Ebenen des Tetraeders B, B, B,B, 
- ebenfalls in lauter projectivischen Punktwiirfen geschnitten werden, 


*) Miiller a, a. O.; Reye, Journal fiir Mathem. Bd. 74, S. 10. 
**) Geometrie der Lage II, S. 117. 
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Das Problem der riiumlichen Projectivitit. 515 
so dass also zu demselben Complexe auch die reciproke Aufgabe fiihrt. 
Zu dem Complexe gehiren alle Geraden, welche durch einen der Punkte 
B; — die Hauptpunkte des Herrn Reye — gehen und alle Geraden 
in jeder der 4 Hauptebenen B;:. Beide Sorten Geraden bilden die 
singuliren Geraden des Complexes: in allen Ebenen, die durch einen 
Hauptpunkt gehen, zerfillt der Complex-Kegelschnitt in zwei Punkte, 
von denen der eine der Hauptpunkt selbst ist, der andere in der 
Gregen-Hauptebene liegt; fiir alle Punkte einer Hauptebene zerfillt der 
Complexkegel in die Hauptebene und eine durch den Gegen-Haupt- 
punkt gehende Ebene. Die Singularitiiten-Fliche des Complexes ist, 
wie bekannt, das Tetraeder der Hauptpunkte und Hauptebenen, wes- 
halb er der tetraedrale Complex genannt werden kann. Alle Com- 
plexkegel unsers Complexes gehen also durch die 4 Hauptpunkte, alle 
Complexkegelschnitte beriihren die 4 Hauptebenen. Die Benennung 
»Hauptpunkt“, ,,Hauptebene“, wozu wir ,,Hauptlinie® fiigen, soll auch 
fiir die umfangreicheren Gruppenpaare beibehalten werden und ebenso 
fiir die Gruppen in (a) gelten. . 

3. Es ist ersichtlich, dass die Gerade a selbst zu einem dhnlichen 
Complexe zweiten Grades UX gehirt, von welchem jede Gerade an die 
Stelle von a treten kann, ohne dass das Doppelverhiiltniss a (A,A,A,A,) 
== 4 und also auch der Complex 8 sich dndert. Dieser Complex % und 
seine Geraden mégen der Geraden a adjungirt und zwei solche zusam- 
mengehdrige Complexe migen analog heissen. Sie durchschneiden sich 
in einer Congruenz vierten Grades, in der sich offenbar die Kanten 
der 8 Complexkegel, welche ihren Scheitel in den 8 Hauptpunkten 
haben und_ je zum Complexe des andern Raumes gehéren, sowie die 
Tangenten der 8 Kegelschnitte befinden, welche in den 8 Hauptebenen 
liegen und je zu dem Complexe des andern Raumes gehéren, so dass die 
Hauptpunkte und Hauptebenen singulire Punkte und Ebenen der Con- 
gruenz sind. Jeder dieser Kegel enthilt die von seinem Scheitel aus- 
gehenden und jeder dieser Kegelschnitte beriihrt die in seiner Ebene be- 
findlichen Hauptlinien. Die Congruenz (2, 8) enthilt also alle Geraden, 
die sowohl mit A‘ als mit B‘ das Doppelverhiltniss 2 umfassen. Je- 
dem Werthe von 4 entspricht ein Complexpaar &%, 8 und eine Con- 
gruenz; alle Complexe 2 oder $ haben die Strahlenbiindel der Haupt- 
punkte und die Geradenfelder der Hauptebenen ihres Raums gemein. 
Die siimmtlichen Congruenzen (%, 8) erzeugen einen Complex vierten 
Grades, denn die Complexkegel aus einem Punkte P in beiden Com- 
plexbiischeln bilden zwei projectivische Biischel. 

Alle Geraden also des Rawms, welche mit A' je dasselbe Doppel- 
verhiltniss umfassen wie mit B', oder, was dasselbe ist, von den 4 
Hauptebenen « nach demselben Doppelverhiltnisse geschnitten werden, 
wie von den Hauptebenen £, bilden einen Complex vierten Grades; zu 


33* 
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demselben gehoren die Strahlenbiindel der 8 Hauptpunkte und die Fel- 
der der 8 Hauptebenen volistindig. 


4. Besonders interessante analoge Complexe & und 8 sind das * 


System der beiden linearen Complexe [a,,]*), [a,,] und das System 
der Complexe [6,,], [b,,] und die beiden ahnlichen Systempaare; denn 
z. B. einer Geraden a, welche a,, trifft, correspondiren alle Geraden, 
welche b,, oder b,, treffen. Die beiden genannten analogen Complexe 
durchschneiden sich in den 4 linearen Congruenzen [a,., 6,,] **), 
[@yo, 5; |, [@y4, D4] und [a,,, b,,]; also enthdlt der obige Complex 4. Gra- 
des 12 lineare Congruenzen. 

5. Seien A und B die Scheitel von Strahlenbiindeln; jedem 
Strahle a in A sind in diesem Biindel siimmtliche Kanten eines Ke- 
gels 2. Grades, zu dem er selbst gehért, — des einzigen Kegels 
2. Grades, der durch A* und a geht und A zum Scheitel hat —, ad- 
jungirt und im Biindel B entsprechen ihm alle Kanten eines Kegels 
2. Grades. Ein Schnitt durch eine beliebige Ebene fiihrt zu dem 
entsprechenden Resultate der ebenen Projectivitét***). Liegen A und 
B in zwei homologen Hauptebenen, welche den Hauptpunkten A; und 
B; bez. gegeniiber liegen, so ist jedem Strahle a von A in A ein 
(ihn selbst enthaltendes) ebenes Strahlbiischel, welcher in der Ebene 
(a, A;) liegt, adjungirt und demselben correspondirt im Biindel B ein 
ebenes Strahlbiischel, dessen Ebene durch B; geht, wobei von den in 
den Hauptebenen selbst liegenden Biischeln, welche die Complexkegel 
vervollstiindigen, abgesehen wird. 

6. Seien « und B zwei Ebenen, so sind jeder Geraden a von « 
in @ alle Tangenten eines Kegelschnitts, den sie selbst tangirt, — des 
einzigen in «, der a und die 4 Hauptebenen von (a) beriihrt — adjungirt 
und entsprechen in 6 die Tangenten eines Kegelschnitts. Gehen a und B 
durch zwei homologe Hauptpunkte A; und B;, so ist jedem Strahle 
von « in dieser Ebene ein (ihn enthaltendes) Strahlbiischel adjungirt, 
dessen Scheitel in der Gegen-Hauptebene von A; liegt, und es ent- 
spricht ihm ebenfalls in # ein Strahlbiischel, dessen Scheitel in der 
Gegen-Hauptebene von B)} sich befindet, wobei wiederum von den 
Strahlbiischeln (a, A;)+) und (8, B;), welche die Complexkegelschnitte 
vervollstandigen, abgesehen wird. ‘ 

7. Hat man endlich zwei ebene Strahlbiischel (A, «) und (B, £), 
so hat jeder Strahl des einen in demselben nur efhen adjungirten, im 


*) [ay] ist der Complex aller Geraden, welche aj, treffen. 

**) [a,2, by] ist die Congruenz, welche ajo, bye 2 zu Directricen hat. 
*#*) Eb. Proj. Nr. 1, 

+) Das in @ liegt und seinen Scheitel in A, hat. 
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andern zwei correspondirende Strahlen, so dass sich in (A, a) und 
(B, B) zwei projectivische Involutionen ergeben. : 


Il. 


8. Wir haben zwei Gruppen A®B® mit je 5 Punkten. KEiner Ge- 
raden a correspondirt in Bezug auf A‘B* und ebenso in Bezug auf 
A,‘B,! je ein Complex 2. Grades. Die Congruenz 4. Grades, welche 
beiden gemeinsam ist, zerfallt in die 3 Strahlenbiindel B,, B,, B,, 
das Geradenfeld in £;,, und also noch eine Congruenz* 1. Ordnung, 
3. Classe, welche letztere — von der Art der Gruppirung unabhingig 
— diejenigen Geraden } enthilt, welche der a in Bezug auf A’ B® 
correspondiren, fiir welche also 


b (B, B, B, B,B;) = a (A, A, A;A,A,). 


Sei b irgend eine dieser correspondirenden Geraden, so giebt es, 
wie man weiss, nur eine cubische Raumcurve B®, welche durch die 5 
Punkte B; geht und b zur Sehne hat; nun ist es eine bekannte Ei- 
genschaft der cubischen Raumcurve, dass alle Sehnen mit 5 festen 
Punkten derselben immer projectivische Ebenenwiirfe bilden; da nun 
durch jeden Punkt des Raums — der nicht auf der Curve liegt — 
stets eine Sehne der Curve geht und in jeder Ebene 3 Sehnen liegen, 
so ergiebt sich, dass unsere obige Congruenz 1. Ordnung, 3. Classe 
das Sehnensystem von B® ist. Durch jeden Punkt von B® geht nun 
nicht blos eine correspondirende, sondern einfach unendlich viele (co'), 
die einen Kegel 2. Grades bilden; fiir die 5 Hauptpunkte B; ist es der 
Complexkegel aus B; in dem Complexe, welcher der Geraden a in 
Bezug auf A,‘ B,‘ correspondirt. 

Also jeder Geraden a entsprechen in Bezug auf A°’ B® alle Sehnen 
einer cubischen Rawmcurve B®, welche durch die 5 Hauptpunkte B, 
geht*), und ersichtlich sind thr alle Sehnen einer durch die 5 Punkte 
A; gehenden cubischen Raumcurve adjungirt — der einzigen, welche 
dirch die A; geht und a zur Sehne hat. 

9. Je zwei solche analoge cubische Raumcurven haben 10 Sehnen 
gemein**); also giebt es 10 Gerade, welche mit A® und mit B® Wiirfe 
bilden, welche dem Wurfe aA® projectivisch sind. 

Fiir die beiden Gruppen A‘B* ergab sich ein Complex 4. Grades, 
dessen Gerade mit A‘ dasselbe Doppelverhiltniss umfassen, wie mit B*; 
die beiden Gruppen A,‘B,* liefern einen ahnlichen Complex. Die Con- 


gruenz, in der sich beide durchschneiden, enthilt die 6 Strahlenbiindel 


*) Miller a. a. 0. Diese Curven sind die Reye’schen Ordnungscurven im 
Complexe 2. Grades der viergliedrigen_ Gruppen. 
**) Sturm, Annali di Matematica Ser. II., T. III, 8. 28, 
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A, A,A;B,B,B,, die beiden Geradenfelder «,,,, B,.; und die 3 linea- 
ren Congruenzen [a@,, b;.], [4;3, 0,3], [@o3, 423]; es bleibt also eine 
Congruenz 7. Ordnung, 11. Classe tibrig. Diese besteht aus denjenigen 
Geraden des Rawms, bei welchen je der mit A® gebildete Ebenenwurf 
dem mit B° gebildeten projectivisch ist. Die 20 Geraden a;,, ;, gehi- 
ren ersichtlich zu dieser Congruenz und jeder der 10 Hauptpunkte 
sendet zu derselben einen Kegel 4. Ordnung, welcher durch die 4 an- 
deren Hauptpunkte desselben Raumes geht. 

Von dieser Congruenz befindet sich in jeder Hauptebene ein Bii- 
schel, dessen Scheitet der Punkt ist, in dem die Ebene von der homolo- 
gen Geraden der Gegen-Hauptgeraden getroffen wird; z. B. in ej, der 
Punkt (a,.,, b,;). Von den 4 Kanten, in denen der Kegel aus A, 
durch die Ebene «,,, geschnitten wird, sind zwei die Hauptlinien a,,, 
@,3, die beiden andern gehen nach den Spuren der Geraden b,,, b,;; 
die letztere gehért zu-dem eben erwihnten Biischel. 


10. Seien A und B wieder die Scheitel zweier Strahlenbiindel: 
jeder Strahl a von A hat in A im Allgemeinen keinen adjungirten 
Strahl, in B dagegen stets einen und im Allgemeinen nur einen cor- 
respondirenden: es findet also zwischen den beiden Biindeln A und B 
eine eindeutige Beziehung statt. Eine Ausnahme wird durch die beiden 
Curven 3. Ordnung A* und B® bewirkt, welche durch A® und A, bez, 
B> und B gehen: allen durch A(B) gehenden Sehnen von A? (B?) 
correspondirt die eine Sehn@, welche aus B(A) an die analoge Curve 
von A* (B*) geht; falls nicht etwa gerade die beiden Curven (A®, A) und 

(B®, B) selbst analog sind. 


11. Liegen die beiden Scheitel A und B auf zwei homologen 
Hauptlinien, z. B. auf a,, und b,,, so sind je zwei Kegel in den Biin- 
deln A und B, welche in Bezug auf A‘B* analog sind (Nr. 5.), auch 
analog in Bezug auf A°B° (Nr. 1.). Die cubische Raumcurve, deren 
Sehnen einer Geraden a, welche a,; trifft, adjungirt sind, zerspaltet 
sich in die Gerade a,, und den Kegelschnitt, der in «,., durch A,, 
A,, A, und die Spuren von a und a,, geht; die analoge in b,, und 
den Kegelschnitt in #,,,, der durch B,, B,, B, und (8,5, b,;) gehend 
mit diesen Punkten dasselbe Doppelverhiltniss umfasst, wie der erstere 
mit den 4 homologen. Ueber diesen beiden Kegelschnitten stehen die 
oben genannten Kegel, wenn a zu dem einen gehort. 

Zu den correspondirenden Geraden einer Geraden a, welche eine 
Hauptlinie a; trifft, gehiren also auch alle Geraden in der Haupt- 
ebene, welche im vollstiindigen riiumlichen Fiinfecke der Punkte B; der 
homologen Kante b:x gegeniiber liegt, weil sie simmtlich Sehnen des 
Kegelschnitts in dieser Hauptebene, als des einen Theils der cubischen 
Raumcurve, sind; die iibrigen correspondirenden Geraden stiitzen sich 
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einmal auf b;, und einmal auf diesen Kegelschnitt, und bilden also 
eine Congruenz 1. Ordnung und 2. Classe, 

Wenn eine Gerade a zwei Hauptlinien trifft, die keinen Index 
gemein haben, z. B. a,,, a3,, so zerfallt die correspondirende Con- 
gruenz in die beiden Geradenfelder B,.,, B3,, und die lineare Con- 
gruenz [b,., b,,]; die cubische Raumeurve besteht aus den 3 Geraden 


Dio, Bg, umd (Byo;, Bgq5)- 


12. Seien (A, a) und (B, B) zwei ebene Strahlbiischel: suchen 
wir, wie viele Strahlen von (A, a) ihre correspondirenden in (B, B) 
haben. In Bezug auf A‘B* erhailt man nach Nr. 7. zwei projecti- 
vische Involutionen in den beiden Biischeln, und ebenso in Bezug 
auf A,‘B,*: jedem Strahle b von (B, §) entsprechen in Bezug auf 
A‘B* zwei Strahlen a in (A, a) und jedem dieser 2 Strahlen b’ in 
Bezug auf A,‘B,‘; also jedem Strahle 6 entsprechen 4 Strahlen b’ 
und ersichtlich auch umgekehrt; von den 8 Coincidenzstrahlen liegen 
3 in den Ebenen B (b,., ,3, bo3), welche den Strahlen von (a, A) 
in den Ebenen A (4,5, 43, G3) in Bezug auf beide Paare vier- 
gliedriger Gruppen entsprechen, ohne jedoch Projectivitat in Bezug 
auf A® B® zu bewirken; die 5 andern Strahlen von (BL, £) entsprechen 
dagegen ihren correspondirenden in (A, @) auch in Bezug auf die voll- 
stindigen Gruppen. 

Die Strahlen b, welche den Strahlen eines ebenen Biischels (A, «) 
correspondiren und im Biindel B sich befinden, erzeugen einen Kegel 
5. Ordnung. 

Da derselbe wegen seiner eindeutigen Beziehung zu (4, «) vom 
Geschlecht 0 sein muss, so hat er 6 Doppelkanten; dies sind die 5 
Geraden BB; und die Sehne aus B an die analoge Curve der Curve 

= (A*, A). Jeder der Geraden BB; correspondirt nach Nr. 1. ein 
Complex 2. Grades (der ihr in Bezug auf A;‘B;‘ correspondirt), welcher 
2 Strahlen in (A, «) liefert; der zuletzt genannten Sehne correspondiren 
alle Sehnen von A’, unter denen 2 in (A, «@) sich befinden. 


13. Werden beide Strahlenbiindel durch eine Ebene durchschnit- 
ten (oder auch durch zwei verschiedene), so erhilt man den Satz der 
ebenen Projectivitit*). In dieser Ebene liegen zwei eindeutig auf 
einander bezogene Punktsysteme: jeder geraden Punktreihe entspricht 
eine Curve 5. Ordnung; alle Curven 5. Ordnung haben 6 Doppelpunkte 
gemein. Folglich giebt es 5-+-2—7 vereinigte entsprechende Punkte **). 
Lassen wir A und B in den Punkt P zusammenfallen, so erhalten wir 


*) Eb. Proj. Nr. 10. 
**) Cremona, Sulle trasformazioni instill nelle figure piane Nota II 
Nr. 29. (Memorie dell’ Istituto di Bologna ser. II. t. V.) 
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die 7 durch P gehenden Geraden, bei denen der nach A> gehende 
mit dem nach B® gehenden Wurfe projectivisch ist (Nr. 9.). 

Zugleich ist das Resultat gewonnen : 

Die Sehnensysteme, welche den Geraden eines ebenen Strahlbiischels 
(A, a) entsprechen; bilden einen Complex 5. Grades; derselbe enthiilt alle 
5 Strahlenbiindel B; und das Sehnensystem derjenigen Curve doppelt, 
welche der durch A und A® gehenden analog ist; die Geradenfelder 
der 10 Ebenen Bx; gehiren zu ihm einfach, sie entsprechen den 10 
Strahlen von (A, «), welche die Hauptlinien a;, treffen (Nr. 11.). 

Geht das Strahlbiischel (A, a) durch einen Hauptpunkt A;, so 
zerfallt der entsprechende Complex 5. Grades in einen Complex 2. Gra- 
des, welcher der Geraden A.A; allein correspondirt (Nr. 1.), und einen 
Complex 3. Grades, in welchem nur noch das Biindel des homologen 
Hauptpunktes doppelt ist. 

Enthalt « zwei Hauptpunkte A; und A;, so besteht der Complex 
aus den beiden Complexen 2. Grades, die den Geraden A.A; und A.A; 
entsprechen, und dem linearen Complexe [b;,], weil alle Strahlen von 
(A, «) der a;, begegnen. 

Fallt endlich (a, A) in eine Ebene «;;;, so wird der ‘entsprechende 
Complex unbestimmt; jeder Geraden des Biischels correspondiren alle 
Geraden, welche die Gegenkante der homologen Ebene £,;; im voll- 
stindigen raumlichen Fiinfecke der Punkte B; treffen. 

14. Es seien @ und f# zwei Ebenen als Trager von Geradenfel- 
dern; jede Gerade a in @ hat in dieser Ebene noch zwei adjungirte 
Geraden und in § drei correspondirende: die Sehnen der correspondi- 
renden Raumcurve. Beschreibt a ein Strahlbiischel (A, «), so umhiillt 
dieses Tripel eine Curve 5. Classe: die Complexcurve des Complexes, 
der der Biischel (A, «) entspricht. Die Sehnen derjenigen Curve, 
deren analoge durch A geht, beriihren alle drei die Curve 5. Classe 
doppelt. 

15. Wepn @ und B durch zwei homologe Hauptpunkte A;, B; 
gehen, so entsprechen sich, wird von den durch die Hauptpunkte 
gehenden Geraden abgesehen, die beiden Geradenfelder eindeutig. 

Gehen a und # durch zwei homologe Haupilinien , z. B. ay, und 
b,;, 80 ist jedem Strahle a der Ebene a, weil sie durch A, geht, in 
dieser Ebene in Bezug auf A‘B‘ ein Strahlbiischel adjengixt, dessen 
Scheitel der Punkt (a, @,,,) ist, und ein Strahlbiischel mit dem Schei- 
tel in fy, entspricht ihr (oder auch dem Biischel) in der Ebene 8, 
weil. dieselbe durch B, geht (Nr. 6.); beide Biischel correspondiren sich 
auch in Bezug auf A®B® (Nr. 1.). 

16. Diejenigen correspondirenden Geraden der Strahlen zweier Bii- 
schel (A, a) und (A’, a’), welche sich im Biindel B befinden, erzeugen 
2 Kegel 5. Ordnung; dieselben haben ausser den 5 Doppelkanten BB; 
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noch 5 Kanten gemein; im Allgemeinen gehort. nun jede Gerade 6 nur 
zu einem Sehnensystem; also sind die beiden Geraden in (A, «) und 
(A’, «’), welche jeder dieser letzteren 5 Kanten entsprechen, adjun- 
girt; die Sehnensysteme also, welche den Strahlen eines ebenen Strahl- 
biischels adjungirt sind, bilden einen Complex 5. Grades, zu dem natiir- 
lich das Biischel mit gehirt. Die correspondirenden Geraden der Strah- 
len von (A, a) und (A’, a’), welche in 6 liegen, hiillen 2 Curven 
5. Classe ein: gemeinsam sind diesen beiden Curven die fiinfmal je 
3 Geraden, welche den 5 Paaren adjungirter Strahlen in (A, a) und 
(A’, «’) correspondiren, und die Schnittgeraden von B mit den 10 
Hauptebenen f;,;; jede von letztern entspricht denjenigen beiden — 
im Allgemeinen nicht adjungirten — Strahlen der beiden Biischel, 
welche die homologe Hauptlinie der Gegenkante der Ebene £,,, tref- 
fen (Nr. 11.). 

17. Wenn man die cubischen Raumcurven B*, deren Sehnen- 
systeme den Strahlen eines ebenen Strahlbiischels (A, a) correspondi- 
ren, betrachtet, so kann man nach der von ihnen erzeugten Flache 
fragen; sei also b irgend eine Gerade des Raumes (5), so ist zu ermit- 
teln, wie viele unter den Curven B* dieselbe treffen. Legt man durch 
b irgend eine Ebene 8, so umhiillen die in ihr befindlichen Sehnen- 
dreiecke, die den Strahlen von (A, «) correspondiren, eine Curve 
5. Classe. Wie oft fillt eine Ecke eines dieser Dreiecke auf die Ge- 
rade 6? Es erhellt, dass die Beantwortung dieser Frage von der all- 
gemeinen Lage der Ebene 6 unabhingig ist; legen wir dieselbe durch 
einen Hauptpunkt, z. B. B,, so zerfallt die Curve 5. Classe in das 
doppelte Strahlbiischel B, und eine Curve 3. Classe B, (Nr. 13.) und 
je zwei Seiten des Sehnendreiecks gehéren zu B,, die dritte tangirt £;. 
Durch jeden Punkt B’ auf b gehen 3 Tangenten von #,, denen je 
zwei Strahlen von B, entsprechen, welche } in 6 Punkten B” treffen. 
Jeder Punkt B” liefert einen Strahl von B,, dem, weil er eben durch 
den Hauptpunkt B, geht, tiberhaupt ein ganzer Complex 2. Grades, 
in (A, @) also zwei Strahlen entsprechen, und jedem dieser entspricht 
eine Tangente von f,, welche also einen Punkt B’ liefert. Jedem B’ 
entsprechen demnach 6 B”, jedem B” 2 B’; also giebt es 8 Coinci- 
denzen. Durch den Punkt B, selbst gehen 3 Tangenten von f,; die 
beiden Strahlen von B,,. die jeder dieser Tangenten entsprechen, kén- 
nen nun nicht beide von derselben verschieden, weil sonst sich alle 
3 Ecken des Sehnendreiecks in B, vereinigen wiirden, was im Allge- 
meinen nicht der Fall ist (die dem Sehnendreiecke zugehérige Raum- 
curve wiirde die Ebene # in B, osculiren); vielmehr fallt jede der 3 
Tangenten von f,, die durch B, gehen, mit einem ihrer entsprechen- 
den Strahlen von B, zusammen (die cubische Raumcurve wird in B, 
von f tangirt und ihre Tangente ist der andere Strahl von B,, wih- 


¢ 
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rend die zusammengefallenen Sehnen den Beriihrungspunkt mit dem 
dritten verbinden); es vereinigen sich auf diese Weise dreimal zwei 
entsprechende Punkte B’ und B”, ohne dass dadurch ein Punkt der 
cubischen Raumcurve auf } zu liegen kommt. Folglich wird 6 von 
5 eubischen Raumcurven getroffen, deren Sehnensysteme den Strahlen 
von (A, @) correspondiren. Daraus geht hervor, dass die von allen cu- 
bischen Raumcurven, deren Sehnensysteme den Strahlen von (A, «) cor- 
respondiren, erzeugte Fiche 5. Ordnung ist. 

Ferner legt man durch jeden Punkt von b die Curve B® und zieht 
aus A jedesmal an die analoge Curve A*® die Sehne, so erzeugt diese 
einen Kegel 5. Ordnung, da 5 Gerade in (A, a) liegen. Und: die Seh- 
nensysteme aller dieser Curven A®* bilden einen Complex 5. Grades. 


Ill. 


18. Wir gehen zu 2 Gruppen von je 6 Punkten iiber: A® B®. 
Einer Geraden a correspondirt in Bezug auf A>B* das Sehnensystem 
einer cubischen Raumcurve B® und ebenso in Bezug auf A,°B,° das 
Sehnensystem einer Curve B,°. Beide Curven gehen durch B, B, B, B,. 
Sei b die Sehne von B*, welche von einem Punkte von B,*, und }, 


die Sehne von B,*, welche von einem Punkte von B* ausgeht; er- 
sichtlich ist 


b (B, B, B;B,) — b, (B, B,B, B,), 


= a (A, A,A,A,). 
Also gehéren } und 6, zu der einen Schaar eines Hyperboloids, das 
durch die Punkte B,B,B,B, geht und jeder der beiden cubischen 
Raumeurven in 7 Punkten begegnet, mithin dieselben und also auch 
B, und B, enthalt; b und 6, sind Sehnen von beiden Curven, dem- 
nach sind es alle Geraden derselben Schaar, folglich beiden Sehnen- 
systemen gemeinsam. 

Der Geraden a correspondiren mithin in Bezug auf A®B® alle Ge- 
raden der einen Schaar eines Hyperboloids 8? (einer Regelschaar, wie 
wir von jetzt ab sagen wollen), das durch die Punkte B® geht*), und 
natiirlich ist ihr eine ebensolche Regelschaar YX, die durch A® geht, 
adjungirt — die einzige, welche durch A® geht und a enthilt. Bei 
der bekannten Higenschaft des Hyperboloids war dies Resultat voraus- 
zusehen,. 


weil beide 


19. Zwei solche analoge Regelschaaren haben im Allgemeinen 
keine Geraden gemein; unter den co* Regelschaarpaaren wird es aber 
gewiss solche geben, welche gemeinsame Geraden besitzen. Diese ge- 


*) Miller a, a. O. 
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meinsamen Geraden sind dann solche, welche je mit A® und B® projec- 
tivische Ebenenwiirfe bilden. Dieselben erzeugen eine Regelfliche, deren 
Grad auf folgende Weise ermittelt worden ist: Es ist aus Nr. 9. zu 
entnehmen, dass durch jeden der 12 Hauptpunkte A; urd B; 7 solche 
Gerade gehen, folglich sind diese Punkte 7-fache Punkte der gesuch- 
ten Flache. Ferner ist: in jeder Hauptebene, z. B. @,,,, die Schnitt- 
linie mit £,,, eine Gerade dieser Fliche, so dass z. B. as, von 4 der- 
artigen Geraden getroffen wird, niimlich von (@,;4, Bos,), (G56) Biss)» 
(G56 Bios)» (@456> Bios) Sehen wir zu, wie viele Geraden der Fiche 
einer Hauptlinie begegnen und nicht durch einen der beiden Haupt- 
punkte gehen oder in einer der 4 Hauptebenen liegen; solche Gerade 
miissen auch die homologe Hauptlinie treffen. In der bei zwei Grup- 
pen A°B® erhaltenen Congruenz 7. Ordnung und 11. Classe (Nr. 9.) 
bilden die Geraden, welche a;, begegnen, ohne durch A, zu gehen, 
eine Regelfliche 14. Grades, fiir welche die Leitgerade a,, eine 7-fache 
Gerade und der Punkt B, 4-fach ist (es ist der zur Congruenz gehd- 
rige Kegel 4. Ordnung mit dem Scheitel A, abzuziehen); sie wird also 
von 6;, ausserhalb B, noch 10 mal getroffen. Die getroffenen Gera- 
den sind die gesuchten; folglich ist die betrachtete Fliche vom Grade 
2-7+4-+ 10 = 28. 


20. _ Geht die Gerade a durch einen Hauptpunkt A;, so correspon- 
dirt thr nicht blos eine Regelschaar, sondern ein Sehnensystem [B*), 
dasjenige namlich , das ihr in Bezug auf A;°B,* entspricht, und adjungirt 
ist ihr das analoge Sehnensystem [A*], jedoch nicht so, dass auch 
allen Geraden des einen alle Geraden des andern correspondiren, son- 
dern jeder der co! die a enthaltenden Regelschaaren — die das Sy- 
stem [A‘] erschépfen — entspricht eine besondere Regelschaar; diese 
co! correspondirenden Regelschaaren fiillen das System [B*] aus, 

Einer Hauptlinie correspondirt ein ganzer Complex 2. Grades, 
welcher durch die co? Regelschaaren ausgefiillt wird, welche den oo? 
die Hauptlinie enthaltenden Regelschaaren analog sind. , 

21. Durch die 6 Hauptpunkte jedes Rawmes geht eine cubische 
Rauwmeurve %,> resp. B,3. Allen co? Sehnen derselben correspondirt 
im andern Raume nur eine Regelschaar 8%, %?. 

22. Seien A und B wieder zwei Scheitel von Strahlenbiindeln, 
so ergiebt sich mit Hiilfe eines ebenen Schnitts aus dem Probleme der 
ebenen Projectivitit*), dass nicht jedem Strahle von A ein Strahl von 
B correspondirt, und diejenigen Strahlen von A, welche entsprechende 
in B haben, einen Kegel 3. Ordnung a* (ohne Doppelkanten), die ent- 
sprechenden einen ebensolchen b* bilden. Der erstere geht durch die 


*) Eb. Proj. Nr. 14. 
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§ Geraden AA;, der letztere durch die Geraden BB;; denkt man sich 
durch die 5 Punkte Aj und durch A, bez. durch B;> und B die cv 
bische Raumcurve A;,*, bez. B® gelegt und von B, resp. A an die 
_ analoge Curve von A,’, resp. B;> in Bezug auf AB, die Sehne ge- 
zogen, so gehort dieselbe zu b* bez. a’, was fiir jeden der analogen 
Kegel in den Biindeln A und B noch 6 Kanten giebt. 

Die Regelschaaren also, welcne den siimmtlichen Strahlen eines 
Biindels A correspondiren, erzeugen einen Complex 3. Grades. Zu die- 
sem Complexe gehirt, weil aus jedem A eine Sehne an %,° geht, die 
ganze Regelschaar B* (liegt etwa A auf %,°, so entspricht der Regel- 
schaar ¥? nicht blos eine Gerade in A, sondern ein ganzer Kegel 
2. Grades); ferner alle 6 Strahlenbiindel B; und zwar einfach, und die 
Sehnensysteme der 6 Curven, welche den Rawmcurven A = (A, A*) 
in Bezug auf A5B® analog sind (letztere correspondiren iibrigens 
den Geraden A A;). In dem eben erwihnten speciellen Falle, wo A 
auf %,* liegt, fallen alle 6 Curven A;* in diese Curve zusammen; ihre 
analogen bleiben jedoch verschieden. 

23. Die Complexe 3. Grades, welche zwei verschiedenen Strah- 
lenbiindeln A und A’ correspondiren, haben ausser den 6 Strahlen- 
biindeln B; noch eine Congruenz 3. Ordnung und 9. Classe gemein. 
Die Regelschaaren %?, welche gleichzeitig durch A und A’ gehen, 
bilden ein Hyperboloidbiischel, so dass diejenigen Geraden derselben, 
welche durch A bez. A’ gehen, je einen Kegel 3. Ordnung erzeugen. 
In diesen beiden Kegeln ist je eine Gerade des einen und eine des 
andern adjungirt und je zwei solchen adjungirten Geraden correspon- 
dirt eine Regelschaar in der Congruenz 3. Ordnung 9. Classe. Die 
adjungirten Geraden’ der Strahlen eines Strahlenbiindels bilden einen 
Complex 3. Grades; sie sind ja die simmtlichen Geraden der Flachen des 
Netzes 2. Ordnung, welches durch die A® und den Biindelscheitel A 
constituirt wird*). 

24. In einem ebenen Strahlbiischel (A, «) befinden sich 3 Strah- 
len, welche correspondirende in B haben, namlich die 3 Strahlen 
(a, a*); die Regelschaaren also, die den Strahlen eines ebenen Biischels 
(A, «) entsprechen, erzeugen eine Congruenz 3. Ordnung. 

25. (A, «) sei ein ebenes Strahlbiischel, das durch einen Haupt- 
punkt A;, z. B. A,, geht; B irgend eine Ebene. Diejenigen Strahlen 
in B, welche den Strahlen von (A, @) in Bezug auf A® B® correspondi- 
ren, hiillen — abgesehen von dem Kegelschnitte, welcher allein dem 
Strahle AA, entspricht, — eine Curve 3. Classe B, ein (Nr. 13.), und 
ebenso diejenigen, welche in Bezug auf A,°B,° entsprechen, — wie- 


*) Sturm, Journal fiir Math. Bd. 70, S. 217. 
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derum abgesehen von einem gewissen Kegelschnitte — eine Curve 
3. Classe B,'. Die beiden Curven f, und £8,’ haben ausser den 3 Ge- 
radén (8, Bios), (B, Bios), (B, Byg;) noch 6 Tangenten gemein. Wih- 
rend jene 3 Geraden in Bezug auf A°B® den Strahlen von (A, a), 
welche b,,, b,,, 5,,, und in Bezug auf A,°B,° denjenigen entsprechen, 
welche b,,, 34, bo, treffen (Nr. 13.), correspondirt jede der 6 andern 
in Bezug auf beide Gruppenpaare, also auch in Bezug auf A® B® der 
nimlichen Geraden von (A, «); denn der Complex 2. Grades, der je- 
der von ihnen in Bezug auf A‘B* entspricht, hat mit (A, «) ausser 
AA, nur einen Strahl gemein. Wiirde statt des durch A, gehenden 
Biischels ein beliebiges genommen, so wiirde sich in aihnlicher Weise, 
wie beim Probleme der ebenen Projectivitit*), eine Zweideutigkeit an 
dieser Stelle ergeben haben. In dem Strahlbiischel (A, a) giebt es also 
6 von AA, verschiedene Strahlen, deren entsprechende in Bezug auf 
A®°B® in B liegen; von den entsprechenden des Strahls AA, liegen 3 
in B (Nr. 20.). Mithin erzeugen diejenigen Strahlen eines Biindels A, 
welche ihre correspondirenden in B haben, einen Kegel 9. Ordnung, wel- 
cher die 6 Geraden AA; zu dreifachen Kanten hat; die correspondiren- 
den selbst umhiillen die in B befindliche Curve 3. Classe des Complexes, 


der dem Biindel A entspricht. Kegel und Curve miissen wegen der 


eindeutigen Beziehung ihrer Geraden vom nimlichen Geschlechte sein. 
Die Curve 3. Classe besitzt keine Doppeltangenten, denn so lange A 
sich nicht auf der Flache 4. Ordnung der Scheitel der.durch A® gehen- 
den Kegelschaaren (2. Grades) befindet, giebt es im Biindel A keine 
adjungirten Geraden. Folglich muss der Kegel vom Geschlechte 1 
sein, hat algo ausser den 6 dreifachen Kanten noch 9 Doppelkanten; 
d. h. es giebt in A 9 Gerade, welche 2 correspondirende in f haben, 
deren correspondirende Regelschaar also eine Kegelschaar ist, welche 
ihre Spitze in 6 hat. Die Curve der Spitzen der Kegelschaaren, welche 
der dem Biindel A entsprechende Complex 3. Grades enthiilt, ist 9. Ord- 
nung, wahrend die Kegelspitzencurve des Complexes, welcher dem 
Biindel A adjungirt ist, von der 6. Ordnung ist, da die Regelschaaren 
dieses Complexes ein Netz bilden. 


26. Der Complex der Geraden, welche den Geraden einer Ebene 
a (oder B) in Bezug auf A°B® correspondiren, ist 9. Grades, denn 
durch jeden Punkt B (oder A) geht ein Kegel 9. Ordnung von solchen 
Geraden. Zu diesem Complexe gehirt die Regelschaar %* dreifach, 
denn 3 Sehnen von %,° (Nr. 21.) liegen in a; ebenso die ganzen 6 
Strahlenbiindel B; dreifach, denn von dem Sehnensysteme, das jedem 
Strahle dieser Biindel correspondirt, befinden sich 3 Sehnen in a; der 


*) Eb. Proj. Nr. 12, 
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Complex enthilt ferner die vollstiindigen Geradenfelder der 20 Haupt- 
ebenen B;x:; denn es lisst sich leicht einsehen, dass z. B. jeder Gera- 
dem von @,,, jede Gerade von B,,, correspondirt. Endlich befinden'sich 


in diesem Complexe noch oo' doppelte Regelschaaren: es giebt nimlich’ 


co! Kegelschaaren durch B®, welche ihre Spitze in @ haben (der Ort 
dieser Spitze ist bekanntlich eine Curve 4. Ordnung) und von jeder 
dieser Kegelschaaren enthiilt « zwei Gerade, denen dieselbe Regel- 
schaar entspricht. Die von den co' doppelten Regelschaaren gebildete 
Congruenz ist 9. Ordnung; was aus dem Satze von Nr. 25. einleuchtet, 
dass es 9 Gerade durch einen Punkt B giebt, denen Kegelschaaren 
mit in @ befindlicher Spitze entsprechen. 

Die Kanten stimmtlicher Kegel (2.Grades), die durch A® gehen, bilden 
einen Complex 6. Grades, denn der Complexkegel aus einem Punkte A 
ist derjenige Kegel, welcher die Kegelspitzencurve 6. Ordnung des Fli- 
chennetzes (A°A) aus A projicirt. Zu diesem Complexe gehiren die 
6 Biindel A; und das Sehnensystem der Curve %,° zweifach (denn die 
6 Geraden AA; und die Sehne aus A an %,* sind Doppelkanten des 
eben erwihnten Kegels*); iibrigens ist auch leicht einzusehen, dass 
jede dieser Geraden Kante von 2 Kegeln ist) wnd die Geradenfelder 
der 20 Ebenen ax:. Die Kegelkanten also, die in einer Ebene « lie- 
gen, umhiillen eine Curve 6. Classe, welche die Schnittlinien von « 
mit allen 20 Hauptebenen beriihrt; die Geraden a in a, deren corre- 
spondirende in £ liegen, umbiillen eine Curve 9. Classe, welche eben- 
falls diese Linien beriihrt. Beide Curven haben also ausser diesen 20 
Tangenten noch 34 gemein, welche zu je zweien demselben Kegel an- 
gehoren und also 17 Doppeltangenten der Curve 9. Classe der corre- 
spondirenden Geraden in # liefern. Das sind die in £ befindlichen 
Geraden der doppelten Regelschaaren des Complexes 9. Grades, der dem 
Geradenfelde von «, entspricht. Folglich ist die Congruenz derselben 
17. Classe. 

Zugleich ist der Satz gewonnen: die Curve der Spitzen der Kegel- 
schaaren, welche sich in diesem Complexe befinden, ist 17. Ordnung. 

Es giebt ferner unter den Kegelschaaren durch A®, welche ihre 
Spitze auf « haben, 4, deren Kegel-die Ebene « beriihrt; mithin be- 
finden sich unter den doppelten Regelschaaren der Congruenz 9. Ord- 
nung 17. Classe, welche dem der Ebene « entsprechenden Complexe 9. 
Grades angehirt, 4 cuspidale Regelschaaren, d. h. fir den Complex- 
kegel eines Punktes auf einer Geraden einer dieser Schaaren oder fiir 
die Complexcurve einer Ebene durch eine solche Gerade ist letztere 
eine Cuspidalkante bez. Wendetangente. 


*) Eb. Proj. Nr. 30. 
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27. Wenn die Ebene a durch einen Hauptpunkt, z. B. A,, geht, 
so entspricht dem Strahlbiischel (A,, «) allein ein Complex 5. Grades, 
der die Biindel B, B, B, B,.B, doppelt enthilt, ebenso das Sehnen- 
system der in Bezug auf A,°B,° analogen Curve der Curve %,* (Nr. 13.); 
es bleibt also als eigentliches der Ebene «@ entsprechendes Gebilde ein 
Complex 4. Grades, welcher das Biindel B, dreifach, die eben erwihn- 
ten 5 Biindel und das Sehnensystem nur einfach enthiilt. 

Enthilt « zwei Hauptpunkte, z. B. A,, A,, so besteht der Com- 
plex 9. Grades aus dem Complexe 2. Grades, welcher der Hauptlinie 
a. allein correspondirt, aus den beiden Complexen 3. Grades, welche 
den Strahlbiischeln (a, .4,) und (a, A,) entsprechen (Nr. 13.), und dem 
linearen Complexe [b,,], welcher eigentlich der Ebene « correspondirt. 

Ist « eine Hauptebene, z. B. a,.3, so haben wir zuniichst 3 Com- 
plexe 2. Grades, den Geraden a,,, a3, @, zugehérig, und 3 lineare 
Complexe [b,.], [0:3], [bo3], welche den Strahlbiischeln « (A,, A,, As) 
entsprechen. Was die andern Geraden a von a,,, anlangt, so wissen 
wir ja, dass jeder das ganze Geradenfeld £,,, entspricht; aber ausser- 
dem ist aus Nr. 6. zu entnehmen, dass jeder Geraden @ von a, in 
Bezug auf A,‘,, B,*, in dieser Ebene «,.,, weil sie durch A, geht, 
ein Strahlbiischel adjungirt ist, das seinen Scheitel auf (c,,,, @,;4) hat, 
und in £,.,, weil diese Ebene durch B, geht, ein Strahlbiischel cor- 
respondirt, dessen Scheitel auf (1.5, 845). liegt; diese in Bezug auf 
A,‘,, By‘, analogen Strahlbiischel sind aber (Nr. 1.) auch in Bezug auf 
A°B® analog. Also erhalten wir in je zwei homologen Hauptebenen 
co! analoge Strahlbiischel — welche als degenerirte Regelschaaren zu 
betrachten. sind —; ihre Scheitel durchlaufen die Schnittgerade der 
betreffenden Hauptebene mit ihrer Gegen-Hauptebene. 

Zu dem Complexe 9. Grades, der einer Ebene « entspricht, gehort 
also in jeder Ebene £;;,, z. B. B,.,, das Biischel, welches nach dem 
eben Gesagten der Geraden (@, @,.,) entspricht, doppelt, in sofern es 
ja auch — wie alle andern Geraden von #,., — der Geraden (a, a,,¢) 
correspondirt. 

28. Die Congruenz, welche von den Regelschaaren gebildet wird, 
die den Strahlen eines Strahlbiischels (A, «) entsprechen, ergiebt sich 
nun von der 9. Classe, wiahrend oben (Nr. 24.) fiir ihre Ordnung 3 
gefunden wurde. Zu dieser Congruenz sendet jeder der Hauptpunkte 
B; einen Kegel 5. Ordnung (Nr. 1., 12.). 

Wenn « durch einen Hauptpunkt, z. B. A,, geht, so besteht 
diese Congruenz aus dem Sehnensysteme (1. Ordnung, 3. Classe), wel- 
ches allein der Geraden AA, entspricht, und zu dem jeder der 
5 Punkte B,B,B,B,B, einen Kegel 2. Grades sendet, und aus einer 
Congruenz 2. Ordnung, 6. Classe, welche aus jedem dieser 5 Punkte 
einen Kegel 3. Ordnung, aus B, einen von der 5. Ordnung erhiilt, 
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Sei @ eine durch A, gehende Gerade, so giebt es co' Regelschaa- 
ren (durch A*°), welche @ zur Leitgeraden haben. Die Hyperboloide, 
denen sie angehdren, bilden ein Flichenbiischel, dessen Grundcurve 
aus @ und einer cubischen Raumcurve besteht, von der A ein belie- 
biger Punkt sei. Wollen wir nun wissen, welche Congruenz von den 
Regelschaaren gebildet wird, die zu jenen analog sind, so geniigt es, 
die durch A gehenden Geraden der letzteren zu betrachten; diesel- 
ben treffen @ und bilden demnach ein durch A, gehendes ebenes 
Strahlbiischel, folglich die ihnen correspondirenden Regelschaaren, 
also die analogen zu den auf @ sich stiitzenden, eine Congruenz 
2. Ordnung und 6. Classe. 


Falls (A, «) durch 2 Hauptpunkte geht, z. B. durch A,, A,, so 
besteht die dem Biischel correspondirende Congruenz aus den beiden 
Sehnensystemen, welche den Geraden AA, und A.A, entsprechen, und 
einer Congruenz 1. Ordnung und 3. Classe, die das eigentliche ent- 
sprechende Gebilde ist; zu derselben senden B,B,B,B, je ein ebenes 
Strahlbiischel, B,; und B, einen Kegel 3. Ordnung, woraus schon her- 
vorgeht, dass sie nicht das Sehnensystem einer cubischen Raumcurve 
ist. Zu derselben gelangt man auch auf folgende Weise: Dem Bi- 
schel (A, a) entspricht, weil es durch A, geht, in Bezug auf A*B° ein 
Complex 3. Grades, fiir welchen das Biindel B; doppelt, die iibrigen 
4 Biindel B, , B,, B,, B, einfach sind (Nr. 13.); diejenigen Geraden dieses 
Complexes, welche der b,, begegnen, entsprechen auch in Bezug auf 
A®B®; sie bilden — abgesehen von dem doppelten Biindel B,; — eine 
Congruenz 1. Ordnung und 3. Classe, denn beide zusammen bilden 
den vollen Schnitt des Complexes 3. Grades mit dem linearen Com- 
plexe |b,,). Zu dieser Congruenz gehéren die Biischel, welche B,, 
B,, B,, B, mit b,, verbinden, und der Kegel des Complexes 3. Gra- 
des aus B, und in ahnlicher Weise also auch ein Kegel 3. Ordnung 
aus B,. 


IV. 


29. Wir betrachten jetzt 2 Gruppen von 7 Punkten: A’B’. 
Kiner Geraden a correspondiren in Bezug auf A®B® alle Geraden b 
einer Regelschaar; construirt man fiir alle diese Geraden b diejenige 
Ebene b X, fiir welche 


b (B, B, B, X) = a (A, A, A, A,), 
also auch 
b (B, B, B, B, B, B, X) = a (A, A,A,A, A, A, A;), 
so gehen diese Ebenen }X alle durch dieselbe Leitgerade der Regel- 


schaar. Durch diese und B, geht eine einzige Ebene, welche auf der 
Regelschaar die einzige Gerade 6 liefert, fiir welche 
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b (B, B, B, B, B; B, B,) = a (A, A, A,A,A, A,.A;), 
die also der a in Bezug auf A’ B’ correspondirt. Oder sucht man noch die 
Regelschaar, welche der a in Bezug auf A,°B,° entspricht, so sind beide 
Schaaren Sehnen der nimlichen cubischen Raumcurve, deren Sehnen- 
system der Geraden a in Bezug auf A®B® correspondirt, mithin haben 
sie eine Gerade gemein. In Bezug auf A’ B" entspricht also jeder Ge- 
raden a stets eine und im Allgemeinen nur eine Gerade b*); die beiden 
Réiume (a) und (b) sind also hinsichtlich ihrer Geraden eindeutig auf 
einander bezogen. . 
Eine .Gerade hat im Allgemeinen keine adjungirte. 


30. Ausnahmen von dieser eindeutigen Beziehung sind folgende: 
HKiner Geraden a, die durch einen Hauptpunkt A; geht, — nennen wir 
sie deshalb a; — entspricht im andern Rawme eine Regelschaar %;’, 
welche durch die nicht homologen Hauptpunkte desselben geht; jeder der 
21 Hauptlinien entspricht das Sehnensystem einer cubischen Raumcurve. 
Die entsprechenden Geraden der Strahlen eines Biindels A; bilden 
einen Complex 3. Grades (Nr. 22.), zu dem simmtliche Biindel der 
Hauptpunkte B; ausser dem des homologen von A; gehéren. 

Durch die 7 Punkte A; gehen oo? Regelschaaren, welche wir U,? nen- 
nen wollen; die beiden Regelschaaren, welche jeder derselben in Bezug 
auf A°B® und auf A,° B,° correspondiren, gehéren zu demselben Seh- 
nensysteme einer eubischen Raumcurve, zu deren analogem in Bezug 
auf A°B® die Schaar %,? gehdrt; folglich haben sie eine Gerade by 
gemein. Dieselbe correspondirt demnach in Bezug auf A’B’ allen Ge- 
raden a von A”. Auf jeder %,? befindet sich je eine a;, also liegt 
b,eauf der tntsprechenden $;*. Von den co? Regelschaaren %,7, z. B. 
%,?, gehen oo! durch B,, also durch alle Hauptpunkte B; und sind 
deshalb Schaaren %,? (von iihnlicher Bedeutung im Raume (b) wie die 
%,? im Raume (a)), so dass sich unter den Strahlen a, co! Strahlen 
a, befinden, zu denen auch die 6 Geraden a;, gehéren. Diese Gera- 
den a,, die zugleich a, sind, bilden einen Kegel 3. Ordnung, weil in 
jeder der ihnen entsprechenden Regelschaaren eine Gerade durch B, 
geht, der Kegel also der aus A, im Complexe ist, welcher dem Biindel 
B, in Bezug auf A,°B,° entspricht. 

31. Sei Y,° die cubische Raumcurve, welche durch A® geht; ihrem 
Sehnensysteme entspricht in Bezug auf A°B® eine Regelschaar (Nr. 21.); 
b sei eine Gerade dieser Schaar; ihr correspondirt in Bezug auf A,° B,° 
eine- Regelschaar, welche zu dem Sehnensysteme von %,° gehért; denn 
die Curve %,° ist derjenigen Curve in Bezug auf A®B* analog, welche 
durch B® geht und b zur Sehne hat. Die eben genannte Regelschaar 


*) Miller a, a. O. 
Mathematische Annalen, VI. 
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in (a) geht aber durch die 7 Punkte A’, durch A® nimlich, weil sie 
zum Sehnensysteme von %,* gehdrt, und durch A,, weil sie der-b in 
Bezug auf A,°B,° correspondirt; also ist sie eine Regelschaar %,*. 
Die Gerade } entspricht ihr ersichtlich in Bezug auf A’B’, weil in 
Bezug auf A®°B® und auf A,°B,°; demnach ist sie eine Gerade }. 
Ebenso die andern Geraden der Regelschaar, aus der wir sie genom- 
men haben, und die der 6 andern fhnlichen Regelschaaren. Wir er- 
halten folglich auf diese Weise keine neuen singuliiren Geraden. 


32. Bewegt sich eine Gerade a auf einer Regelschaar durch A, 
so bewegt sich die thr correspondirende b auf der we welche 
jener in Bezug auf Af B® analog ist. 

33. Den Strahlen eines Biindels A entspricht i in Bezug auf A®B® 
und auf A,°B,° je ein Complex 3. Grades; an der Congruenz, welche 
beiden gemeinsam ist, nehmen theil die 5 Strahlenbiindel B, B, B, B, B, 
und das Sehnensystem der Curve 3. Ordnung, welche der durch A’ 
und A gelegten in Bezug auf A°B* analog ist. Die Congruenz 3. Ord- 
nung 6. Classe, die iibrig bleibt, wird durch die Geraden gebildet, 
welche den Strahlen von A in Bezug auf A’ B’ entsprechen. Die Ord- 
nung dieser Congruenz kann wiederum auch durch einen ebenen Schnitt 
aus dem entsprechenden Resultate der ebenen Projectivitit entnommen 
werden*). Jeder der Hauptpunkte B; liefert zu dieser Congruenz einen 
Kegel 3. Ordnung, dem in A ebenfalls ein Kegel 3. Ordnung entspricht 
(Nr. 22.). 

34. Ist A der achte Punkt, der allen Flichen %,? gemeinsam 


ist; so zeigt sich, dass die Geraden b, eine eben solche Congruenz 


3. Ordnung 6. Classe bilden; dieselbe ergiebt sich auch als gemei- 
sam den zwei Complexen 3. Grades, welche dem Biindel A; und dem 
Biindel A, correspondiren und welche ausserdem die Biindel der 5 
Punkte A,5, und das Sehnensystem einer cubischen Raumcurve gemein 
haben, dus der Geraden a;, entspricht. Die co® Geraden auf den Re- 
gelschaaren U,?, welche diesen co? Geraden by entsprechen, erzeugen einen 
Complex 3.Grades, da die Flachen, denen sie angehoren, ein Netz bilden. 

55. Die Geraden, welche einem ebenen Geradenfelde a correspon- 
diren, bilden nach Nr. 33. eine Congruenz 6. Ordnung; die Classe die- 
ser Congruenz ist schwieriger zu ermitteln. Den Geraden von « ent- 
spricht in Bezug auf A®B® und ebenso in Bezug auf A,°B,° je ein 
Complex 9. Grades. Beide Complexe enthalten die 5 Biindel B,, B,, 
B,, B,, B, dreifach und die Geradenfelder der 10 Ebenen, welche diese 
Punkte verbinden, einfach (Nr. 26.); also bleibt eine Congruenz 36. 
Ordnung 71. Classe als beiden gemeinsam; jede Gerade derselben hat 





*) Eb. Proj. Nr. 16. 
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in Bezug auf A®B* und auf A,° B,° je eine correspondirende Gerade in a: 
beide correspondiren ihr in Bezug auf A°B°; da aber einer Geraden 
in Bezug auf diese beiden Gruppen 3 Gerade in @ entsprechen, so 
kinnen jene verschieden sein. Die obige Congruenz wird also aus 
2 Theilen bestehen: die Geraden des einen — und das ist der, den 
wir ermitteln wollen — haben dieselbe correspondirende in « in Bezug 
auf A®°B® und auf A,°B,°, welche ihnen dann in Bezug auf A’B’ ent- 
spricht; die des andern verschiedene. Im Allgemeinen wird es schwer 
sein, die beiden Theile zu trennen; nehmen wir deshalb an, « gehe 
durch einen Hauptpunkt, z. B. A,; 6 sei eine beliebige Ebene. Die- 
jenigen Geraden in B, welchen in a@ gelegene Gerade in Bezug auf 
A’ B® entsprechen, hiillen, wenn von der Curve 5. Classe abgesehen 
wird, deren Tangenten den Strahlen von (A,, «) entsprechen, eine 
Curve 4. Classe B, ein, deren Tangenten also nicht durch A, gehen- 
den Geraden von « correspondiren; fA, beriihrt auch die Schnittlinien 
der Ebene 6 mit den 10 Ebenen, welche B, mit je zwei der 5 Punkte 
B,°, verbinden, indem diese Geraden den Schnittlinien von « mit den 
10 Ebenen entsprechen, welche je 3 der 5 Punkte A,°, verbinden; 
z. B. (B, Byo3) entspricht (a, @,,,). Die Geraden in B ferner, welche 
nicht durch A, gehenden Geraden von @ in Bezug auf A,°B,° corre- 
spondiren, hiillen ebenfalls eine Curve 4. Classe B,’ ein, welche auch 
die 10 Schnittlinien 6 mit den Ebenen tangirt, welche B, mit je zwei 
der 5 Punkte B,°>, verbinden. Beide Curven f, und B,’ haben 16 Tan- 
genten gemein: unter diesen befinden sich die 6 Geraden B (Bjo5, By os, 
Bios Bis3> Biss, 8143); thmen entsprechen in Bezug auf A® B® und auf 
A,°B,° verschiedene Gerade in a, z. B. der (B, Bis) resp. (a, e455) 
und (@, @,.,). Jede der 10 andern Geraden hat in Bezug auf beide 
Gruppenpaare dieselbe correspondirende in «, nimlich die einzige Ge- 
rade, die ihr in Bezug auf A5B® in @ entspricht und nicht durch A, 
geht. Also correspondiren sich beide Gerade auch in Bezug auf A’B’. 

Unter den nicht durch A, gehenden Geraden von @ haben also 
10 ihre entsprechenden in . 

Den Strahlen von (A,, a) correspondirt eine Congruenz 3. Ord- 
nung 9. Classe, also liegen 9 Gerade derselben in £. 

Mithin haben 19 Gerade von a@ ihre correspondirenden in B. Das- 
selbe gilt natiirlich von jeder Ebene «. Folglich ist die Congruenz der 
Geraden, welche den Geraden eines Geradenfelds entsprechen, 19. Classe. 
Zu dieser Congruenz liefert jeder der 7 Hauptpunkte B; einen Kegel 
9. Ordnung, den Kegel aus B; im Complexe 9. Grades, welcher dem 
(reradenfelde @ in Bezug auf A,‘ B,® entspricht. 

36. Geht @ durch 2 Hauptpunkte 4;, z. B. A,, A;, so zerfallt 
die Congruenz in zwei Congruenzen 2. Ordnung und 6. Classe, welche 
bez. den Strahlbiischeln (A,, «) und (A,, «) — die resp. durch A;, A, 
34* 
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gehen — entsprechen (Nr. 28), das Sehnensystem einer cubischen 
Raumeurve, welches allein der a,, entspricht, und eine Congruenz 
1. Ordnung, 4. Classe, welche allen andern Geraden von « correspondirt. 

Letzteres ergiebt sich auch auf folgende Weise: Den nicht 
durch A, gehenden Geraden von a@ entspricht in Bezug auf A® B® ein 
Complex 4. Grades, welcher das Biindel B, dreifach enthalt (Nr. 27.). 
Diejenigen Geraden dieses Complexes, welche der b,, begegnen, ohne 
durch B, zu gehen, entsprechen den Geraden in @ auch in Bezug auf 
A’B’. Jeder Kegel des Complexes wird aber von },, ausser auf der 
nach B, gehenden dreifachen Kante nur noch einmal getroffen; also 
ist die Congruenz der die b,, treffenden Complexgeraden, welche nicht 
zum Biindel B, gehéren, 1. Ordnung, 4. Classe (denn an letzterer 
wird nichts geiindert). 

Fiir eine Ebene @;;; z. B. a,;,, zerfallt die Congruenz in 3 Con- 
gruenzen 1. Ordnung, 3. Classe (nicht ,,cubische“ Sehnensysteme), 
entsprechend den 3 Biischeln (@, A;), (a, Ay), (a, A;), deren jedes 
durch die beiden andern Punkte geht, 3 Sehnensysteme, entsprechend den 
3 Geraden a;,, G;7, @j;, und das Geradenfeld £,,,; denn jede Gerade 
@ in @s,,, die nicht zu den 3 Biischeln gehért, hat in Bezug auf A®*B° 
3 correspondirende in #,,,, von denen eine nicht durch B, geht. Diese 
correspondirt jener auch in Bezug auf A’B’ (Nr. 1.). 

37. Lassen wir ein Strahlenbiindel A lings einer Geraden a hin- 
gleiten, so dass der Complex [a] entsteht, welches ist der entsprechende 
Complex? In einem Strahlenbiindel B giebt es einen Kegel 3. Ord- 
nung b*, dessen Gerade Strahlen eines Biindels A in Bezug auf A°B*, 
und ebenso einen Kegel 3. Ordnung b,*, dessen Gerade Strahlen von 
A in Bezug auf A,°B,° correspondiren. Beide Kegel haben die 5 Ge- 
raden BB* und die Sehne gemein, welche von B an die Curve B® 
geht, die der durch AA® gelegten in Bezug auf A°B® analog ist. Die 
3 iibrigen gemeinsamen Kanten entsprechen ihren correspondirenden 
in A auch in Bezug auf A’B’; wir haben den Kegel zu ermitteln, den 
diese 3 Geraden beschreiben, wihrend A die Gerade a durchliuft, Sei 
_b eine Gerade, deren Schnittpunkte mit diesem Kegel wir suchen wol- 
len: durch jeden Punkt B’ von 6 geht cine Gerade BB’, der in Bezug 
auf A®B® eine Regelschaar %? entspricht; von derselben treffen -zwei 
Gerade die a (also gehért BB zu zwei Kegeln b*); den Punkten A 
auf a, in denen dies geschieht, correspondiren in B in Bezug auf 
A.°B,° zwei Kegel b,°, welche also 6 Punkte B” auf veranlassen. 
Jedem Punkte B’ entsprechen demnach 6 Punkte B” und ersichtlich 
auch umgekehrt; dies fiihrt zu 12 Coincidenzpunkten, also zu einem 
Kegel 12. Ordnung. Doch muss ersichtlich von demselben der Kegel 
5. Ordnung abgezogen werden, welchen die Sehnen aus B an die 
cubischen Raumcurven bilden, welche denen durch A® und je den be- 








wet 
alsc 


Str: 
Ger 


und 
wel: 
ten 


eige 
eine 


Cor 


welt 
erze 
pun 
sch] 
biis 


wel 
spre 
how 
ten 


nac 
auf 
ger 
Biis 
geh 


wel 
Ger: 


des 
be: 


‘ 


so ¢ 








IZ 


ht 


in 


ne 
uf 
er 
30 
ht 


er 


an 
de 
B5 


l- 
de 
d- 
35, 
on 
e- 
R3 
ie 
an 
en 
ei 
y1- 


rei 
uf 


ch 


rel 


lie 











Das Problem der riumlichen Projectivitit. 533 


weglichen Punkt A in Bezug auf A°B® analog sind (Nr. 17.). Es bleibt 
also ein Kegel 7. Ordnung. 

Demnach entspricht dem linearen Complece [a] ein Complex 7. Gra- 
des. Zu demselben gehiren die Strahlenbiindel B; doppelt, denn jedem 
Strahle eines dieser Biindel entspricht eine aeyiow, von der zwei 
Gerade der a begegnen. 

Falls a@ durch einen Hauptpunkt A; geht, zerfallt der Complex 
7. Grades in einen vom 3. Grade, der allein dem Biindel A; entspricht 
und die 6 Biindel B,® einfach enthailt, und einen Complex 4. Grades, 
welcher der eigentliche Correspondent zu [a] ist und die eben genann- 
ten Biindel einfach, das Biindel B; aber doppelt enthilt. 

Ist a eine Hauptlinie a;,, so erhalten wir die beiden Complexe 
3. Grades, welche den Biindeln A; und A, zugeordnet sind, und als 
eigentlichen Conrespendenton den linearen Complex [0;,). 

Die Congruenz 3. Ordnung, 6. Classe der Graden b,, deren jede 
einer Regelschaar U,* entspricht (Nr. 30., 34.), gehirt dem Complexe 
7. Grades ebenfalls doppelt an; geht a pn A;, so befindet sich diese 
Congruenz in jedem der beiden Theile einfach. 

38. Das Vorhergehende liefert ein weiteres Resultat: Die Geraden, 
welche den Strahlen eines ebenen Strahlbiischels (A, «) correspondiren, 
erzeugen eine Regelfliiche 7. Grades; fiir dieselbe ist jeder der 7 Haupt- 
punkte B; ein dreifacher Punkt (Nr. 24.). Dass diese Fliche vom Ge- 
schlechte 9 sei, geht aus ihrer eindeutigen Beziehung auf das Strahl- 
biischel hervor. 

Enthilt (A, «) einen Hauptpunkt 4;, so lést sich die Regelschaar, 
welche dem Strahle A A; entspricht, ab und als eigentliche ent- 
sprechende Fliche bleibt eine Regelfliche 5. Grades, welche den 
homologen Hauptpunkt zum dreifachen hat, die andern nur zu doppel- 
ten Punkten. 

Geht (A, a) durch zwei Hauptpunkte, z. B. A,, A,, so bleibt 
nach Abzweigung von zwei Regelschaaren eine Regelfliche 3. Grades, 
anf der die 5 Punkte B® einfach, die Gerade b,, die doppelte Leit- 
gerade ist. Letzteres ergiebt sich auch in folgender Weise: Dem 
Biischel (A, «) correspondirt in Bezug auf A®B®, weil es durch A, 
geht, eine Congruenz 2. Ordnung, 6. Classe, zu welcher B, einen Kegel 
5. Ordnung sendet (Nr. 28.). Diejenigen Geraden dieser Congrueénz, 
welche b,; ausserhalb B, treffen, entsprechen ihren correspondirenden 
Geraden in (A, @) auch in Bezug auf A’B’: von jedem Punkte von 
be; gehen 2 aus und in jeder Ebene durch },, liegt ausser den Kanten 
des Kegels 5. Ordnung nur eine, was eine Regelfliche 3. Grades mit 
by; als doppelter Leitgeraden bewirkt. 

Liegt das ebene Strahlbiischel in einer Hauptebene, z. B. in a,,., 
so entspricht ihm — nach Ablésung dreier Regelschaaren — wieder 
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ein ebenes Strahlbiischel in der homologen Ebene. Denn dem Biischel 
correspondirt in Bezug auf A°B>, weil es durch A, geht, ein Complex 
3. Grades, der das Biindel B, doppelt enthilt (Nr. 13); die Complex- 
curve in #,,, besteht also aus dem doppelten Biischel B, und einem 
andern Biischel. Letzteres correspondirt dem in @,,; auch in Bezug 
auf A’B? (Nr. 1.). 


V. 


39. Beide Gruppen haben 8 Punkte: A°B’. Eine beliebige Gerade 
a hat nun im Allgemeinen nicht mehr eine correspondirende b; jedenfalls 
aber giebt es co® Gerade, welche entsprechende besitzen. Nennen wir 
diese Geraden (a), und die ihnen entsprechenden (b),. 

Zuniichst ist ersichtlich, dass alle Geraden a; der Biindel A; zu den 
(a), gehéren; die entsprechenden gehen im Allgemeinen nicht durch 
den homologen Punkt; ferner jeder Geraden a;, entsprechen oo' Ge- 
raden, welche eine durch B;,x° gehende Regelschaar bilden. 

40. In Bezug auf A’B’ giebt es oo? Gerade a,, deren jeder eine 
ganze Regelschaar %,? correspondirt. Dieselben erzeugen eine Con- 
gruenz 3. Ordnung, 6. Classe (Nr. 34.). Sei b irgend eine Gerade der 
Regelschaar, welche a, correspondirt; so werde in ihrem Biischel die- 
jenige Ebene b X aufgesucht, fiir welche 


b(B, B, B, X) = a,(A, A, A; Ag) 


ist; diese Ebene bX geht bekanntlich stets durch dieselbe Gerade J’ 
der Leitschaar der Regelschaar, welche Gerade b aus letzterer auch 
genommen werde. Demnach liefert die Ebene b’ B, diejenige Gerade 
der Regelschaar, welche der a) in Bezug auf A®B* entspricht. Die 
Congruenz der a, und dhnlich die 7 andern durch andere Gruppirung 
sich ergebenden Congruenzen gehdren zu dem Complexe der (a), und zwar 
einfach; der Complex der (b), enthilt natiirlich 8 ebensolche Congruenzen. 

41. Um den Grad des Complexes der (a), (der der (b), ist offen- 
bar von demselben Grade) zu ermitteln, wire zu untersuchen, wie viele 
Gerade (a), sich in einem Strahlbiischel (A, «) befinden. Die ihnen 
correspondirenden sind den beiden Regelfliichen 7. Grades gemein, 
welche (A, «) in Bezug auf zwei siebengliedrige Gruppenpaare ent- 
sprechen, z. B. A’ B’ und A,’ B,’; beide Regelfliichen gehéren zu der 
Congruenz 3. Ordnung, 9, Classe, welche (A, «) in Bezug auf A®B* 
correspondirt. In dieser allgemeinen Form wird die Frage schwer zu 
beantworten sein: nehmen wir an, dass das Biischel durch zwei Haupt- 
punkte, z. B. A; und A, gehe. Unter den gesuchten Geraden befin- 
den sich dann auch A(A,, A,), und zwar einfach; dem Biischel ent- 
spricht ferner in Bezug auf A’B’, weil es durch A, geht, eine Regel- 
fliche 5. Grades, fiir welche B, dreifacher Punkt ist (Nr. 38.); der 0,. 
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begegnen also ausserhalb B, zwei Gerade der Regelfliiche: diese und 
nur diese correspondiren ihren entsprechenden in (A, «) auch in Bezug 


auf A®B®. 


Geraden (a), ist also 4. Grades und der ihm entsprechende der Geraden 
(b), ebenfalls. Jeder enthilt die Biindel der Hauptpunkte seines Raums, 
die 8 Congruenzen von Geraden a, (3. Ordnung, 6. Classe) dieses 
Rawms und die 8 Congruenzen, ebenfalls 3. Ordnung, 6. Classe, welche 
den Biindeln der Hauptpunkte des andern Raums entsprechen. 

Liegt («, A) in einer Ebene a@;;;, so giebt es in ihm — abgesehen 
von den Geraden A(A;, A;, A;) — nur eine Gerade (a),; die ihr ent- 
sprechende (b), liegt in f;,,. Dies ergiebt sich auch auf folgende Art: 
Dem Strahlbiischel (A, a,,,) entspricht in Bezug auf A’B’ eine Regel- 
fliche 3. Grades, welche },, zur doppelten Leitlinie hat (Nr. 38.) und 
denfnach von der Ebene §,;, nur in einer Erzeugenden geschnitten wird; 
dies ist die (b),, deren correspondirende sich in (A, a.) befindet. Es 
giebt also in jeder Ebene «a, ein Biischel von Geraden (a),, dessen 
Scheitel A;x, nicht in einem Hauptpunkte liegt; demselben entspricht in 
Bix: ein ebenso gelegenes Strahlbiischel Bj, von Geraden (b),. 

42. Die Geraden (a),, die sich in dem linearen Complexe [a] be- 
finden, erzeugen offenbar eine Congruenz 4, Ordnung, 4. Classe; welches 
ist die Congruenz der correspondirenden Geraden (b),? Die Unter- 
suchung bei der allgemeinen Lage von a bietet wieder iAhnliche 
Schwierigkeiten, wie sich in der vorigen Nummer und in einigen 
frihern Fallen einstellten; legen wir a durch einen Hauptpunkt, z. B. 
A,. Dem Complexe [a] entspricht in diesem Falle sowohl in Bezug auf 
A’B’, als auf A,’B,’ je ein Complex 4. Grades, welcher das Biindel 
B, doppelt, die Biindel B,, B,, B,, B;, B, einfach enthalt (Nr. 37.). 
Also bleibt beiden Complexen noch eine Congruenz 7. Ordnung, 
16. Classe gemein. Nun giebt es aber oo! Regelschaaren durch A®, zu 
deren Leitschaar a gehért: sei %? eine solche Schaar und B? die 
ihr analoge in Bezug auf A°B°; jede Gerade 6 von %? hat ihre cor- 
respondirende sowohl in Bezug auf A’B’, als auf A,’B,’ auf %? 
(Nr. 32.) und zwar sind es im Allgemeinen verschiedene Gerade; da 
sie aber beide a treffen, so gehdrt %* jedenfalls zu den beiden Com- 
plexen 4. Grades und so alle oo! Regelschaaren $*, die den auf a@ sich 
stiitzenden Schaaren ? analog sind. Diese Regelschaaren bilden eine 
Congruenz 2. Ordnung, 6. Classe (Nr. 28.); also bleibt eine Congruenz 
5. Ordnung, 10. Classe vom Schnitt der beiden Complexe iibrig. Die 
Geraden derselben sind (b),, deren (a), die a treffen. Dem Biindel 
A, allein entspricht eine Congruenz 3. Ordnung, 6. Classe. Ueber- 
tragen wir dies Resultat auf eine beliebige Gerade a, bei der sich die 
beiden Congruenzen in eine einzige: 8. Ordnung, 16. Classe vereinigen, 
so erhalten wir: Die Geraden (b),, deren entsprechende (a), einer Ge- 
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Mithin enthilt (A, a) 4 Gerade (a),. Der Complex der 
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raden a begegnen (und eine Congruenz 4. Ordnung, 4. Classe erzeugen), 
bilden eine Congruenz 8. Ordnung, 16. Classe. Jedem Strahlbiischel 
(B;, B) entspricht in Bezug auf A’ B® eine Regelfliiche 7. Grades (Nr. 
38. und1.); folglich giebt es in(B;, 6) 7 Gerade (b),, deren entsprechende 
a treffen. Jeder der Punkte B; sendet also zu der eben erhaltenen Con- 
gruenz einen Kegel 7. Ordnung; die 7 von B; ausgehenden Hauptlinien 
sind Doppelkanten dieses Kegels, denn jeder derselben correspondirt 
eine ganze Regelschaar, mithin 2 die a treffende Gerade. 

Der Fall, dass a durch einen Hauptpunkt A; geht, ist schon oben 
betrachtet. Verbindet a zwei Hauptpunkte, z. B. A,, A,, so zerfallt 
die Congruenz 8. Ordnung, 16. Classe in die beiden Congruenzen 
3. Ordnung, 6. Classe, welche den Biindeln A,, A, entsprechen, und 
in eine Congruenz 2. Ordnung, 4. Classe, welche das eigentliche ent- 
sprechende Gebilde ist. Zu derselben kann man auch so gelanten: 
Dem Complexe [a,,| entspricht in Bezug auf A’B’, weil a;, durch A, 
geht, ein Complex 4. Grades, der das Biindel B, doppelt enthilt (Nr. 
37.); er hat also mit dem Complexe [6,;,] ausser diesem Biindel noch 
eine Congruenz 2. Ordnung, 4. Classe gemein, deren simmtliche Ge- 
raden der b,, begegnen (indem jeder Punkt von b,, zu ihr einen Kegel 
2. Grades liefert). Diese Geraden correspondiren ihrer entsprechenden 
auch in Bezug auf ASB’. Die 2. Ordnung dieser Congruenz jst schon 
aus Nr. 41. zu entnehmen. Die entsprechenden Geraden bilden eine 
ebensolche Congruenz. 

43. Die Geraden (a),, welche in einem Biindel A sich befinden, 
bilden einen Kegel 4. Ordnung; die ihnen entsprechenden eine Reget- 
fliche 8. Grades, denn von den Geraden (b),, welche } treffen, gehen 
8 entsprechende durch A (Nr. 42.); jeder der Punkte B; ist ein drei- 
facher Punkt dieser Fliiche (Nr. 33.). Liegt A auf einer Geraden aj, 
so’ zerfallt die Regelfliche 8. Grades in eine Regelschaar, welche durch 
B;,x° geht, und eine Regelfliche 6. Grades, die diese Punkte zu dop- 
pelten, B;, B, zu dreifachen hat. ‘Der Kegel 4. Ordnung bekommt die 
Gerade a;, zur doppelten Geraden. 

Zu der Regelfliche 6. Grades gelangt man auch so: Dem Biindel 
A entspricht in Bezug auf A,’B,’ eine Congruenz 3. Ordnung, 6. Classe, 
zu der die Punkte B,” je einen Kegel 3. Ordnung senden; durchschnei- 
det man dieselbe durch };, — die im Allgemeinen nicht auf dem Kegel 
aus B; liegt —, so ergiebt sich ausser diesem Kegel eine Regelfliiche 
6. Grades, fiir welche b,;, eine dreifache Gerade ist. Diese Fliche ent- 
halt die Geraden (b),, deren entsprechende (a), durch den auf aj, ge- 
legenen Punkt A gehen. 

44. Die Geraden (a),, die in einer Ebene « liegen, wmhiillen eine 
Curve 4. Classe; ihre entsprechenden (b), erzeugen eine Regelfliiche 
16. Grades, denn* von den entsprechenden der (b),, welche 6 treffen, 
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liegen 16 in « (Nr. 42.); auf derselben ist jeder Punkt B; sechsfach’ 
(Nr. 33.). 

Geht « durch einen A;, so zerfallt die Fliche 16. Grades in eine 
Regelfliche 7. Grades, die dem Biischel (@, A;) entspricht und auf der 
die 7 Punkte B,’ dreifach sind (Nr. 38.), und in eine Regelflache 
9, Grades, auf der diese 7 Punkte dreifach, der achte, der homologe 
von A;, 6-fach ist und welche den nicht durch A; gehenden Geraden 
(a), von « — die eine Curve 3. Classe einhiillen — entspricht. 


Enthalt « zwei Hauptpunkte: A;, A;, so trennen sich von der 
Regelfliiche 16. Grades ab zwei Regelfliichen 5. Grades, welche den 
Biischeln (A;, @), (A;, @) entsprechen (Nr. 38.), und die Regelschaar, 
welche der Geraden a;, allein correspondirt (Nr. 39.). Es bleibt eine 
Regelfliiche 4. Grades, auf der die Punkte B;,° einfach, die Punkte 
B; und B, aber dreifach sind, woraus hervorgeht, dass die ganze Ge- 
rade 6;, auf ihr dreifach ist. Dies ergiebt sich auch auf folgende 
Weise: Der Ebene @ entspricht in Bezug auf A,’B,’, weil sie durch A; 
geht, eine Congruenz 3. Ordnung, 10. Classe (Nr. 35.), welche aus 
dem Punkte B; einen Kegel 9. Ordnung erhilt; folglich bewirkt der 
Durchschnitt dieser Congruenz mit der Geraden };, ausser diesem Kegel 
eine Regelfliiche 4. Grades, auf der die Lei.gerade 6;, dreifach ist. 
Die Geraden dieser Fliche entsprechen den nicht durch A; oder A, 
gehenden Geraden (a), in «, welche einen Kegelschnitt einhiillen. 


Ist « eine Ebene a@;,;, so besteht die Regelfliche 16. Grades aus 
den drei Regelfliichen 3. Grades, die den 3 Biischeln (a, 4;), (@, Ax), 
(a, A,) entsprechen (welche je durch die beiden andern Punkte gehen), 
aus den 3-Regelschaaren, welche den Geraden aj, a1, 4x:, correspon- 
diren, und dem Strahlbiischel B;,, in Bj,,, weleches dem Strahlbiischel 
Ajx; in oj, entspricht (Nr, 41.). 


VI. 


45. Wir gehen zu 2 Gruppen von je 9 Punkten: A°B®. Das Grup- 
penpaar A’ B® liefert zwei entsprechende Complexe 4. Grades, des- 
gleichen das Gruppenpaar A,°B,§. Die beiden Complexe des Raums 
(a) haben die 7 Biindel A’ gemein, ferner die Congruenz 3, Ordnung, 
6. Classe von Geraden a,, deren jeder in Bezug auf A’B’ einer Regel- 
schaar entspricht (Nr. 34.), denn in dieser Regelschaar befinden sich 
dann die im Allgemeinen verschiedenen Geraden (b),, die der a, als 
Geraden (a), in Bezug auf A®B® und auf A,°B,° entsprechen (Nr. 40.). 
Also bleibt den beiden Complexen noch gemein eine Congruenz 6. Ord- 
nung, 10. Classe; jede Gerade dieser Congruenz hat dieselbe correspon- 
dirende in Bezug auf die beiden eben genannten Gruppenpaare (nim- 
lich die einzige ihr correspondirende in Bezug auf A’B’), also eine 
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correspondirende in Bezug auf A°B®. Nennen wir die Geraden, welche 
entsprechende in Bezug auf A®B° besitzen, (a),, die entsprechenden (b)q. 

Die Geraden (a), bilden demnach eine Congruenz 6. Ordnung, 
10. Classe; die ihnen entsprechenden (b), natiirlich eine ebensolche. Zu 
jeder dieser beiden Congruenzen schicken die 9 Hauptpunkte ihres Raums 
je einen Kegel 4. Ordnung; der durch die 8 andern Hauptpunkte dessel- 
ben Raums einfach geht (Nr. 41.). 

46. Sei A ein Punkt auf einer Geraden a;;, so bilden die Geraden 
(b),, deren (a), in Bezug auf A;,° B,° durch A gehen, eine Regelfliiche 
8. Grades, auf welcher B; dreifach ist (Nr. 43.); dieselbe wird von by 
ausserhalb B; noch auf 5 Geraden getroffen. Diese entsprechen ihren 
correspondirenden auch in Bezug auf A’ B®; so haben wir durch A die 
5 Geraden (a),, zu denén als sechste a;, tritt, welche ersichtlich eine 
Gerade (a), ist, denn ihre (b), ist die ihr in Bezug auf A;,’ B;,,’ ent- 
sprechende. 

Die Ebene «@ sei durch a; gelegt; in Bezug auf A,‘, B,° bilden 
die Geraden (b),, deren (a), in @ liegen, eine Regelfliiche 9. Grades, 
welche den Punkt B; sechsfach enthilt; denn « geht durch A; (Nr. 44.). 
Dieselbe wird von };, auf 3 nicht durch B; gehenden Geraden getrof- 
fen; diese entsprechen ihren correspondirenden in « auch in Bezug auf 
A*B®; wir haben also in @ die 10 Geraden (a),, indem zu den 3 eben 
gefundenen noch die 7 kommen, welche durch @ aus den beiden Ke- 
geln 4. Ordnung A; und A, — denen a;, gemeinsam ist — aus- 
geschnitten werden. Die 10 Geraden (a), in einer Ebene a@;,, sind 
erstens die 3 Hauptlinien, ferner durch jeden 3 der Hauptpunkte noch 
zwei andere (denn im Ganzen gehen wegen des Kegels 4. Ordnung in. 
«;x; 4 durch jeden) und eine einzelne Gerade, deren correspondirende 
ebenso in Ax, liegt. 

47. Einer Geraden a begegnen oo! Gerade (a)y; sie bilden eine 
Regelfliche 16. Grades, fiir welche die Leitgerade a sechsfach ist. Welche 
Regelfliiche wird von den correspondirenden Geraden (b)y erzeugt? Wir 
kénnen die Anzahl ihrer Begeguungspunkte mit einer Hauptlinie Dj, 
leicht ermitteln. Durch jeden der Punkte B; und B, und so durch 
jeden Hauptpunkt des Raums (b) gehen 8 Erzeugende der gesuchten 
Fliche, denn diejenigen Geraden (a),, deren entsprechende (b), durch 
B; gehen, bilden eine Regelfliiche 8. Grades (Nr. 43.), so dass 8 der 
a begegnen. Dem Complexe [b;,] correspondirt ferner in Bezug auf 
A.°B,5, weil b;, durch B; geht, eine Congruenz 5. Ordnung, 10. Classe, 
welche aus A; einen Kegel 7. Ordnung erhiilt (Nr. 42.). Die Geraden 
derselben, welche der a;, begegnen, ohne durch A; zu gehen, erzeugen 
also eime Regelfliche 8. Grades, auf welcher a;, 5-fach ist, sie ent- 
sprechen ihren correspondirenden auch in Bezug auf AB’. Folglich 
begegnen der a 8 Gerade (a),, deren entsprechende (b), die b;, treffen, 








ohne 


tén 
Pun 


flick 
geh 
ents 
Der 
Reg 
hat: 
fiir 


Reg 
Keg 


hab 
blei 
auf 
wol 
ist ; 
Ge 
rad 


gru 


we 
flac 
ten 
res 


Fr: 
sek 
au 
set 
ich 


et 


eiu 
sor 








lche 
(0). 
ng, 

Zu 
ums 
ssel- 


den 
che 

Dix 
ren 

die 
sine 
ent- 


den 
des, 
4.). 
rof- 
auf 
ben 
Ke- 
1us- 
ind 
och 
in. 
nde 


ine 
che 
Vir 

bj k 
rch 
ten 
rch 
der 
aut 
se, 
Jen 
zen 
nt- 
ich 


en, 








Das Problem der riiumlichen Projectivitit. 539 


ohne durch B; oder B, zu gehen. Demnach ist der Grad der gesuch- 
tén Regelfliche 2-8 -+-8 = 24. Sie hat, wie schon gesagt, die 9 
Punkte B; zu achtfachen Punkten. 


Geht a durch einen Hauptpunkt A;, so zweigt sich von der Regel- 
fliiche 24. Grades eine Regelfliiche 8. Grades ab, welche den durch A; 
gehenden Geraden (a), — die einen Kegel 4. Ordnung bilden — allein 
entspricht und die Punkte Bj’ zu dreifachen Punkten hat (Nr. 43.). 
Der Rest, welcher das eigentliche entsprechende Gebilde ist, ist eine 
Regelfliiche 16. Grades, die die Punkte B;$ zu 5-fachen, B; zum 8-fachen 
hat; die correspondirenden Geraden bilden eine Regelfliiche 12. Grades, 
fiir welche a sechsfach ist. 





Wenn a eine Hauptlinie a;, ist, so zweigen sich zunichst zwei 
Regelflichen 8. Grades ab, welche den durch A; und A; gehenden 
Kegeln 4. Ordnung von Geraden (a), — die die a;, gemeinsam haben 
— entsprechen und welche beide die Punkte B;,,’ zu dreifachen Punkten 
haben, wihrend B, auf der einen, B; auf der andern dreifach ist. Es 
bleibt als eigentliches entsprechendes Gebilde eine Regelfliche 8. Grades, 
auf der die B,,” doppelte Punkte sind, hingegen B; und B, 5-fach, 
woraus hervorgeht, dass die ganze b;, eine 5-fache Leitlinie der Fliche 
ist; was sich auch wiederum auf folgendem Wege erkennen lisst: Die 
Geraden (b),, deren entsprechende (a); in Bezug auf A,5 B,5 der Ge- 
raden @ = a;;, welche durch A; geht, begegnen, erzeugen eine Con- 
gruenz 5. Ordnung, 10. Classe, zu welcher der Punkt B; einen Kegel 
7. Ordnung sendet (Nr. 42.). Diejenigen Geraden dieser Congruenz, 
welche der b;, begegnen, ohne durch B; zu gehen, bilden eine Regel- 
fliche 8. Grades, auf welcher b;, 5-fach ist. Das ist die eben erhal- 
tene Fliche, indem ihre Geraden den ihnen in Bezug auf A,‘B,° cor- 
respondirenden auch in Bezug auf A®B° entsprechen. 


VII. 


48. Ich hatte schon die Absicht, meine Arbeit, obgleich einige 
Fragen noch nicht geniigend oder gar nicht erledigt waren, hier zu 
schliessen, als ich durch Hrn. F. Klein auf die Halphen’schen Sitze*) 
aufmerksam gemacht wurde; dieselben haben mich in den Stand: ge- 
setzt, die noch nicht erledigten Fragen ebenfalls zu beantworten, und 
ich fiige die nachtriglich noch gemachten Untersuchungen, freilich 
etwas weniger geordnet, hinzu. Zunichst aber will ich selbst noch 


*) Comptes rendus Dec. 1871 und Jan. 1872, Herr Halphen gebraucht bei 
einer Congruenz (System) die Worte ,,Ordnung“ und ,,Classe“ umgekehrt, als es 
sonst tiblich ist. 
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Beweise fiir die Halphen’schen Sitze geben, so wie sie fiir meinen 
Zweck geniigen. 

49. Zwei Congruenzen (p,q) und (p', q') d. i. pr Ordnung qi 
Classe, bez. p'*’” Ordnung q* Classe haben pp + qq Gerade gemein, 
sagt der zweite der beiden Halphen’schen Siitze. Sind sie vollstiin- 
dige Complex-Durchschnitte, so geht dies aus dem Pliicker’schen 
Satze hervor, dass 4 Complexe, deren Grad bez. m, n, m’, n’ ist, 
2mn-m'n’ gemeinsame Geraden besitzen. Ein Strahlenbiindel ferner 
— Congruenz (1,0) — hat ersichtlich mit jeder Congruenz (p, q) 
p-1+q-0—p Gerade, ein Geradenfeld — Congruenz (0,1) — mit 
derselben p - 0 + q- 1 = q Gerade gemein. 

Seien nun zuniichst zwei solche Congruenzen betrachtet, von denen 
die eine ein vollstiindiger Complex-Durchschnitt ist, mithin gleicher 
Ordnung und Classe n’, die andere (p, g) zu einem vollstiindigen 
Schnitte (nm, m) durch einen ebenfalls vollstiindigen Schnitt (m, m), 
uw Biindel und »v Felder erginzt wird, so dass also n=p+ m4-u 
=q+m--»y ist; dann hat (p, g) mit (n’, n’) nach Obigem 2nn’ 
—2mn — un’ — vn’ = n' (p+ q) Gerade gemein. 

Zerfallt nun der volle Schnitt (n’, ’) in einen unvollstindigen 
(y’, 7), einen vollstiindigen (m’, m’), wu’ Biindel und v’ Felder, so dass 
vw=ptmtw=—¢+m-+’'; so hat (p,q) mit (m’, m’) nach 
dem eben gefiihrten Beweise m’(p + q) Gerade gemein und weil mit 
den Biindeln und Feldern w p+ 'q, mit der Congruenz (p’, q’) 
np+n'q —(m'p + mq + w'p+r'q) =pp' + ¢¢ Gerade gemeinsam. 

Wird in dieser Weise fortgefahren, so*ergiebt sich die Richtigkeit 
des Satzes fiir alle Congruenzen, welche allmiahlig auf vollstiindige 
Complex-Durchschnitte, Biindel und Felder reducirt werden kénnen; 
alle in meiner Arbeit vorgekommenen Conrgra2nzen sind derartig, also 
geniigt fiir meinen Zweck der vorstehende Beweis. Er wird natiirlich 
allgemein geniigen, wenn man fiir alle Congruenzen die Méglichkeit 
der Reduction nachweisen kann. 

50. Besonders wichtig ist diese Frage hinsichtlich der Sehnen- 
systeme der Raumcurven. Fiir das einer cubischen Raumcurve ‘ist die 
Reduction im Abschnitte II. (Nr. 8.) bewiesen; ich setze sie hier noch, 
weil es fiir das Folgende nothwendig ist, fiir das Sehnensystem (2, 6) der 
Raumceurve 4. Ordnung, 1. Species auseinander. Diese Sehnen sind die 
Geraden der Fliichen des durch die Curve constituirten Biischels; seien 
P, --- Ps, die die Curve und das Biischel bestimmenden Punkte; so be- 
trachten wir die beiden Flichennetze, welche durch P,---P, und 
durch P, --- P,P, gelegt sind. Die Geraden der Flichen jedes dieser 
Netze bilden einen Complex 3. Grades (Nr. 23.); beiden ist das be- 
trachtete Sehnensystem gemein und wird zum vollen Complex - Durch- 
schnitte durch die Biindel der 6 Punkte P,---P, und das Sehnen- 
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system der cubischen Raumcurve ergiinzt, welche durch diese Punkte 
geht. *) 

51. Aus dem in Nr. 49. bewiesenen Satze folgt, dass ein Complex 
ne Grades und eine Congruenz (p,q) — wie wir hinzufiigen wollen, 
die der obigen Voraussetzung geniigt —, eine Linien-Fliche gemein 
haben, von der n(p + q) Gerade einer beliebigen Geraden g begegnen, - 
also im Allgemeinen eine windschiefe Regelfliche vom Grade n(p-+-q); 
denn die die Gerade g treffenden Geraden derselben sind der Congruenz 
(p,q) und dem vollstindigen Durchschnitte (n,m) des Complexes n‘" 
Grades mit dem linearen Complexe [g] gemein. 

52. Der erste Halphen’sche Satz sagt: Hin Complex n' Grades 
hat mit einer Linienfliche, von welcher r Gerade eine beliebige Gerade 
treffen, also im Allgemeinen einer windschiefen Regelfliche 1" Grades, 
nr Gerade gemein. Die Richtigkeit dieses Satzes leuchtet auf der Stelle 
ein, wenn die Linienfliche ein Kegel +” Ordnung oder eine ebene 
Curve r” Classe ist (das ebene Strahlbiischel kann nach Belieben als 
Kegel 1. Ordnung oder als ebene Curve 1, Classe aufgefasst werden ; 
es ist die einzige Linienfliche 1. Grades). Nehmen wir nun an, dass die 
Linienfliche zum vollen Schnitte eines Complexes m‘”" Grades und einer 
Congruenz (p,q) durch w Kegel tc” Ordnung und v ebene Curven 
vu” Classe ergiinzt werde; der vollstindige Schnitt des Complexes m'‘ 
Grades und der Congruenz (p,q) hat mit dem Complexe mn’ Grades 
offenbar alle Geraden gemein, welche (p,q) und dem Schnitte (mn, 
mn) der beiden Complexe gleichzeitig angehéren; also mm (p + q). 
Mit den w Kegeln und den v Curven hat der Complex n Grades nach 
Obigem n(ut + vv) Gerade gemein, also mit der Linienfliiche 1” 
Grades mn(p + q) — n(ut+vv) =n {m(p + q) — ut—vv} = 09 
Gerade. 

So ergiebt sich denn durch Weiterfiihrung die Richtigkeit des 
Satzes fiir jede Linienfliche, deren Ergiinzung zum _ vollstindigen 
Schnitte eines Complexes und einer Congruenz allmihlig auf einen 
solehen vollen Schnitt selbst, auf Kegel und ebene Curven reducirt 
werden kann. Die in der Abhandlung vorkommenden Linienflichen 
sind alle von dieser Beschaffenheit. 

Es versteht sich von selbst, dass in den vorhergehenden Sitzen 
von den beiden Gebilden, deren gemeinsame Gerade betrachtet werden, 


*) Da die Zahl der Sehnen einer von Doppel- und Cuspidalpunkten freien 
Raumcurve ner Ordnung, rer Classe (Ranges), welche durch einen Punkt gehen, 
stets ${n(n—1)—r} ist, ‘die Anzahl der Sehnen aber in einer Ebene 4n(m—1); 
so muss der Halphen’sche Satz, da er sicher allgemein richtig ist, zu der Zahl 
der gemeinschaftlichen Sehnen zweier Raumcurven fiihren; er liefert in der That 
die in Salmon-Fiedler, anal. Geom. des Raums, II. Art. 364, ermittelte Zahl. 
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nicht das niedrigere in dem héheren oder beide in demselben hodhern 
enthalten sein diirfen. 

53. Der Grad des Complexes der Geraden (a), bez. (b), bei A’ BS 
soll nun auf eine etwas allgemeinere Weise ermittelt werden, als es 
in Nr. 41. geschehen ist. Wir benutzen jetzt ein Biischel (A, a), wel- 
ches nur noch durch einen Hauptpunkt A, geht. Demselben corre- 
spondirt in Bezug auf A®°B® eine Congruenz (2,6), welche aus dem 
Punkte B, einen Kegel 5. Orduung, fiir den die 5 Geraden von B, 
nach den B,°, , Doppelkanten sind, und aus jedem dieser 5 Punkte 
einen Kegel 3. Ordnung erhilt, auf welchem die Kante nach B, dop- 
pelt ist, die nach den 4 aude einfach sind (Nr. 28.); eine ahnliche 
Congruens entspricht dem Biischel (A, «) in Bezug auf A,°,B.5,. Beide 
Congruenzen, nicht in demselben Complexe gelegen, haben 40 Grade 
gemein; unter denselben befinden sich die 3 doppelten Geraden },,, 
bis, 0,4, dann die 3 Geraden b,,, 6,,, 6,,; durch den Punkt B, gehen 
ferner 5? — 3 - 2? = 13 weitere gemeinsame Kanten der beiden Kegel 
5. Ordnung aus B, und durch jeden der 3 Punkte B,, B,, B, noch 
3? — 2? — 2 = 3 weitere gemeinschaftliche Kanten der Kegel 3. Ord- 
nung, welche aus dem Punkte zu den beiden Congruenzen gehen; 
demnach bleiben von 40 Geraden 3 iibrig. Jede dersélben entspricht 
in Bezug auf A°B® und auf A,°,B.°, der nimlichen Geraden in (A, @), 


der einzigen nicht durch A, gehenden, welche ihr in (A, @) in Bezug 


auf A'B* correspondirt. Folglich entsprechen sich zwei solche Gerade 
‘auch in Bezug auf A®B, sind also (a), und (b),. In (A, «) giebt es 
demnach, wenn nun A A, mitgerechnet wird, 4 Gerade (a),; mithin 
ist der Complex der (a), 4. Grades. , 

54, Oder: dem Biischel (A, a) entspricht in Bezug auf A®B° ein 
Complex 3. Grades, welchem das Biindel B, doppelt, die Biindel B,, 
B,, B,, B, einfach angehéren (Nr. 13.); hingegen in Bezug auf A,’B,' 
eine Regelfliche 5. Grades, welche B, zum dreifachen, die B,°, zu 
doppelten Punkten hat (Nr. 38.). Dieselben haben 15 Gerade gemein; 
unter diesen befinden sich die 3 Generatricen der Regelfliiche, welche 
durch B, gehen und dem Complexe doppelt angehéren, und die 3. 2, 
welche durch B,, B,, B, gehen. Es bleiben 3 Gerade iibrig, fiir 
welche dasselbe wie oben gilt. 

55. Das Sehnensystem (2, 6) der Raumcurve 4. Ordnung, erster Spe- 
cies,-welche durch die 8 Punkte A® bestimmt ist, hat mit dem Complexe 
der (a), eine Linienfliche vom Grade 32 gemein. Weil die Biindel 
um die A* ganz zum Complexe gehéren, so nehmen an dieser Linien- 
fliche die 8 Kegel 3. Ordnung theil, welche die Raumecurve aus 
den 8 Hauptpunkten projiciren. Die iibrige Linienfliiche 8. Grades 
zerfallt aber in 4 Regelschaaren, die auf Flichen 2. Grades liegen, 
welche durch die A* gehen; denn wenn (a), eine Gerade dieser Linien- 
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fliche ist, so veranlasst sie als Sehne der Raumcurve mit dieser eine 
Fliiche 2. Grades; jede Gerade derselben, welche mit ihr zu derselben 
Schaar gehért, umfasst mit den A® einen Ebenenwurf, welcher dem 
jener Geraden und also auch dem, den ihre correspondirende (b), mit 
den BS bildet, projectivisch ist; demnach gehéren alle diese Geraden 
zu den (a), und da sie andererseits Sehnen der Raumcurven sind, sind 
sie dem Complexe der (a), und dem Sehnensysteme (2, 6) gemeinsam. 
Bei zwei Gruppen A’ BS giebt es also durch jede von ihnen 4 Regel- 
schaaren, deren siimmtliche Geraden je einer und derselben Geraden (b),° 
bez. (a),° correspondiren. Diese 4 Geraden (a),° bez. (b),° gehiren zu 
den (a), bez. (b), fiir ein Gruppenpaar A’ B®, das aus A®* B® hervor- 
gegangen; denn unter den oo! Geraden (a),, die z. B. einer der 4 Ge- 
raden (b),° correspondiren, giebt es, wie mit Hilfe eines schon mehr- 
fach angewandten Schlusses erhalten wird, eine, welche der (b),° auch 
in Bezug auf A®B° correspondirt. 

56. Die Geraden b,, denen in Bezug auf A’B’ je eine ganze Regel- 
schaar 2,” entspricht, bilden eine Congruenz (3,6), zu der jeder der 
Punkte B’ einen Kegel 3. Ordnung sendet (Nr. 34.). Der Complex der 
Geraden aller Regelschaaren, welche durch B’ gehen, ist 3. Grades 
(Nr. 23.); folglich gehért ihm und jener Congruenz ausser den 7 Kegeln 
gleichzeitig eine Linienfliche 6. Grades an; jede ihrer Geraden gehért 
zu einer Regelschaar durch B’, demnach umfassen alle ihre Geraden 
mit B’ projectivische Ebenenwiirfe; es entsprechen also alle derselben 
Regelschaar, wie jene Gerade; die Linienfliiche 6. Grades besteht mit- 
hin aus 3 Regelschaaren. Es giebt also in Bezug auf A’B’ drei Paare 
analoger Regelschaaren, U,2,, 8,2); jeder Geraden der einen Schaar eines 
— entsprechen alle Geraden der analogen. Die Regelschaaren bana 
Y,3, befinden sich natiirlich, da ihre Geraden zu den ay, bez. by gehi- 
ren, in den Complexen (a),, bez. (b), und zwar so, dass wihrend (a), 
eine U2, durchlduft, die correspondirende (b), die analoge B,°, beschreibt. 

57, "in Nr. 47. ist der Grad der Regelfliiche der Gueles (b),, deren 
entsprechende (a), einer Geraden @ begegnen, in noch nicht hinreichend 
allgemeiner Weise ermittelt worden; es soll dies jetzt in etwas all- 
gemeinerer Art geschehen. Die Gerade @ aber wird immer noch als 
durch einen Hauptpunkt A, gehend angenommen; die Geraden b, welche 
den die @ treffenden a in Bezug auf A’B’ entsprechen, bilden einen 
Complex 4. Grades, welcher das Biindel B, doppelt, die Biindel B,° 
einfach enthilt (Nr. 37.); die Geraden (b),, denen in Bezug auf A,°B,8 
-Gerade (a), entsprechen, welche der a begegnen, erzeugen eine Con- 
gruenz (5, 10), welche aus B, einen Kegel 7. Ordnung, aus den Punkten 
B,’, Kegel 4. Ordnung erhiilt (Nr. 42.). Die oo! Regelschaaren A? 
durch A°, welche sich ‘he @ stiitzen, haben in Bezug auf A*B* analoge 
Regelschaaren %*?, deren Inbegriff eine Congruenz Q, 6) ist, zu wel- 
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cher aus B, ein Kegel 5. Ordnung, aus den 5 iibrigen Punkten B® je 


ein Kegel 3. Ordnung kommt (Nr. 28.); unter diesen %? befindet sich — 


auch eine, deren Gerade simmtlich Sehnen der durch A® gehenden 
cubischen Raumcurve %,° sind; ihre entsprechende Regelschaar ist %* 
(Nr. 21.), welcher nicht blos jene %?, sondern das ganze Sehnensystem 
von %,° entspricht. Jedenfalls gehért B? zu der Congruenz (2, 6); 


ferner gehéren alle Geraden von $* zu den Geraden b, in Bezug auf — 


zwei siebengliedrige Gruppen, welche aus A®B* hervorgegangen sind 


(Nr. 31.), und mithin auch zu den Geraden (6), fiir zwei achtgliedrige 


so entstandene Gruppen (Nr. 40.), z. B. fiir A,°B,°; ihre correspon- 
direnden (a), sind Sehnen von %,°, welche im Allgemeinen nicht der 
a begegnen. 

Der Complex 4. Grades siimmtlicher (b), bei A;°B;° und die Con- 
gruenz (2, 6) haben ausser dem Kegel 5. Ordnung, den 5 Kegeln 3. 
Ordnung und dieser Regelschaar %* noch eine Linienfliche 10. Grades 
gemein. Jede Gerade b derselben ist in Bezug auf A,°B,° eine (b),, 
deren entsprechende (a), die @ trifft, und die ihr entsprechende in 
Bezug auf A’B’ trifft @ ebenfalls; denn beide gehdren der Regelschaar 
WA? an, deren analoge %* die b enthilt, sind aber im Allgemeinen 
nicht identisch, weil alle Geraden der %? die @ treffen. Ersichtlich 
gehért die Linienfliche 10. Grades sowohl zu der im Anfang der Nr. 
erwihnten Congruenz (5, 10), als auch zu dem dort genannten Com- 
plexe 4. Grades (von Geraden 6, denen in Bezug auf A’B’ Gerade a 
entsprechen, welche a begegnen). Beide Gebilde haben also den Ke- 
gel 7. Ordnung aus B, an die Congruenz, welcher im doppelten Biin- 
del des Complexes liegt, die 5 Kegel 4. Ordnung aus den Punkten 
B,, B,, B,, B;, B, wnd die eben erhaltene Linienfliiche 10, Grades 
gemein, mithin ausserdem noch eine Linienfliche vom Grade 4 (5+ 10) 
—2-7—5-4—10=—16. Jeder Geraden derselben entspricht in 
Bezug auf A’B’ und auf A,°B,° dieselbe die @ treffende Gerade, niim- 
lich die einzige Gerade, welche ihr in Bezug auf A® B® correspondirt 
und der @ begegnet, ohne durch A, zu gehen. Folglich entsprechen 
sich beide Gerade auch in Bezug auf A’ B’, sind also (a), (%)). Die 
Linienfliche 16. Grades enthilt aber nur diejenigen (b),, deren (a), 
die @ treffen, ohne im Allgemeinen durch A, zu gehen. Durch A, 
selbst gehen oo! Gerade (a), und ihre correspondirenden erzeugen eine 
Linienflache 8. Grades (Nr. 43. und Nr. 1.); vereinigen wir beide F lichen, 
so finden wir: Diejenigen Geraden (b),, deren entsprechende (a), eine 
Gerade @ treffen, erzeugen eine Linienfliche 24. Grades; wie es sich in 
Nr. 47. ergeben hat. 

58. Es ist in Nr. 40. gezeigt, dass die oo? Geraden },, deren 
jeder in Bezug auf A’B’ die co' Geraden einer Regelschaar correspon- 
diren, sich simmtlich in dem‘ Complex der (6), befinden, der zu zwei 
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aus A’B? hervorgegangenen Gruppen A’ BS gehért; ist nun A*B® wie- 
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der aus A‘ BS (und somit auch aus A’ B’) entstanden, so werden co! 
der Geraden b, sich noch unter den (b), befinden. Ermitteln wir den 
Grad der von ihnen erzeugten Linienfliche. Die oo? Geraden b, bilden 
eine Congruenz (3,6), welche aus jedem der Punkte B’ einen Kegel 
3. Ordnung erhilt (Nr. 54.). Die in der vorigen Nr. besprochene 
Regelschaar %?, welche in Bezug auf A®B* dem Sehnensysteme von 
Y,* entspricht, befindet sich sowohl in der Congruenz (3, 6) der Ge- 
raden b, jedes aus A°B" hervorgegangenen siebengliedrigen Gruppen- 
paars, z. B. des wnsrigen A7B’, als auch in dem Complexe der (5), 
bei jedem aus A® B® entstandenen achtgliedrigen Gruppenpaare, z. B. 
bei dem in A*B’ enthaltenen A,°B,‘. Dieser Complex 4. Grades und die 
Congruenz (3,6) haben also ausser den 6 Kegeln der Congruenz aus den B® 
und der Regelschaar %? noch eine Linienfliche 16. Grades gemein. 
Alle Geraden derselben sind Gerade (b),; denn, weil sie b) sind, so 
correspondiren jeder von ihnen in Bezug auf A’ B’ dieselben co! (eine 
Regelschaar bildenden), welche ihr in Bezug auf A® B® entsprechen 
(diejenigen niimlich, denen oo? in Bezug auf A*B® correspondiren, sind 
durch die abgezogene Fiche %* ausgeschieden), und unter diesen muss 
sich auch die befinden, welche die entsprechende in Bezug auf A,°B,* 
ist; also correspondirt ihr diese in Bezug auf A® B?. 

Wenn mithin A®B’ aus A’B’ entstanden ist, so giebt es unter den oo* 
Geraden (b), — die eine Congruenz (6, 10) bilden — o0', welche fiir A’ B? 
Gerade b, sind; ihr Erzeugniss ist eine Linienfliche 16. Grades. Durch 
jeden der 7 Punkte B’ gehen 6 Gerade derselben, so dass er ein sechis- 
facher Punkt der Linienfliche ist; z. B. durch B, gehen die 6 Kanten, 
welche dem Kegel 3. Ordnung aus B, an die Congruenz (3, 6) und 
dem Kegel 4. Ordnung aus B; an den Complex 4. Grades der (b), in 
Bezug auf A,°B,° gemeinsam sind ausser den 6 Geraden von B; nach 
den B®, welche mit den 6 Kegeln ausgeschieden sind. 

Die Verbindungsgeraden der Punkte B’ gehoren also nicht der 
Linienfliiche 16. Grades an, obgleich sie sowohl Gerade (b),, als auch 
Gerade b, sind; unter den 0b, spielen sie schon eine ausgezeichnete 
Rolle, indem einer jeden oo? Gerade in Bezug auf A’ B’ correspondiren, 
wihrend den iibrigen 6, nur je oc'; und gerade dadurch erreichen sie 
es, dass sie sich noch unter den (b), befinden, indem sie zuniichst 
Gerade (b), sind, denen je oo' Gerade (a), correspondiren, und unter 
diesen eine, die ihnen in Bezug auf A® B* correspondirt, so dass sie 
auch Gerade (b), werden. Die gewéhnlichen b, aber, die sich noch 
unter den (b), befinden, also die Geraden unserer Linienfliiche 16. 
Grades, haben nur eine correspondirende in Bezug auf A®B* und die- 
selbe correspondirt auch noch in Bezug auf A’B’. 

Wie die Linienfliche 16. Grades selbst den beiden Congruenzen 
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(3, 6) und (6, 10) gemeinsam ist, welche beide im Complexe der (6), @ 
in Bezug auf A®BS liegen, so sind die 6 Geraden derselben, die durch @ 
jeden der 6-fachen Punkte B’ gehen, die gemeinsamen Kanten der — 
Kegel 3. und 4. Ordnung, welche derselbe zu den beiden Congruenzen — 


sendet, ausser den 6 Verbindungsgeraden. 

In Bezug auf die a,, welche unter den (a), vorkommen, gilt na- 
tiirlich dasselbe. 

59. Gehen wir nun zu zwei Gruppen von je 10 Punkten tiber: 
A'® B'e; die Anzahl der Geraden (a),,, welche correspondirende (b),, 
in Bezug auf dieselben haben, wird oo! sein. Die Geraden (a), in Be- 
gug auf A®B* bilden einen Complex 4. Grades, welcher die Biindel 
AS vollstiindig enthilt; die Geraden (a), in Bezug auf A,°B,° eine Con- 
gruenz (6, 10), welche aus jedem der Punkte A,° einen Kegel 4. Ord- 
nung erhilt. Die 7 Kegel aus den A‘ gehéren zu beiden; ebenso die 
Linienfliche 16. Grades der a, fiir A’ B’, welche noch unter den (a), 
fiir A,°B,° sich befinden, denn zu den (a), in Bezug auf A°B* gehivren 
alle diese a,. Demnach haben Complex und Congruenz noch eine 
Linienfliche 20. Grades gemein; jede Gerade derselben hat in Bezug auf 
A® BS und auf A,°B,° dieselbe correspondirende, die einzige niimlich, 
die ihr in Bezug auf A’B’ entspricht; denn diejenigen, denen in Bezug auf 
A’B’ oo! Gerade correspondiren, sind ausgeschieden; also entsprechen 
sich beide Geraden auch in Bezug auf A'°B'®. Diejenigen Geraden (a),o, 
welche correspondirende (b),, in Bezug auf A'® B'° besitzen, bilden eine 
Linienfliche 20. Grades XU und diese entsprechenden eine ebensolche, B*. 

22° hat die 10 Punkte A'® zu 6-fachen Punkten (Nr. 45.); also 
miissen noch 8 Gerade (a),, eine Gerade a;, ausserhalb A; und A; 
treffen (denn auf %?° liegen, wie leicht ersichtlich, die a;, im All- 
gemeinen nicht); betrachten wir z. B. die Gerade a,, ,,. Die Geraden 
(b),, deren entsprechende (a), in Bezug auf A®B® die ag, ,, treffen, 
erzeugen, weil diese durch A, geht, eine Linienfliiche 16. Grades, auf 


welcher B, achtfach ist (Nr. 47., 57.). Folglich treffen 8 nicht durch — 


B, gehende Geraden derselben die },, ,,. Diese entsprechen ihren corre- 
spondirenden auch in Bezug auf A'®B'®; und auch umgekehrt, die 
correspondirenden der (a),,, welche ay, ,, treffen, ohne durch A, oder 
A,, zu gehen, miissen by, ,, treffen. 

Die beiden Fliichen X?° und B* sind eindeutig auf cinander be- 
zogen. 
60. Auf der Fliche %°° wird noch eine endliche Zahl von Ge- 
raden a, fiir A’B’ vorkommen; diese Zah] soll jetzt ermittelt werden. 
Die Congruenz (3,6), welche von allen a, gebildet wird, und die 
Fliiche %?° befinden sich beide in jedem der Complexe 4. Grades der 
(a), fiir ein 8-gliedriges Gruppenpaar, das, aus A’ B’ entstanden, im 
A’°B’° enthalten ist. 
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Das Problem der riiumlichen Projectivitit. 


Die eben genannte Congruenz (3, 6) und die Congruenz (6, 10) 
der Geraden (a), fiir A,” B,” haben 78 Gerade gemein; unter diesen 
kommen vor die 15 Verbindungsgeraden der Punkte A®, ferner je 
3-4—5=T Gerade, welche den Kegeln 3. und 4. Ordnung, die aus 
jedem dieser Punkte zu (3,6) und (6, 10) gehen, ausserdem gemein- 
sam sind, drittens die Geraden, welche von der Regelschaar X*, die 
in Bezug auf A®B* dem Sehnensysteme der durch B® gehenden cubi- 
schen Raumeurve %,* analog ist, noch unter den (a), fiir A,°B,’ sich 
befinden. 


Diese Geraden gehdren gleichzeitig zu der Regelschaar Y? uné zu 
dem Complexe der (a), fiir A,°,B,°, (welches Gruppenpaar in A,B,’ 
enthalten ist) ausser den 5 Geraden von %?, welche durch die A® 
gehen; also sind es 3 Gerade. Oder: Der Geraden von (2, welche 
sich noch unter den (a), fiir A;°B, befinden, sind soviele, als Sehnen 
des Systems (1, 3) von ¥,* unter den (0), fiir A;"B,° vorkommen, die 
nicht durch einen der B® gehen. Im Ganzen hat das Sehnensystem 
mit der Congruenz (6, 10) der (b), 36 Gerade gemein, von denen die 
15 Verbindungsgeraden der 6 Punkte B® und durch jeden von diesen 


- Punkten noch 2-.4-—5=3 weitere gemeinsame Kanten der Kegel 


2. und 4. Ordnung, die er zu den beiden Congruenzen sendet, in Ab- 
zug zu bringen sind, so dass 3 iibrig bleiben. Also von den oo! (eine 
Regelschaar %? bildenden) Geraden, denen in Bezug auf A®B® oo? (das 
Sehnensystem einer cubischen Raumcurve bildende) Gerade entsprechen, 
sind unter den (a), fiir ein 9-gliedriges Gruppenpaar, das aus A* B® 
hervorgegangen ist, noch 3 enthalten. 

Werdeh von den 78 Geraden, welche den Congruenzen (3, 6) und 
(6, 10) gemeinsam sind, diese 15-++ 6 - 7 + 3 = 60 Geraden abgezogen, 
so bleiben 18. Diese sind so beschaffen, dass jeder in Bezug auf A’B’ 
dieselben oo! Geraden entsprechen, wie in Bezug auf A® B®, und weil 
sich unter den auf A°B" correspondirenden die befinden muss, welche 
in Bezug auf A,;"B,° entspricht, so correspondirt dieselbe ihr auch in 
Bezug auf A7B’, also auch auf A'°B'’, Es giebt mithin 18 Gerade a, 
fiir A’ B’, welche sich noch unter den (a), in Bezug auf A'°B", das 
aus A'B’ entstanden, vorfinden. Ebensoviele b, sind natiirlich unter den 
(b),) enthalten. 


61. Wir wenden uns endlich zu zwei Gruppen von je 11 Punkten: 
A''B'!; greifen wir A'B'° und A,®, ,,B,*, ,. heraus. Die (a),) der erste- 
ren bilden eine Linienfliche 20. Grades %2", welche jeden der 10 Punkte 
A’® zum 6-fachen Punkte hat; die (a), der letzteren einen Complex 
4, Grades, der die Biindel der A’, 9 ganz enthiilt. Gemeinsam sind 
beiden die 6 Geraden von (2°, die durch jeden der 7 Punkte A’ gehen, 
und die 18 Geraden a,, w slike noch unter den (a),, fiir A'°B" enthalten 
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sind; denn alle a, sind im Complexe 4. Grades der (a), enthalten. as 
bleiben folglich 20 Gerade, deren jede in Bezug auf AB" und anf” 








Ag' >, 1¢ Bas, 19 dieselbe correspondirende Gerade hat, die einzige niimlich, 7 : 
die in Bezug auf A’B’ entspricht. Folglich entsprechen sie sich auch | _ 
in Bezug auf A''B". Es giebt demnach 20 Gerade (a),,, welche je eine ae 
correspondirende (b),, haben. wale 
62. Zu demselben Resultate werden wir noch von einer andern 7 
Seite zu kommen suchen. Die Congruenzen (6, 10) der (a), und (a) 9 - plex 
in Bezug auf A’B’ und A,*,B,°, befinden sich nicht in demselben Com- Linie 
plexe, also haben sie 136 Gerade gemein. Zu diesen gehiren die 21 (c); 
Verbindungsgeraden der Punkte A’ und die 7-10 Kanten, welche je heidi 
den beiden Kegeln 4. Ordnung aus jedem dieser Punkte noch gemein- gem 
schaftlich sind. Ferner liegen eine Anzahl von den zu A’B’ gehirigen adel 
ay) gleichzeitig in beiden Congruenzen. trice 
: Die unter den (a), enthaltenen a, bilden (Nr. 58.) eine Linienfliiche Ay | 
16. Grades (a'®), welche zum Schnitte der Congruenz (3, 6) siimmt- gehe 
licher a, mit dem Complexe 4. Grades (a') der (a), bei A;*B,> gehirt (c), 
und durch die 6 Kegel der Congruenz (3, 6) aus den A® und die Regel- 3G 
schaar. A? zum vollen Schnitte ergiinzt wird. Eine ebensolche Linien- 193 
fliiche (a'*)’ geben die a,, welche sich unter den (a),’ befinden. Beide = ( 
sind in (3,6) enthalten; es fragt sich, wie viele Geraden ihnen ge- den 
meinschaftlich sind. Da (a'*) sich in (3, 6) befindet, so bestehen die sich 
+ 64 Geraden, welche sie mit dem Complexe (a') gemein hat, aus denen, Pun 
welche ihr mit (a'*), mit den Kegeln 3. Ordnung aus A® und der (ce 49 
Regelschaar X* gemeinsam sind. Fir (a'*)’ ist jeder der Punkte A’ von 
ein 6-facher Punkt; also hat (a'%)’ mit jedem dieser 6 Kegel ihre durch Stra 

den Scheitel gehenden Erzeugenden gemeiu (welche ja auch die ge- 
meinsamen Geraden des Kegels 3. Ordnung als desjenigen, der nach eine 
der Congruenz (5,6) geht, mit dem Kegel 4. Ordnung, welcher nach die 
(6, 10) geht, ausser den 6 Verbindungsgeraden sind (Nr. 58.)). Weil Ajs 

ferner die Geraden von %? bei A®B® sich unter den Geraden ay, bei 
A’ B’ befinden (Nr, 31.), so sind die 3 Geraden von %?, die sich unter (7, 
den (a), befinden (Nr. 60.), die gemeinschaftlichen Geraden von % (ce), 
Bis und (a'*); folglich ist die Zahl der gemeinsamen Geraden von (a"*) geh 
. und (a'®)’ d. i. der Geraden a, fiir A’B’, die sich sowohl unter den : ASE 
“2 (a),, als unter den (a), befinden, 64 — 6-6 — 3 = 25. Werden diese (A 
und die schon oben erhaltenen 21+ 70 von den 136 Geraden ab- al 
gezogen, so erhalten wir die 20 Geraden, welche in Bezug auf A’B’ voll 

und auf A,°,B,°, je die niimliche correspondirende haben, die ein- 

zige niamlich, die in Bezug auf A’ B’ entspricht, also die 20 Gera- | 
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Das Problem der riumlichen Projectivitit, 549 


Vill. 


63. Bei den Gruppen A* B° hatte sich (Nr. 9. und 13.) eine Con- 
gruenz (7, 11) von solchen Geraden — die wir jetzt (c); nennen wollen 
- ergeben, welche mit A® und B* projectivische Ebenenwiirfe bilden; 
wiihvend die Geraden (c),, bei denen dies in Bezug auf A'B* stattfindet, 

einen Complex 4. Grades erzeugen (Nr. 3.). 
Die Congruenz 1. Grades [a,,, b,.| gehdrt ganz za diesem Com- 


‘ plexe; welches ist der Grad der von den Geraden derselben erzeugten 


Linienfliche, die sich unter den (c), befinden? Der Complex der 
(c), in Bezug auf A,'B,* hat mit der Congruenz [a,,, ),,) ausser den 
beiden Strahlbiischeln (A,, b,,) und (B,, ayy ») eine Linienfliiche 6. Grades 
gemein, dies ist die gesuchte, nennen wir sie ©,°,. Die Geraden (ce),, 
welche sich in der Congr uenz, die zwei homologe "Hawpitinien zu Diree- 
tricen hat, befinden, bilden eine Linienfliiche 6. Grades. Fir ©,°, sind 
ay, und ." dreifache Leitgeraden; durch jeden Punkt C von b,, z. B. 
gehen die 3 Geraden, welche Kanten des Kegels des Complexes der 
(c),’ sind und in (C, a,,) liegen, ohne durch A, zu gehen. Von den 
3 Geraden, welche durch («,,,, 0,,) gehen, oder, was dasselbe ist, in 
@5, liegen, geht die eine nach A,, die zweite nach dem Punkte A,,, 
= (a@.,, b,;), gehdrt also zu dem in @,,, liegenden Biischel von Gera- 
den (c); (Nr. 9.), die dritte ist die Gerade (@45,, B,.,). Damit zeigt 
sich zugleich, dass dic 6 Punkte A,, A,, A,, B;, B,, B, einfache 
Punkte von 6° . sind, dass die 3 Geraden (0455, Byo3), (@124> Byay), 
(195, Bya;) auf ©,8, legen und diese Fliche mit jedem der 6 Biischel 
von Geraden (c), in den durch a,, bez. b,, gehenden Hauptebenen einen 
Strahl gemein hat. 

Die 7 Geraden der Congruenz (7, 11), welche durch einen Punkt 
einer Hauptgeraden, z. B. a,, gehen, sind die 3 Erzeugenden von @,°,, 
die Gerade a,, selbst und die ‘Strablen nach den Scheiteln Aj»3, Ayo4, 
A,,, der in den Ebenen @,,., 0,54, @,o; gelegenen Biischel von Geraden (¢),. 

64. Bei zwei Gruppen von je 6 Punkten A®B® haben die Congruenz 
(7, 11) der (¢); in Bezug auf A’ B® und der Complex 4. Grades der 
(c), in Bezug auf A,‘,B,‘, eine Fiche 72. Grades gemein; zu derselben 
gehéren die 6 Kegel 4. Ordnung der ersteren aus jedem der Punkte 
A®B*, ferner die 3 ‘Linienflachen C,°,, €,°,, ©,%, und die beiden Biischel 
ca 503), (Byo3 Byo,); denn die Biindel um die A*, B’, die Congruen- 
wen [440,012], [443,43], [a5, by3] und die Felder @;.,, By, gehdren 
vollstiindig zu dem Complexe der (c),’ (Nr. 3. und 4.). 

Es bleibt demnach eine Fliche 28. Grades &*°, deren Gerade die 
Geraden (c), sind, welche mit A® und B® projectivische Ebenenwiirfe geben; 
wie schon in Nr. 19. in etwas weniger allgemeiner Weise gefunden 
worden ist. Dort ist schon gezeigt, dass die 12 Hauptpunkie A®, B® 
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7-fache Punkte dieser Fliiche sind und dass dieselbe zu jeder der 15 
linearen Congruenzen [aix, bix| 10 Gerade liefert; so wie auch dass sie ~ 
die 20 Geraden enthidlt, in denen eine Hauptebene des einen Raums der — 
des andern begegnet, die mit ihr keinen Index gemein hat, 2. B. (0,5, Bys,). 

65. Gehen wir zu zwei Gruppen mit 7 Punkten A’B’. Die Flache 
8 der (c), in Bezug auf A® B® und der Complex 4. Grades der (c), 
in Bezug auf A,‘ ,B,‘, , haben 112 Gerade gemein, darunter die 7 Er- 
zeugenden der 63 durch jeden der 6 Punkte A®, B®, ferner die je 10. 
Geraden von &*, die in den Congruenzen [@,,, b,.|, [@,3, B13], [@o3) Bog] 
sich befinden, und die beiden Geraden (c,,,, By.) und (@,;¢, Byo3). Die 
38 iibrigen Geraden sind die (c),, welche nach A’ und B’ projectivische 
Wiirfe senden. 

Versuchen wir auch dies Resultat auf einem zweiten Wege zu er- 
reichen. Die beiden Congruenzen (7, 11) der (c), und der (c),’ in Be- 


zug auf A°B® und auf A,B, haben 170 gemeinsame Geraden. Zu den- man 
selben gehdren erstens die 6 Hauptlinien a@,,, a3, do3, Dy.) Dy, Dagy weni 
zweitens durch jeden der 6 Punkte A*, B® noch 14 weitere gemeinsame Dop} 
Kanten der von ihm ausgehenden Congruenzkegel 4. Ordnung, drittens liste 
die beiden Geraden, welche in a,,, die Spuren von b,, und by;, in Bys sem 
die Spuren von a,, und a,, verbinden, viertens die Gerade (@,.;, Bj»). Wei 
Fiinftens sind den beiden Congruenzen auch diejenigen Geraden gemein, wen) 
welche je in beiden Linienfliichen 6. Grades liegen, die von den Ge- ausg 
raden (c), und (c¢);’ in die linearen Congruenzen [a,., ),.], [a,;, di) erhii 
[a,,, b.,] geliefert werden. Diese Geraden, die z. B. in [a,., bj] sich ~ dere 
befinden, sind offenbar identisch mit denen, welche der Linienfliche ist, 
6°, der (¢)s — der ersteren der obigen — und dem Complexe 4. Grades 
der (c),” in Bezug auf A,! 1,5 B,‘,, gemeinsam sind. Beide haben im dart 
Ganzen 24 Gerade gemein; zu ihnen gehéren die je 3 Geraden von zu | 
- ©, welche durch A, bez. B, gehen, die beiden Geraden, welche nun 
durch A, bez. B, gin (Nr. 63.), weil die ganzen Biindel A,, B,, beh: 
A,, B, im Complexe der (c),” liegen, und die 3 Geraden (c,,3, B,»3), dass 
(134 Bisa)» (135 Biss) (Nr. 63.), “weil sie in der Congruenz [a,;, 3] dur 


und damit in dem Complexe der (c),” sich befinden. Es bleiben dem- 
nach von den 24 Geraden 13 iibrig. Dies sind die Geraden in [a,,, },.), 
welche sowohl (¢)s » als auch (c),;’ sind. Ebenso giebt es in [a,,, 45] 


med 

und in [@,;, b.;] je 13. 
Von den 170 Geraden sind also 6+ 6-14+4+2+1+4 3-13 in Sell 
Abzug zu bringen. Der Rest betriigt 38: dies sind die Geraden (c);. mel 


“niet 


Darmstadt, Anfang April 1873. 














Ueber Flachen dritter Ordnung *). 
(Dazu gehérig meohrere lithographirte Tafeln.) 


Von Ferix Kiem in ERLANGEN. 


Wenn eine Curve mit Doppelpunkten gezeichnet vorliegt, so kann 
man aus ihr Curven derselben Ordnung ohne Doppelpunkt oder mit 
weniger Doppelpunkten schematisch ableiten, indem man die in den 
Doppelpunkten oder einigen derselben zusammenstossenden Curven- 
liste durch aihnlich verlaufende, sich nicht treffende ersetzt. Nach die- 
sem ebenso einfachen als fruchtbaren Principe**) erhalt man z. B. ohne 
Weiteres die beiden Grundformen der ebenen Curven dritter Ordnung, 
wenn man von der Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte 
ausgeht und letzteren in dem einen oder anderen Sinne auflést; man 
erhilt Beispiele von Curven beliebiger Ordnung, wenn man als beson- 
dere Curve eine solche zeichnet, die in lauter gerade Linien zerfallen 
ist, und auf deren Doppelpunkte den bewussten Process anwendet. 

Ein #hnliches Verfahren ist im Raume anwendbar, wenn es sich 
darum handelt, von den Flaichen héherer Ordnung eine Anschauung 
zu gewinnen. Man construirt eine besondere Fliche derselben Ord- 
nung, die mit einzelnen Knotenpunkten oder auch mit Doppelcurven 
behaftet sein mag, und leitet aus ihr eine allgemeinere dadurch ab, 
dass man die an die singuliren Stellen hinantretenden Flachentheile 
durch aihnlich verlaufende ersetzt ***). 


*) Vergl. eine vorliufige Mittheilung in den Berichten der physikalisch- 

medicinischen Societiéit zu Erlangen. Sitzung vom 5, Mai 1873. ° 

**) Wer diesés Princip zuerst verwerthet hat, lisst sich bei dessen grosser 
Selbstverstiindlichkeit wohl kaum feststellen. Dem Verf. ist dasselbe, sowie na- 
mentlich das Beispiel der Erzeugung einer Curve ner Ordnung aus » geraden Li- 
‘nien, von Pliicker her bekannt: vergl. z. B. dessen Theorie der algebraischen 
Curven (1839), in welcher fortwihrend ahnliche Ueberlegungen angewandt werden. 

**%) Fast noch interessanter sind die Anwendungen, die man von demselben 
Principe in dualistischem Sinne auf Curven oder Flichen gegebener Classe ma- 
chen kann, da man von den bei diesen Curven und Flichen auftretenden Gestal- 
ten seither nur erst eine sehr unvollkommene Kenntniss hat. Man hat. sich an 
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TIndem ich auf diese Art versuchte, mir eine gréssere Zahl von — Punk 
Flichen dritter Ordnung zu construiren, bemerkte ich, dass die Me- Singu 
thode bei ihnen, wie bei den Curven dritter Ordnung, fast ohne Wei- ebenf 
teres iiberhaupt alle Gestalten ergiebt. Ich gehe dabei von der Flache schau 


dritter Ordnung mit vier reellen Knotenpunkten als speciellem Falle ~ ] 
aus. Eine solche Fliche ist leicht herzustellen, da sie vollstindig be- 





wie § 

stimmt ist, wenn man das durch die Knotenpunkte gebildete Tetraeder obne 
und die Ebene der drei auf der Fliiche verlaufenden einfachen Gera- der | 
den beliebig annimmt (vergl. die Beschreibung eines Modells, das Herr die | 
Neesen angefertigt hatte. Gott. Nachrichten. Aug. 1872, sowie § 1. Der 
des Folgenden). Ueberdies hat die Fiche fiir den hier vorliegenden darir 
Zweck den Vorzug, dass sie nur in einer Art existirt, indem jede Gera 
solche Fliche in jede andere durch reelle Collineation iibergefiihrt der 
werden kann, dass ferner ihre Knotenpunkte unter einander gleich- von 
werthig sind, weil die Fliche Coilineationen in sich selbst besitzt, ver- gens 
mége deren sich die Knotenpunkte beliebig vertauschen lassen.° eine? 

Einen Knotenpunkt mit reellem Tangentenkegel kann man in zwei 
wesentlich unterschiedenen Weisen auflésen. Entweder man verbindet veel] 
die in demselben zusammenstossenden [F'liichentheile, so dass in der Si 
neuen Flache an Stelle des Knotenpunktes ein diinner Ast mit hyper-' ae 
bolischer Kriimmung sich fiudet, oder man trenné dieselben von ein- Pen 
ander, so dass in der neuen Filiiche zwei verschiedene I'liichentheile Laci 
mit elliptischer Kriimmung einander gegeniiber stehen. Am deutlich- alia 
sten sind die beiden Processe vorzustellen, wenn man den reellen yen 
SS Kegel zweiter Ordnung als Uebergangsfall zwischen einem einschaligen best 
ae und einem zweischaligen Hyperboloide auffasst. 

E> Diese beiden Processe kann man nun an jedem der vier Knoten- als 
punkte der zu Grunde gelegten Fliiche beliebig anwenden. Man er- iat 
halt dadurch eine Reihe von Fliichen mit weniger als vier Knoten- eatt 
punkten, insbesondere von Fliichen ohne Knotenpunkt. Und es soll aut 
nun im Folgenden gezeigt werden, dass durch die so erzeugten Fli- yew 
chen die Flichen mit reellen Knotenpunkten, insbesondere diejenigen lysi 

. ohne Knotenpunkt in gewissem Sinne vollstindig reprisentirt sind. Wenn 
wir bei diesen Erérterungen uns auf solche Flichen beschriinken, non 
_welche getrennte conische Knotenpunkte oder gelegentlich einfache The 
biplanare Punkte besitzen, und auch bei diesen nur solche Fiille be- hal 
riicksichtigen, in denen die singuliiren Punkte reell sind, so geschieht ton 
es der Uebersichtlichkeit wegen: die Flichen mit hdheren biplanaren BP 
der Erkenntniss, dass bei diesen Gebilden Alles in dualistischem Sinne gerade so , loso 
ist, wie bei den Gebilden der betreffenden Ordnung, seither wohl zu sehr geniigen 3 
lassen und ist nur zu wenig zu einem concreten Erfassen der damit bezeichneten © — che 


wirklichen Verhiiltnisse durchgedrungen. 
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Punkten oder uniplanaren Punkten, sowie die Flachen mit imaginaren 
Singularitéten lassen sich aus den im Folgenden allein betrachteten 
ebenfalls durch continuirliche Aenderung der Gestalt in durchaus an- 
schaulicher Weise gewinnen. 

Die Eintheilung der Flaichen dritter Ordnung nach ihrer Gestalt, 
wie sie sich aus diesen Betrachtungen ergiebt, fallt fiir die Flachen 
ohne Knoten genau mit derjenigen zusammen, welche Schlifli nach 
der Realitit der geraden Linien getroffen hat*), wihrend sie sich fiir 
die Flichen mit Knotenpunkten in dieselbe zum mindesten einordnet. 
Der Grund fiir diese Uebereinstimmung liegt, ganz allgemein gesagt, 
darin, dass bei den Flichen dritter Ordnung das Zusammenfallen von 
Geraden und das Auftreten von Knotenpunkten gegenseitig an einan- 
der gekniipft sind. Aus demselben Grunde stimmen die Flachen der 
von uns unterschiedenen Arten auch noch mit Bezug auf andere Ki- 
genschaften iiberein. Es geniigt dann immer, diese Eigenschaften an 
einer einzelnen méglichst bequem gewihlten Fliche zu verfolgen. 

In diesem Sinne sollen in den §§ 10.—14. die Flachen mit 27 
reellen Geraden einer niheren Untersuchung unterworfen werden. Un- 
ter der grossen Reihe gemeinsamer EKigenschaften gerade dieser Fla- 
chen sei vor Allem hervorgehoben, dass dieselben immer ein reelles 
Pentaeder besitzen, dessen Seitenfliichen sich niiherungsweise angeben 
lassen, wenn die 27 Geraden als bekannt vorausgesetzt werden. Es 
sind hierdurch die Gleichung 5" Grades, von der die Pentaeder- 
ebenen abhiingen, und die Gleichung 27°" Grades, welche die Linien 
bestimmt, in eine sehr merkwiirdige Beziehung gesetzt. 

Die Bestimmung der Gestalten aller Flichen dritten Grades mag 
als Beitrag zu einer allgemeinen Theorie aufgefasst werden, welche 
von den Gestalten algebraischer Flichen iiberhaupt handelt. Es sind 
mit Bezug auf letztere in § 15. einige sich leicht darbietende Sitze 
aufgestellt worden. Sodann erdrtere ich in den letzten Paragraphen 
gewisse Beziehungen, welche diese Untersuchungen zu der sog. Ana- 
lysis situs besitzen. 

In einer neueren Arbeit**) hat nimlich Hr. Schlafli, ausgehend 
von der Fliche dritten Grades ohne Knoten, die in zwei getrennte 
Theile zerfallen ist (nach seiner, wie nach der im Folgenden einge- 
haltenen Aufzihlung, die fiinfte Art), die iibrigen Flichen ohne Kno- 
ten nach ihrem Zusammenhange im Riemann’schen Sinne untersucht. 


*) On the Distribution of Surfaces of the Third Order into Species etc, Phi- 
losophical Transactions, t, 153 (1863), p. 193. 

**) Quand’ é che dalla superficie generale di terz’ ordine si stacca una parte 
che non sia realmente segata da ogni piano reale? Annali di Matematica, t. V., 
p. 289, 
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der projectivischen Geometrie scheint mir wegen der verschiedenarti- 


gen Auffassung des Unendlich-Weiten, die man in den gewdhnlichen — 


Untersuchungen der Analysis situs einerseits, in der projectivischen 
Geometrie andererseits zu Grunde legt, nicht ohne vorherige Erérte- 
rung einer Reihe fundamentaler Punkte gestattet, die ich bei dieser 
Gelegenheit wenigstens habe bezeichnen wollen, wenn ich auch nicht 
im Stande war, dieselben zu erledigen. 


$1. 


Ueber ein Modell einer Fliche dritter Ordnung mit vier reellen 
Knotenpunkten. 


Die Eigenschaften der Flichen dritter Ordnung mit vier Knoten- 
punkten sind in neuerer Zeit wiederholt untersucht worden, so dass sie 
als weseutlich bekannt vorausgesetzt werden diirfen. Es sei daher nur 
an die Lage der 27 Geraden der Fliche erinnert. Von denselben fallen 
24 in die als Gerade der Fliche vierfach ziihlenden Kanten des Kno- 
tenpunkt-Tetraeders. Die drei iibrigen liegen in einer beliebig anzu- 
nehmenden Ebene und bilden die Diagonalen des Vierseits, in welchem 
dieselbe von den Tetraederflichen geschnitten wird. 

Es mégen jetzt die vier Knotenpunkte insbesondere reell voraus- 
gesetzt sein. Dann besteht die Fliiche, von der durch das Unendlich- 
Ferne erfolgenden Trennung abgesehen, aus zwei zusammenhiingenden 
Theilen, welche nur in den vier Knotenpunkten zusammenstossen. Von 
denselben ist der eine nirgends hyperbolisch, der andere nirgends 
elliptisch gekriimmt. Denn die parabolische Curve der Fliche besteht 
doppeltzihlend aus den sechs Tetraederkanten, und es wird also ein Ueber- 
gang von elliptischer zu hyperbolischer Kriimmung nur beim Durch- 
setzen eines Knotenpunktes, nicht beim Ueberschreiten der paraboli- 
schen Curve stattfinden. 

Um eine concrete Anschauung von der Gestalt, welche eine solche 
Flache besitzt, zu vermitteln, sei hier die Beschreibung eines Modells 
derselben gegeben, das Hr. Weiler auf meinen Wunsch anfertigte, 
und auf welches sich die ebenfalls von Hrn. Weiler entworfene Zeich- 
nug auf Tafel I. bezieht. Die vier Knotenpunkte bilden in demselben 
ein gleichseitiges Tetraeder, dessen eine Seitenfliiche horizontal gestellt 
und nach oben gekehrt ist. Der elliptische Theil der Fliche fallt 
nahe mit dem von den vier Knoten begrenzten endlichen Tetraeder 
zusammen und weicht nur dadurch von demselben ab, dass statt der 
ebenen Begrenzungen convexe Partieen auftreten. Der hyperbolische 
Theil setzt sich nach aussen an die vier Knotenpunkte an und breitet 
sich von diesen ab wesentlich horizontal aus, so dass er die unendlich 
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ferne Ebene in einem symmetrischen Curvenzuge schneidet, der drei 
auf einer Horizontalen gelegene Wendungen besitzt. Durch “diese 
Symmetrieverhiltnisse ist ersichtlich der untere Knotenpunkt, wiewohl 
nicht in projectivischem Sinne, ausgezeichnet. Weiter unterhalb des- 
selben, um die Héhe des Knotenpunkttetraeders von ihm entfernt, be- 
findet sich in horizontaler Lage die Ebene der einfach zihlenden Ge- 
raden; die geraden Linien in ihr bilden ein gleichseitiges Dreieck. 


Es wurde bereits hervorgehoben, dass die Flaiche dritter Ordnung 
mit vier reellen Knotenpunkten fiir die projectivische Auffassung nur 
eine Art darstellt, und in diesem Sinne reprisentirt das geschilderte 
Modell also alle derartigen Flaichen. Die raumliche Anschauung lést 
sich aber nur schwer von der gewdhnlichen Weise ab, fiir welche das 
Unendlich-Weite seine besondere Geltung beansprucht. Insofern ist 
es nicht gleichgiiltig, dass in dem Modelle gerade ein Fall dargestellt 
ist, in welchem die unendlich ferne Ebene nur den hyperbolischen 
Theil der Fliche und zwar nach einer Curve ohne Oval schneidet. 
Es werden dadurech gewisse charakteristische Uebergiinge, deren Be- 
trachtung im Folgenden nothwendig wird, besonders anschaulich, in- 
dem sie ihren Kinfluss nur auf ganz im Endlichen gelegene Partieen 
der Flaiche erstrecken. Das in der Einleitung erwihnte Neesen’sche 
Modell hatte einen anderen Fall zur Anschauung gebracht (das Un- 
endlich-Weite ist bei ihm eine auch ganz auf dem hyperbolischen Theile 
gelegene Curve, aber mit Oval); bei ihm sind die beziiglichen Verhialt- 
nisse nicht so leicht zu verfolgen. 


§ 2. 
Ableitung neuer Flachen aus der Flaiche mit vier reellen Knoten. 


An jedem der vier Knotenpunkte des Modells mag man nun den 
Process des Verbindens oder des Trennens, wie er in der Einleitung 
geschildert wurde, anbringen. Da die vier Knotenpunkte projectivisch 
unter einander gleichberechtigt sind, auch keine ihrer Gruppirungen 
zu zwei, drei ausgezeichnet ist, so wird es nur auf die Zahl der Kno- 
tenpunkte ankommen, die von dem einen oder anderen Processe be- 
troffen werden, und wir kénnen die bez. Knotenpunkte in jedem Falle 
den Symmetrieverhiltnissen der Fliiche méglichst entsprechend wahlen. 


Soll insbesondere (und dieser Fall allein wird im Folgenden spe- 


cieller erértert, um an ihm das Verhalten der Flichen beim Auftreten 


biplanarer Punkte allgemein zu charakterisiren) nur ein Knotenpunkt 
aufgelést werden, so wihlen wir den unteren. Die beiden so hervor- 
gehenden Flichen mit drei Knoten mégen mit I und II bezeichnet 
sein, je nachdem der Process des Verbindens oder des Trennens an- 






















gewandt wurde. Oder, wenn die beiden Processe allgemein durch + — 
und —— bezeichnet werden, so wird man das Schema haben: 
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Von Flichen mit zwei Kuoten erhalten wir drei Arten, die beziig- 
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bezeichnet sein sollen. 
Flichen mit einem Knoten giebt es vier: 


1+++ 
W ++— 
a 
- eageep 


? 
endlich von Flichen ohne Knoten fiinf: 


1++++ 
Mt +++— 
oe eee 
I abies 
= eee 


Es ist ersichtlich, dass die letzterzeugten fiinf Flaichen mit Aus- 
nahme der fiinften aus einem iiberall zusammenhiingenden Theile be- 
stehen; die Fliche V enthilt zwei getrennte Theile. 

Aus diesen Flichen sollen nun noch weitere abgeleitet werden, 
indem man sich einen oder einige der vorhandenen Knotenpunkte 
durch die biplanare Form hindurch iindern liisst, sofern dies méglich 
ist. Hierzu wird aber die Betrachtung eines biplanaren Knotens an 
sich und des Uebergangs einer Fliche mit gewdhnlichem Knoten in 
eine solche mit biplanarem Knoten iiberhaupt erforderlich. 





§ 3. 
Ueber Flichen mit biplanarem Knoten *). 


Der Kegel zweiter Ordnung, der von den Tangenten in einem . 
biplanaren Knoten einer Fliche gebildet wird, ist in ein Ebenenpaar 


*) Vergl. hierzu die Erérterung, die Schlafli giebt: Philosophical Trans- 
actions. 1863. p. 207. 
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ung. 
ausgeartet. Dieses Ebenenpaar kann reell oder imaginiir sein. Jeden- 
falls ist der Durchschnitt der beiden Ebenen, die Axe des biplanaren 
Punktes, wie er genannt sein mag, reell. Wiihrend eine durch den 
biplanaren Punkt beliebig durchgelegte Ebene die Fliiche in einer 
Curve mit Doppelpunkt trifft, ist die Durchschnittscurve der Fliche 
mit ciner durch die Axe gehenden Ebene eine Curve mit Spitze, deren 
Tangente eben die Axe ist. | 

Sind nun die beiden ausgezeichneten Ebenen imaginiir, so ist diese 
Spitze fiir alle derartigen Ebenen gleich gerichtet. Die Fliiche hat in 
der Niihe des biplanaren Punktes eine Gestalt, wie weun sie dureh 
Rotation einer Curve mit Spitze um deren Tangente entstanden wiire. 

Bei dem biplanaren Punkte hingegen, der reelle Ebenen besitzt, 
ist die Spitze der ausgeschnittenen Curve verschieden gerichtet, je 
nachdem die gewiihlte Ebene dem einen oder anderen Winkelraume 
angehdrt, der durch die beiden ausgezeichneten Ebenen begrenzt wird. 
Der Uebergang von der einen zur anderen Lage findet in den ausge- 
zeichneten Ebenen statt, welche ihrerseits die Fliche nach einer Curve 
mit dreifachem Punkte schneiden. Es sind hierbei wiederum zwei 
Fille zu unterscheiden, die freilich den Zusammenhang der Fliche in 
der Nihe des singuliiren Punktes nicht wesentlich beeinflussen. Der 
dreifache Punkt der Schnitteurve hat niimlich eutweder nur einen 
reellen Ast oder er hat drei reelle Aeste. Die beiden Fille (eigent- 
lich sind drei Fille biplanarer Punkte mit reellen Ebenen zu unter- 
scheiden, da die einzelne Ebene unabhingig von der anderen beide Arten 
des Uebergaugs zeigen kann) sind auf Taf. II., II. zur Anschauung 
gebracht.. In dem ersten Falle (Taf. I.) wird die Spitze der Durch- 
schnittscurve, welche eine durch die Axe gelegte Ebene mit der Fliche 
gemein hat, immer flacher, sowie man die Ebene der ausgezeichneten 
Lage niihert, d. h. die in der Spitze zusammenstossenden Aeste der 
Curve biegen sich immer rascher von einander weg. An der Grenze 
sind die beiden Aeste der eine in die Verlingerung des anderen 
iibergegangen, die Spitze selbst ist verschwunden. Bewegt man die 
schneidende Ebene iiber die Grenzlage hinaus, so erscheint die Spitze 
wieder, aber nun nach der anderen Seite gerichtet. In dem zweiten 
Falle (Tafel III.) ist der Uebergang ganz anders. Wenn sich die 
schneidende Ebene der Grenzlage niihert, so treten an die Spitze zwei 
weitere Aeste der Durchschnittscurve hinan. An der Grenze entsteht 
aus der Verschmelzung derselben mit der Spitze der dreifache Punkt 


-in der Weise, dass die Spitze die Hiilften zweier Aeste des dreifachen 


Punktes geliefert hat. Hernach lést sich der dreifache Punkt in ent- 

sprechender Weise aber in umgekehrtem Sinne wieder auf. 
Unabhiingig von diesem Unterschiede hat der biplanare Punkt mit 

reellen Ebenen ersichtlich die Kigenschaft, dass man auf der. Fléche 
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von jedem Punkte in der Néhe des biplanaren zu jedem anderen benach- dann 
barten gelangen kann, ohne den biplanaren Punkt zu durchsetzen; wir ~ in F 
werden sogleich auf diesen Unterschied zuriickkommen. 
mit 
§ 4. Wen 
= Ableitung des biplanaren Knoten aus dem conischen. ap 
Betrachten wir jetzt, wie eine Fliche mit biplanarem Knoten aus man 
einer mit gewohnlichem Knoten hervorgehen kann. rung 
Beim biplanaren Punkte mit imaginiiren Ebenen ist das leicht er- wed 
sichtlich. Eine ebene Curve mit Spitze ist der Uebergang zwischen 
einem isolirten Knoten, an den sich ein Curvenzug mit zwei. hins 
Wendungen heranzieht, und einem nicht isolirten Knoten, der eine 
kleine geschlossene Schleife besitzt (vergl. Fig. 1. Tafel IV.). Die ewis 
mit dem biplanaren Punkte versehene Fliiche bildet den Uebergang auf 
zwischen einer Fliiche mit isolirtem und einer Fliiche mit nicht iso- an, 
lirtem Knoten, wie sie aus den bez. Curven durch Rotation um die 
Symmetrie-Axe hervorgehen. 
Beim biplanaren Punkte mit reellen Ebenen ist der Uebergang 
der folgende. Die Fliche mit Knoten muss hier die eben hervorge- 
hobene Eigenschaft des Zusammenhangs um den singuliiren Punkt herum 
ebenfalls besitzen. Sie ist daher folgendermassen gestaltet ( vergl. leit 
Fig. 2. Tafel [V.). Durch die Axe des spiiteren biplanaren Punktes lege lich 
man schneidende Ebenen. Dieselben schneiden zum Theil in einer trac 
Curve mit isolirtem Punkte, zum anderen Theil in einer Curve mit 
nicht isolirtem Knotenpunkte, aber Kleiner Schleife. Stellt man die Ebe 
Fliche so, wie in der Zeichnung geschehen ist, dass sich die Curven der 
der ersten Art wesentlich nach unten erstrecken, so erstrecken sich ten 
die Curven der zweiten Art (abgesehen von der kleinen Schleife ) we- pla 
sentlich nach oben. Unterhalb des Knotens befindet sich daher, wie hin 
in der beigegebenen Figur zu sehen, eine Art kleiner Oeftnung der nu 
Fliche. Zieht sich dieselbe vollends zusammen, so hat man den bi- not 
; planaren Punkt. Aendert sich die Fliche weiter, so tritt diese Oeff- Kn 
Be. nung wieder auf, aber nun oberhalb des Punktes und um einen rech- hin 
4 ten Winkel gedreht. Beim Durchgange durch den biplanaren Punkt net 
reproduciren sich also die an die singuldre Stelle angrenzenden Fliichen- ma 
theile nur in anderer Anordnung; sie scheinen wm 90° um die Ame des 
biplanaren Punktes gedreht und dann an der gegen die Axe senkrechten set 
Ebene gespiegelt. der 
Auf die Knotenpunkte der beiden Fliichen, welche sonach den die 
Flichen, die einen biplanaren Punkt mit reellen Ebenen besitzen, be- Ue 
nachbart erscheinen, wende man jetzt die zur Verfiigung stehenden sar 
Aenderungsprocesse des Verbindens oder Trennens an. Man erhiilt An 
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dann ersichtlich bei beiden Flichen die nimlichen Resultate, wie sie 
in Figur 1, 2 der Tafel V. dargestellt sind. 

Etwas ganz Aehnliches findet in dem Falle statt, dass man es 
mit einem biplanaren Punkte mit imaginiiren Ebenen zu thun hat. 
Wendet man auf die Fliche mit nicht isolirtem Knoten, die der 
Fliche mit biplanarem Knoten benachbart ist, die Processe des Ver- 
bindens oder Trennens an, so erhiilt man dasselbe Resultat, als wenn 
man bei der Fliiche mit isolirtem Knoten diesen Knoten die Aende- 
rungen eingehen lisst, deren er fihig ist, d. h. wenn man ihn ent- 
weder ganz verschwinden oder in eine kleine Kugel iibergehen lasst. 

Als Resultat dieser Ueberlegungen mégen wir also Folgendes 
hinstellen : 

Eine Fliche mit biplanarem Knoten bildet freilich den Uebergang 
zwischen zweierlei Fliichen mit gewidhnlichem Knoten; wendet man aber 
auf diese Knoten die beiden in jedem Falle zulissigen Auf loseprocesse 
an, so sind die Resultate bei beiden F lichen dieselben. 


§ 5. 
Ableitung weiterer Flichen dritter Ordnung. 


Aus den in § 2. aufgestellten Fliichen sollen jetzt weitere abge- 
leitet werden, indem man die einzelnen Knotenpunkte, sofern es mig- 
lich ist, sich durch die biplanare Form hindurch iindern lisst. Be- 
trachten wir zu dem Zwecke die einzelnen Fliichen genauer. 

Kin Durchgang durch einen biplanaren Knoten mit imaginiren 
Ebenen kgnn ersichtlich so lange nicht stattfinden, als noch ein an- 
derer Knoten vorhanden ist. Denn die Verbindungslinie beider Kno- 
ten wiirde der Fliche ganz angehéren, wiihrend doch durch einen bi- 
planaren Punkt mit imaginiiren Ebenen niemals eine reelle Gerade 
hindurchgehen kann. Aber unter den Flichen mit einem Knoten hat 
nur IV eine solche Gestalt, wie sie behufs des gedachten Ueberganges 
nothwendig ist. Diese Hliiche JV kann wirklich einen biplanaren 
Knotenpunkt der gemeinten Art erhalten; findert sie sich durch diesen 
hindurch, so giebt’s eine Fliiche IV’ mit isolirtem Knoten, die als 
neue Fliiche den vier mit einem reellen Knoten hinzugefiigt werden 
mag. 

Ein Durehgang durch einen biplanaren Knoten mit reellen Ebenen 
setzt ebenfalls, nach § 4., eine gewisse Art des Zusammenhangs bei 


‘der urspriinglichen Fliiche voraus. Betrachten wir, statt aller anderen, 


die beiden Fliichen J und JI mit drei Knoten. Bei JJ ist ein solcher 
Uebergang ersichtlich nicht modglich, weil die in einem Knoten zu- 
sammenstossenden Fliichentheile weiter keinen Zusammenhang zeigen. 
Anders bei J. Hier kénnen sich simmtliche drei Knoten durch die 
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biplanare Form hindurch findern und das giebt, je nachdem es bei 
1, 2, 3 Knoten geschieht, drei neue Arten mit drei Knoten: 
oP ete ea 
Bei den Fliichen mit zwei Knoten stellen sich die Verhiiltnisse so: 
: Im Falle III ist keinerlei Uebergang durch eine biplanare Form mig- 
.:. lich. Bei JZ und J finden Uebergiinge statt. Ebenso ergeben die 
‘ille J, 11, IJ der Fiichen mit einem Knoten eine Reihe neuer For- 
men; der Fall ZV, der eben schon die Fliiche mit isolirtem Punkte 
ergeben hat, liefert hier keinen Beitrag. 


Wenn man an den Knotenpunkten der so erhaltenen neuen Fli- 
chen nunmehr die beiden gestatteten Aenderungsprocesse anbringt, so 
erhilt man nach dem Schlusssatze des § 4. nichts Neues. Auf die 
Flichen ohne Knotenpunkt insbesondere ist also die Aenderung der 
vorangehenden Fliichen durch die Formen mit biplanaren Knoten hin- 
durch ohne Einfluss. 





§ 6. 
Die abgeleiteten Flichen erschépfen alle Flichen dritten Grades mit 
reellen conischen Knotenpunkten. 





Ich behaupte nun, dass die abgeleiteten Fliichen alle Fliichen mit 
5 drei, zwei, einem reellen conischen Knoten bez. ohne Knoten reprii- 
sentiren. Der Sinn dieser Behauptung muss durch niihere Umgrenzung 
des Art-Begriffs zuniichst priicisirt werden. Unbedingt als zu dersel- 
ben Art gehdrig betrachte ich diejenigen Flaichen dritten Grades, 
welche durch reelle Collineation in einander iibergehen. Ich rechne 
ferner aber zu derselben Art solche Fliichen, welche durch allmihliche 
Aenderung ihrer Constanten so in einander iibergeleitet werden kén- 
nen, dass wihrend des ganzen Aenderungsprocesses kein neuer oder 
kein hoherer singulirer Punkt auftritt. 

Die folgende Anschauungsweise scheint geeignet, diesen Artbegriff 
noch deutlicher zu machen. LEine Fliiche dritter Ordnung hiingt von 
19 Constanten ab. Die Gesammtheit aller Flichen dritter Ordnung 
(wobei nur an Fliichen mit reellen Coefficienten gedacht sein soll) 
bilden also eine Mannigfaltigkeit von 19 Dimensionen. In dieser 
Mannigfaltigkeit fiillen die Flichen mit Knotenpunkt einen Raum von 
nur 18 Dimensionen aus, welcher die ganze Mannigfaltigkeit in eine 
Reihe getrennter Gebiete zerlegt, so dass man aus einem Gebiete in 
ein anderes nur dadurch treten kann, dass man diesen Raum von 18 
Dimensionen durchsetzt. Jedes dieser Gebiete reprdsentirt nun eine Art 
von Flichen ohne Knotenpunkt. 

Mit Bezug auf diese Definition der Art kénnte man einen Ein- 
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wand machen. Nach dem Vorhergehenden sollen zu derselben Art 
in erster Linie alle Fliichen gehéren, die aus einer Flaiche durch reelle 
Collineation hervorgehen. Aber nicht alle reellen Collineationen haben 
die Eigenschaft, durch Wiederholung unendlich kleiner reeller Colli- 
neationen ableitbar zu sein. So ist es z. B. mit denjenigen Collineatio- 
nen, welche aus rechtsgewundenen Curven linksgewundene machen. 
Es ist darum nicht von vornherein ersichtlich, dass alle zu einer Art 
gehérige Flichen ein einziges zusammenhingendes Gebiet in der 
Mannigfaltigkeit aller Flachen constituiren. Aber dieses Bedenken er- 
weist sich als unbegriindet. Man beachte, dass diejenigen Collineatio- 
nen, die sich nicht durch Wiederholung unendlich kleiner Collineationen 
zusammensetzen lassen, von den anderen nur durch Collineationen mit 
verschwindender Determinante — die dann allerdings als unzulissig 
auszuscheiden sind — getrennt sein kénnen. Collineationen der letz- 
teren Art ziehen aber alle Fliichen und also auch alle Flaichen dritter 
Ordnung in (mehrfach zihlende) Ebenen, die Gesammtheit aller Fii- 
chen also in ein Gebiet von drei Dimensionen zusammen, und Gebiete 
von drei DimenSionen sind nicht hinreichend, um Gebiete von 19 Di- 
mensionen in verschiedene Theile zu zerlegen. Jede F'liiche derselben 
Art liisst sich also aus jeder anderen durch continuirliche Aenderung 
der Coefficienten ableiten*). 

Entsprechend, wie wir jetzt bei den Flichen ohne Knoten Arten 
unterschieden haben, ist bei den Flaichen mit Knoten zu verfahren. 
Die Mannigfaltigkeit von 18 Dimensionen z. B., wie sie durch die 
Flichen mit einem Knoten vorgestellt wird, ist durch Mannigfaltig- 
keiten von 17 Ausdehnungen, die sich auf die Flichen mit zwei Kno- 
ten oder mit biplanarem Knoten beziehen, in Gebiete zerlegt u. s. f. 
Der Sinn unserer Behauptung ist nun der, dass die von uns abgeleiteten 
Flichen die iiberhaupt vorhandenen Gebiete, sofern sich dieselben nicht auf 
Flichen mit hiheren oder mit imagindren singuldéren Punkten beziehen, 
vollstiindig und jedes nur einmal reprdsentiren. 


§ 7. 
Beweis des aufgestellten Satzes. 


Der Beweis des aufgestellten Satzes ergiebt sich nun fast unmit- 
telbar. Man hat sich nur zu iiberzeugen, dass die niederen Mannig- 
faltigkeiten, wefche in jedem einzelnen Falle die Trennung der gerade 
betrachieten Mannigfaltigkeit in Gebiete bewirken, keine anderen sein 


*) Die ganze Vorstellungsweise von der durch die Flaichen reprisentirten 
Mannigfaltigkeit, sowie insbesondere dieser Satz, haben nicht nur bei Flichen 
dritten Grades, sondern tiberhaupt bei Flichen héheren Grades ihre Geltung. 
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kénnen, als die ohnehin schon in Betracht gezogenen. Der Beweis 
dafiir ruht darin, dass alle anderen Mannigfaltigkeiten, an die man 
wiirde denken kénnen, nicht die Zahl von Dimensionen haben, die 
ausreicht, um eine Trennung in Gebiete zu begriinden. So wird z. B. 
die Mannigfaltigkeit von 19 Dimensionen, die durch die Flichen ohne 
Knoten repriisentirt ist, nur durch die Flichen mit einem Knoten in 
Gebiete zerlegt werden kénnen, nicht aber z. B. durch die Flichen 
mit zwei imaginaren Knotenpunkten, da letztere nur von 17 Constan- 
ten abbiingen. Der eigentliche tiefere Grund, warum die Derivation 
aller Gestalten bei den Fliichen dritter Ordnung so einfach gelingt, 
wihrend sie z. B. bei den Fliichen vierter Ordnung viel complicirter 
sein diirfte, liegt eben darin, dass bei den Flichen héherer Ordnung 
auch Fille mit Doppeleurven etc. vorhanden sind, die von _hinling- 
lich vielen Constanten abhaingen, um Unterabtheilungen zu begriinden. 
Die Flaiche dritter Ordnung mit dem Maximum der Doppelpunkte, 4, 
hingt noch von 15 Constanten ab, wiihrend die Fliche mit Doppel- 
gerade nur 12, die Flache, welche in eine Ebene und eine Fliiche 
zweiten Grades zerfallen ist, auch nur 12 Constanten hat. Bei Fli- 
chen vierter Ordnung hat die Fliche mit dem Maximum der Knoten- 
punkte (die Kummer’sche Fliche mit 16 Knoten) 18 Constante; eine 
Fliche dagegen, die in eine F’, und eine Ebene zerfallen ist, 22. 
Auch dass die Unterscheidung, welche bei den Fliichen mit r Kno- 
ten stattzufinden hat, je nachdem ein Knoten sich durch die biplanare 
Form geindert hat oder nicht, fiir die Fliichen mit » — 1 Knoten ohne 
Einfluss ist, wird man jetzt ohne Weiteres einsehen. Es sei z. B. 
y= 1: Wir fassen das Gebiet der Fliichen ohne Knoten mit 19, das 
Gebiet der Fliichen mit einem Knoten von 18 und endlich die tren- 
nenden Gebiete auf letzterem mit ihren 17 Dimensionen in’s Auge. Um 
die Zusammenhangsverhiltnisse zwischen diesen verschiedenen Riumen 
deutlicher zu iibersehen, mégen wir zwischen den Constanten der Fliichen 
16 willkiirliche Relationen annehmen, wodurch die’Gebiete der Flachen 


ohne Knoten, mit einem Knoten, mit mehr oder héheren Singularitiiten , 


bez. auf 3, 2, 1 Dimensionen herabgedriickt werden. Als Bilder der 
Mannigfaltigkeiten mag man dann den Punktraum, eine ihn durchsetzende 
Fliche und auf der letzteren verlaufende Curven betrachten. Es fragt 
sich, in wie viele Kammern der Raum durch die Fliche zerlegt wird. 
Die auf der Flaiche gezogenen Curven entsprechen der Annahme zweier 
Knotenpunkte oder eines biplanaren Punktes. Ersichtlich sind die 
ersteren Doppelcurven der Fliiche, die letzteren Riickkehrcurven. Die 
Riickkehreurven kénnen aber niemals dazu beitragen, den Raum in 
getrennte Gebiete zu zerlegen; wiihrend eine solche Zerlegung bei jeder 
nicht isolirten Doppeleurve wirklich zu Stande kommt. Dies ist, nur 
anders ausgesprochen, der Satz von der Einflusslosigkeit der biplanaren 
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Punkte, wie-er in § 5. in Anlehnung an die unmittelbare Anschau- 
ung gewonnen wurde. 


Noch in der folgenden, mehr anschaulichen Weise, mag man 
sich von der Vollstindigkeit tiberzeugen, mit der die von uns abgelei- 
teten Flichen die Flichen dritten Grades reprisentiren. 

Betrachten wir zuniichst Flichen dritten Grades mit drei reellen 
Knotenpunkten. Es sei f = 0 eine irgendwie gegebene Fiiiche der 
Art, so construire man eine Fliche f’ mit vier Knoten, welche drei 
Knoten mit f gemein hat, und betrachte das Biindel f+ Af’ = 0. In 
demselben werden (médglicherweise ) eine gréssere Zahl von Flachen 
mit vier Knoten auftreten; diejenige unter ihnen, welche dem klein- 
sten positiven oder negativen Werthe von 4 entspricht, heisse g. Aus 
der Fliiche » geht f dann hervor, indem der vierte Knotenpunkt einem 
der bewussten beiden Processe unterworfen wird, indem ferner eine be- 
liebige Zahl der drei bleibenden Knotenpunkte durch die biplanare Form 
hindurch sich éndert. Aber andere Unstetigkeiten kénnen nicht eintreten, 
weil dazu besondere Bedingungen zu erfiillen wiren, die man immer als 
nicht erfiillt ansehen kann; die Flichen mit drei Knoten sind also 
durch die von uns aufgestellten Arten erschépft. Jetzt zeigt man 
dasselbe fiir Fliichen mit zwei Knoten, dann fiir die Flichen mit einem 
Knoten und endlich fiir die Flichen ohne Knoten, womit dann der 
allgemeine Beweis erbracht ist. 


g 8, 


Ueber den Verlauf der geraden Linien auf den erzeugten Flachen. 
Zusammenhang der gewonnenen Eintheilung mit der von 
Schlafli. 


Den Ausgangspunkt fiir die Erzeugung aller anderen Flichen bil- 
dete die Fliche mit 4 Knoten. Die Lage der geraden Linien auf ihr 
ist bekannt (vergl. § 1.). Wie die geraden Linien auf den abgeleite- 
ten Filiichen vertheilt sind, ergiebt sich durch eine einfache Ueber- 
legung, die nun entwickelt werden soll. 

Denken wir die abgeleiteten Flichen von der urspriinglichen 
Fliche mit vier Knoten zuniichst wenig verschieden. Dann werden 
sich die drei einfach ziihlenden Geraden der urspriinglichen Flache 
auf der abgeleiteten wiederfinden. Denn keine von ihnen kann sich 
mit einer anderen Geraden vereinigt haben und dann imaginar gewor- 
den sein, weil sie von vornherein zu keiner Geraden benachbart war. 
Es fragt sich also nur nach dem Verhalten der 24 bei der urspriing- 
lichen Fliche in den 6 Tetraederkanten vereinigten Geraden. ~ 


Hier gilt nun offenbar: Werden die in einem Knotenpunkte an 
36* 
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einander stossenden Flichentheile von einander getrennt, so werden die 
bez. Geraden imagindr; und man wird vermuthen: Werden die Theile 
hingegen vereinigt, so trennen sich die bez. Geraden in die doppelte 
Zahi reeller. Hine gerade Linie z. B., welche durch zwei Knotenpunkte 
hindurchging, die beide von dem Processe des Verbindens betroffen 
wurden, wird sich in vier reelle Gerade gespalten haben. 

Um dies sicherer einzusehen, als es bei der geringen Uebung, 
welche unsere raumliche Anschauung in solchen Dingen besitzt, ge- 
lingen will, bilde ich die Flache dritten Grades von einem ihrer Punkte 
durch Projection auf eine Doppelebene ab. Den Projectionspunkt 
wahle ich auf dem elliptischen Theile der urspriinglichen Fliche, etwa, 
in dem auf Taf. I dargestellten Falle, in dem héchstgelegenen Punkte 
des elliptischen Theils. Dabei wird, nach bekannten Eigenschaften 
der Fliche dritter Ordnung mit vier Knoten, eine aus einem Kegel- 
schnittpaare bestehende Uebergangscurve auftreten, deren vier Doppel- 
punkte den Knoten der Fliaiche entsprechen. Nun aber befindet sich 
der elliptische Theil ganz innerhalb der in den Knoten beriihrenden 
Tangentenkegel. Bei der besonderen Wahl des Projectionspunktes, 
die wir getroffen haben, wird daher das Kegelschnittpaar imaginiir 
sein, die Uebergangscurve sich auf vier isolirte Punkte reduciren. Die 
sechs Verbindungsgeraden dieser vier Punkte sind die Bilder der sechs 
auf der Filiache liegenden Tetraederkanten. Der Einfluss einer Defor- 
mation der Filaiche auf die Geraden derselben lisst sich jetzt in der 
Abbildung studiren. Denn die Bilder der geraden Linien sind, wie 
Geiser entwickelt hat (Mathematische Annalen Bd. I.), die Doppel- 
tangenten der bei der Abbildung auftretenden Uebergangscurve vierter 
Ordnung, welche letztere in dem speciellen bis jetzt betrachteten Falle 
in ein Kegelschnittpaar ausgeartet war. ‘ 

Die Aenderung, welche die Uebergangscurve bei der Deformation 
der Flache erfahrt, ist aber diese: Zerreisst man die an einen Knoten 
hinantretenden Flichentheile, so verschwindet der bez. isolirte Punkt 
der Uebergangscurve vollends; im umgekehrten Falle wird er ein klei- 
nes Oval. Wendet man z. B. den Process des Verbindens auf alle 
Knoten an, was die von uns mit I bezeichnete Art ohne Knoten er- 
giebt, so geht die Uebergangscurve in 4 Ovale iiber. Dieselben haben 
unter einander 24 reelle Doppeltangenten (ausserdem sind 4 Doppel- 
tangenten, wie schon im Falle des Kegelschnittpaares, isolirt). Mit den 
drei einfach zihlenden Geraden, die die Fljiche ohnehin besitzt, ergiebt 
dies 27 Gerade; die mit I bezeichnete Fliche ohne Knoten hat also 
lauter reelle Gerade. 

Die entsprechende Abzihlung ergiebt bei den vier anderen Fii- 
chen ohne Knotenpunkt bez. 

15, 7, 3, 3 
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reelle Gerade. Die drei ersten Arten entsprechen also einzeln den von 
Schlafli unterschiedenen Arten, insofern dieselben durch die Zahl der 
reellen Geraden villig charakterisirt sind; die beiden letzten Arten ent- 
sprechen zusammen der vierten und fiinften Art Schlafli’s, und es 
bleibt zu untersuchen, ob auch ein Entsprechen im Einzelnen stattfindet. 

Diese Untersuchung ist durch Schlafli’s bereits genannte Arbeit 
(Annali di Matematica V.) erledigt, wo er zeigt, dass die zweitheilige 
Flache (unsere fiinfte Art) mit seiner fiinften Art zusammenfillt. Die 
vierte und fiinfte Art bei Schlafli sind durch die Zahl der reellen 
Dreiecksebenen unterschieden, sie betrigt bez.7 und 13. In der That 
ist nun leicht zu sehen (Schiafli’s Betrachtung in den Annali be- 
nutzt ganz aihnliche Momente), dass auch unsere fiinfte Art 6 reelle 
Dreiecksebenen mehr besitzt als die vierte. Denn die 3 Ebenen, 
welche man durch die drei isolirten Geraden der Fliche und den Kno- 
tenpunkt legen kann, dessen Flichentheile im Falle IV verbunden, im 
Falle V getrennt werden, gehen eben deshalb im Falle V in 6 reelle, 
im Falle IV in imaginiire Tangentenebenen tiber, und diese Tangen- 
tenebenen sind Dreiecksebenen, da sie, durch éine Gerade der Fliche 
hindurehgelegt, in einem nicht der Geraden angehdrigen Punkte be- 
riihren. Also auch die Arten IV und V entsprechen der vierten und 
fiinften Art Schlafli’s. 

Durch das niimliche Raisonnement beweist man einen Satz, den 
mir Hr. Sturm mitgetheilt hat. Eine Tetraederkante liefert imagi- 
niire Gerade, sowohl wenn beide auf ihr befindlichen Knotenpunkte zer- 
rissen werden, als auch, wenn diess nur bei einem der Fall ist. Man 
findet nun nach Hrn. Sturm, dass die Gerade villig imagindr wird, 
wenn das letztere eintrat, dass sie dagegen im ersteren Falle punktirt 
imagindr wird. Doch gehe ich hier nicht naher auf die Betrachtung der 
einzelnen Fille ein, als deren Summe eben die Sturm’sche Regel re- 
sultirt. 

Aber auch die Flichen mit Knoten, wie wir sie abgeleitet haben, 
entsprechen den von Schlafli unterschiedenen Arten. Man findet 
durch blosses Abzihlen der geraden Linien, dass sich entsprechen: 

Flaichen mit drei reellen Knoten: 
1 Schlafli VI, 1 


II ip VI, 2. 
Flichen mit zwei reellen Knoten: ° 
I Schlafli IV, 1 
II J IV, 2 
Ill er ys 


Flaichen mit einem reellen Knoten: 
I Schlafli MII, 1 
II ‘ II, 2 
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‘Il Schlafli I, 3 
BS wecing: MyM 


Hiermit sind Schlafli’s- Arten bis auf die mit einem isolirten 
Knoten (II, 5) erschépft; eine solche wurde aber weiterhin (§ 4.) ab- 
geleitet und unter den mit einem Knoten versehenen Flichen durch 
IV’ bezeichnet, so dass also alle in Betracht kommenden Arten unter 
den unseren nachgewiesen sind. 


§ 9. 
Weiterer Vergleich mit Schlafli’s Eintheilung. 


Die Beziehung zur-Schlifli’schen Eintheilung wurde erst dar- 
gelegt fiir diejenigen Flaichen, die von der urspriinglichen Fliche mit 
4 Knoten wenig abwichen. Es bleibt nachzuweisen, dass unsere Ar- 
ten threm ganzen Umfange nach mit den Schlifli’schen coincidiren, 
es bleibt zu begriinden, warum die von wns in § 4. aufgestellten neuen 
Arten fiir Schlafli’s Eintheilungsprincip, bis auf die eine Art IV’ 
der Flichen mit einem Knotenpuniite, keine neuen Arten begriinden. 

Um nicht zu sehr durch Betrachtung der einzelnen Fille gehin- 
dert zu werden, soll der erste Nachweis hier nur fiir die Flichen ohne 
Knoten explicite gegeben werden. Ist er bei ihnen gefiihrt, so ist die 
Richtigkeit der Behauptung bei den Flichen mit Knoten ebenfalls er- 
wiesen, da man ja nun diese aus den Fliichen ohne Knoten entstehen 
lassen kann. 

Bei den Flichen ohne Knoten ist aber die Richtigkeit darin be- 
griindet, dass tiberhaupt Fliichen ohne Knoten keine zusammenfallenden 
Geraden haben kinnen. Denn daraus folgt, dass die Flichen jeder der 
von uns umgrenzten Arten in der Zahl ihrer reellen Geraden und 
Dreiecksebenen iibereinstimmen. 

Dieser Hiilfssatz ist folgendermassen einzusehen. Wenn zwei Ge- 
rade auf einer Fiche consecutiv werden, so sind zwei Fille zu unter- 
scheiden. Entweder die Geraden schnitten sich vorher, oder es war 
dies nicht der Fall. In dem ersten Falle hat die Fliche lings der 
Geraden eine constante Tangentialebene, in dem zweiten sind Tangenten- 
ebene und Beriihrungspunkt projectivisch auf einander bezogen. Legt 
man also durch gie Gerade eine beliebige Ebene, welche dann noch 
einen Kegelschnitt aus der Fliche ausschneidet, so miissen im ersten 
Falle beide Schnittpunkte des Kegelschnittes mit der Geraden, im letz- 
teren Falle der eine Schnittpunkt fest sein. Im ersteren Falle liegen 
zwei, im letzteren ein Knotenpunkt der Fliche auf der Geraden; die 
Flaiche hat einen Knotenpunkt w. z. b. 

Der Grund nun, um dessen willen Schlafli die gréssere Zahl der 
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Falle, die wir in § 4. aufstellten, nicht zu unterscheiden hat, liegt 
darin, dass der Durchgang eines Knotens durch die biplanare Form 
die Zahl der reellen Geraden nicht dndert. Es ist das algebraisch evi- 
dent. Die Geraden, welche durch den einfachen Knoten gehen, zih- 
len zweimal; wird der Knoten ein biplanarer, so zihlen sie dreimal; 
es hat sich also jede Gerade noch mit einer hinzugetretenen einfach 
zihlenden vereinigt. Hernach, wenn der Knoten wieder ein conischer 
wird, lést sich diese Gerade ab, ohne aufzuhéren, reell zu sein; es ist 
kein Grund, dass Gerade imaginiir werden, weil sich ungleichwerthige 


' Elemente vereinigt hatten. 


Geometrisch geht dieses Zusammenfallen folgendermassen vor sich. 
Es sei etwa ein Knoten mit 6 reellen Linien gegeben, und er gehe in 
die biplanare Form iiber. Dann vereinigen sich mit seinen Geraden 
sechs solche, welche bis dahin durch die Oeffnung verliefen, welche 
(nach § 3.) die Fliche in der Nihe eines Knotens zeigt, der die bi- 
planare Form annehmen will; hernach erstrecken sich diese Geraden 
durch die entsprechende Oeffnung, welche auf der anderen Seite des 
Knotens entstanden ist. 


§ 10. 
Von der Diagonalfliche. 


Unsere weiteren Betrachtungen sollen sich auf die Flichen mit 
27 reellen Geraden allein beziehen; die Principien, welche uns dabei 


_ leiten, sind in gleicher Weise bei den iibrigen Fallen anwendbar, lie- 


fern aber nicht immer die gleichen einfachen Resultate. 

Wir- gehen von der Betrachtung einer einzelnen Filaiche mit 27 
reellen Geraden aus. Es ist dies die von Clebsch sogenannte Dia- 
gonalfléche (vergl. Math, Annalen 1V. 8. 331) mit reell vorausgesetz- 
tem Pentaeder. Diese Fliche ist durch die einfache Beziehung zu dem 
ihr zugeordneten Pentaeder ausgezeichnet. Sind niimlich die Ebenen 
des Pentaeders durch 

p=0, q=0, r=0, s=0, t=0 


dargestellt, und wahlt man die absolute Bedeutung dieser Buchstaben 


so, dass 
ptatr+s+i=0, 
so ist die Gleichung der Flache 
p® oe g =} ys +. 33 aa t3 am 0. 
Die Diagonalfliche ist eine Covariante des zu Grunde gelegten 
Pentaeders (vergl. Math. Annalen IV. 8. 353). Jede Diagonalfliche 


ist in Folge dessen mit jeder anderen und insbesondere mit sich selbst 
auf 120 Weisen collinear, wobei die Collineationen reell sind, wenn 
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zwei Flichen mit reellem Pentaeder in einander tibergefiihrt werden 
sollen. In Folge dessen gestattet ein Modell der Fliche mit reellem 
Pentaeder fiir alle solchen Flaichen allgeméine Schliisse zu ziehen; die 
Kenntniss der Collineationen der Fliche in sich selbst controlirt die 
Abzahlung gleichwerthiger Vorkommnisse. Ein solches Modell wurde 
von Hrn. Weiler nach Angaben von Clebsch ausgefiihrt (vergl. 
Géttinger Nachrichten. Aug. 1872) und ich habe wesentlich an diesem 
Modelle die im Folgenden entwickelten Verhiltnisse kennen gelernt. 

Die 27 Geraden der Diagonalfliche spalten sich in zwei Gruppen 
von bez. 15 und 12. Die 15 ersten Linien liegen in den Pentaeder- 
ebenen und bilden in jeder die Diagonalen desjenigen Vierseits, in 
welchem die Ebene von den vier iibrigen geschnitten wird. Diese 
Liniep schneiden sich also zu drei in den 10 Pentaedereckpunkten. 
Die iibrigen 12 bilden eine Doppelsechs. Dieselben sollen in bekann- 
ter Weise durch: 
79.8 4486 .% 

2.3.4.5 -.6 


bezeichnet sein, die 15 Geraden sind dann durch die Zahlen 12, 13 
etc. gegeben. Diese Indices kénnen dabei so gewihlt werden, dass 
die Geraden, welche in den fiinf Pentaederebenen liegen, die folgenden 
sind : 


13, 2, 46 
14, 26, 35 
15, 24, 6 
16, 23, 45 


12, 34, a 


wihrend die Geraden, wie sie sich bez. zu drei in einem Punkte schnei- 
den, durch das Schema gegeben sind: 
12, 35, 46 
12, 36, 45 
13, 24, 56 


14, 23, 56 [{ 
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Die 15 Geraden der ersten Art haben reelle Asymptotenpunkte; 
dieselben liegen eben in den zwei Pentaedereckpunkten, welche jede 
solehe Gerade enthalt. Die 12 Geraden der zweiten Art hingegen 
haben imaginiire Asymptotenpunkte. Die 10 Pentaederecken, in welche 
die 30 Asymptotenpunkte der Geraden erster Art zusammenfallen, sind 
isolirte Punkte der parabolischen Curve*) der Fliche. Sie kénnen 
isolirte Punkte vorstellen, da die Hesse’sche Fliche, welche die para- 
bolische Curve ausschneidet, in ihnen Knotenpunkte hat. 


Andere reelle Punkte von parabolischer Kriimmung giebt es nicht: 
die Diagonalfliiche ist, abgesehen von den 10 auf ihr liegenden Penta- 
edereckpunkten , tiberall hyperbolisch gekriimmt. 

Die Geraden der Fliiche bilden auf derselben eine Reihe von 
Vierecken. Jedes solche Viereck hat zu auf einander folgenden Kan- 
ten zwei Gerade der ersten und weiterhin zwei Gerade der zweiten 
Art. In jedem der 10 Pentaedereckpunkte stossen 6 solcher Vierecke 
zusammen; die 2-6 Kanten zweiter Art, welche sie besitzen, gehdren 
nur 6 Linien der zweiten Art an, so dass der Eckpunkt von einem 
(windschiefen) Sechsseit von Geraden zweiter Art umgeben ist. Ausser 
den 6-10 60 an die Eckpunkte hinanreichenden Vierecken finde 
ich noch 60 andere, so dass die Zahl der iiberhaupt vorhandenen 
vierseitigen Felder, in welche die Fliche durch die 27 Geraden zer- 
legt wird, 120 betriigt. 


§ 11. 
Uebertragung auf die allgemeine Fliche mit 27 reellen Geraden. 


Die bei der Diagonalfliche erkannten Eigenschaften kénnen nun 
unmittelbar fiir die Flichen dritten Grades mit 27 reellen Geraden 
iiberhaupt verwerthet werden, indem man iiberlegt, wie sich dieselben 
indern werden, wenn man die Diagonalfliche beliebigen Deformatio- 
nen unterwirft, ohne dass ein Zusammenfallen von geraden Linien statt- 
findet oder (was dasselbe ist) ein Knotenpunkt entsteht. 


Zuvorderst ist ersichtlich: die Vertheilung der reellen Asymptoten- 
punkte auf die Geraden der Fliche ist bei den Fliéchen mit 27 Gera- 
den iiberhaupt so wie bei der Diagonaljliche. Denn jede Fliche mit 
27 Geraden liisst sich aus jeder anderen und also auch aus der Dia- 


*) In einem solchen isolirten Punkte einer parabolischen Curve beriihrt jede 
Tangente dreipunktig, jeder durch denselben durchgelegte ebene Schnitt der 
Fliche hat dort eine Wendung. Drei unter den Tangenten sind vierpunktig be- 
riihrend; im Falle der Flichen dritten Grades miissen sich also in einem solchen 
Punkte, wie es bei der Diagonalfliche in der That geschieht, drei Gerade der 
Fliche kreuzen. : 
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gonalfliche ableiten, ohne dass eine Fliche mit Knotenpunkt dazwi- 
schen tritt. Sollten nun bei dieser Ableitung Asymptotenpunkte, die 
vorher reell waren, imaginiir werden oder umgekehrt, so miissten sie 
vorher zusammenfallen. Wenn aber auf einer Geraden die Asympto- 
tenpunkte zusammenfallen, so hat die Fiiiche dort nothwendig einen 
Knotenpunkt Denn die Asymptotenpunkte sind harmonisch zu jedem 
Punktepaar, in welchem die bez. Gerade von einem Kegelschnitte der 
Fliche getroffen wird, der in einer beliebig durch die Gerade hindurch- 
gelegten Ebene liegt etc. 

Auf jeder Fliche mit 27 Geraden giebt es also eine Doppelsechs 
von Geraden mit imaginéren Asymptotenpunkten, die 15 tibrigen Gera- 
den haben reelle Asymptotenpunkte. Bezeichnet man die ersteren, wie 
bei der Diagonalfliche, mit 1, 2 -- bez. 1’, 2’--, so geben die Sche- 
mata A, B des vorigen Paragraphen die von den Geraden der anderen 
Art gebildeten Dreiecksebenen. 

Betrachten wir jetzt die Vertheilung der Geraden und den Ver- 
lauf der parabolischen Curve auf der allgemeinen Flache. Zu diesem 
Zwecke sei angenommen, dass die Fiche zuniichst wenig von einer 
Diagonalfliiche abweiche. Dann ist der einzige Unterschied in der 
Vertheilung der Geraden der, dass die drei Geraden, welche sich bis 
dahin in den Pentaederecken schnitten, nunmehr ein Dreieck, aber 
(zuniichst) ein kleines Dreieck zwischen sich einschliessen. Von den 
6 Vierecken der Fliiche, die in dem gemeinsamen Schnittpunkte zu- 
sammenstiessen, sind drei zu Fiinfecken geworden; die Fliche wird 
also durch die geraden Linien in 10 Dreiecke, 90 Vierecke, 30 Fiinf- 
ecke zerlegt. Die drei Asymptotenpunkte der drei sich in einem 
Punkte schneidenden Geraden, die bis dahin vereinigt waren, sind in 
drei Punkte auf den Seiten des kleinen Dreiecks auseinandergeriickt. 
Der isolirte Punkt der parabolischen Curve hat sich zu einem kleinen 
in das Dreieck eingeschriebenen Ovale erweitert (denn imaginar kann er 
nicht geworden sein, da die Asymptotenpunkte, in denen ein Zweig der 
parabolischen Curve beriihren soll, reell geblieben sind). Die para- 
bolische Curve besteht also aus 10 Ovalen, welche beziiglich in die durch 
das Schema B bezeichneten Dreiecke eingeschlossen sind; das Schema A 
bezeichnet fiinf Dreiecksebenen, welche je 6 dieser Ovale beriihren. Auch 
die Lage, welche das Pentaeder der neuen Fliiche angenommen hat, 
lisst sich niherungsweise angeben. Die Hesse’sche Fliche, welche 
in den Pentaedereckpunkten Knotenpunkte hat, schneidet die Fliche 
dritten Grades nach 10 getrennten Ovalen. Die Flache dritten Grades 
ist durch leichte Deformation aus der Diagonalfliiche entstanden, bei 
der an Stelle dieser Ovale isolirte Punkte auftraten, die eben selbst 
die Knotenpunkte der Hesse’schen Fliche vorstellten. In Folge des- 
sen sind die 10 Ovale der neuen Fliche die Durchschnitte derselben 
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bez. mit den 10 von den Knotenpunkten der Hesse’schen Fliche sich 
erhebenden kegelartigen Stiicken derselben (welche naiherungsweise durch 
die Tangentenkegel in den bez. Knotenpunkten dargestellt werden). 
Aber auf diesen Stiicken verlaufen jedesmal drei Kanten des durch die 
Knotenpankte bestimmten Pentaeders, denn diese Kanten gehéren der 
Hesse’schen Fliche ganz an. Das Pentaeder unserer Fliiche liegt 
also in der Niihe der durch das Schema A bezeichneten fiinf Dreiecks- 
ebenen, derart, dass seine Kanten zu drei jedes der 10 Ovale der para- 
bolischen Curve treffen. 

Die hiermit bezeichneten Verhiltnisse tibertragen sich nun ohne 
Weiteres auf die allgemeine Fliche mit 27 Geraden. In der That 
kénnen sie sich nicht indern, wenn man eine beliebiga Deformation 
der Fliiche, bei der die 27 Geraden getrennt bleiben, eintreten lisst. 
Die Vertheilung der Geraden auf der Fliiche kann keine andere wer- 
den, es kénnen héchstens drei Gerade erster Art, die sich bei der 
Diagonalfliche in einem Punkte schnitten, wieder in einen Punkt zu- 
sammenriicken (was unwesentlich sein wiirde). Denn es kénnen nie 
drei Gerade verschiedener Art sich in einem Punkte schneiden, weil 
sonst dieser Punkt ein gemeinsamer Asymptotenpunkt wiire und also 
gerade Linien, welche vorher imaginire Asymptotenpunkte besassen, 
nunmehr reelle hiitten etc. Die Zahl der Ovale der parabolischen Curve 
ist immer 10; es kann sich héchstens ein oder das andere Oval in 
einen isolirten Punkt zusammenziehen, was nicht in Betracht kommt. 
Denn kein Oval kann verschwinden — es bleiben ja die Asymptoten- 
punkte, in denen es beriihrt, reell —, es kénnen sich nie zwei Ovale 
vereinigen — denn jedes Oval ist von einem Sechsseit von geraden 
Linien umgeben, welche keine reellen Asymptotenpunkte besitzen, und 
das also von dem Ovale nie iiberschritten werden kann, — es darf 
endlich auch nie ein Oval neu entstehen, denn dasselbe miisste aus 
einem neuen isolirten Punkte hervorgehen und ein solcher wiirde (wie 
oben in einer Note bemerkt) einen neuen Kreuzungspunkt von drei 
Geraden der Fliiche bedeuten, der doch nicht auftreten soll. Die Be- 
ziehung des Pentaeders zur Fliche ist dieselbe geblieben. Denn waren 
einmal die 10 Ovale den 10 Knotenpunkten einzeln zugeordnet, so 
kann dies Verhiiltniss, so lange die 10 Ovale einzeln erhalten bleiben, 
keine Aenderung erleiden. 

Es begriinden diese Beziehungen insbesondere noch den Satz, der 
die Wichtigkeit der Diagonalfliche gerade fiir Untersuchungen der 
vorliegenden Art kennzeichnet: Hine Fliche dritten Grades mit 27 reel- 
len Geraden kann nur auf eine continuirliche Weise in eine Diagonal- 
fliche tibergefiihrt werden. Das Pentaeder derselben entsteht aus den 
fiinf Dreiecksebenen A, welche bez. je 6 der 10 parabolischen Ovale 
beriihren, 
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§ 12. 


Die Entstehung der Fliche mit 27 Geraden aus der Flache mit 
vier Knoten. 


Wenn wir nach § 2. eine Fliche mit 27 Geraden aus einer’ mit 
vier Knoten ableiten, so werden die 10 elliptisch gekriimmten Theile 
der Flache in folgender Weise erzeugt. Vier derselben werden durch 
die vier Seitenfelder des urspriinglich elliptischen Flaichentheils (der 
tetraederiihnlich gestaltet war) hervorgebracht. Die sechs anderen 
entstehen an denjenigen Stellen des urspriinglich hyperbolischen Thei- 
les, in denen die drei einfachen Geraden der Fliiche von den sechs 
Tetraederkanten geschnitten werden. 

Die Ebene der einfachen Geraden giebt also eine der fiinf Drei- 
ecksebenen A ab, die den fiinf Pentaederebenen benachbart sind, wie 
das mit dem Umstande stimmt, dass fiir die Fliche mit vier Knoten 
jene Ebene geradezu eine Pentaederebene ist. 

Will man daher untersuchen, wie oft eine Fiche mit 27 reellen 
Geraden aus der Fliche mit 4 Knoten abgeleitet werden kann, so hat 
man von vornherein fiinf Classen solecher Ableitungen zu unterschei- 
den, je nach der Dreiecksebene A, welche man aus der Ebene der 
isolirten Geraden hervorgehen lassen will. Aber man iiberzeugt sich, 
dass jede solche Classe nur eine Art enthilt, dass eine Fliche mit 
reellen Geraden iiberhaupt nur in fiinf Weisen aus einer Fliche mit 
vier Knoten gewonnen werden kann. Als solche fiinf Flichen mag 
man dann geradezu diejenigen nehmen, deren Pentaeder*) mit den 
fiinf Dreiecksebenen A zusammenfiallt. 

Um dies zu begriinden, betrachte ich die Gruppe der 24 Geraden, 
die bei der Auflésung der Knoten einer Fiche mit vier Doppelpunk- 
ten aus den Tetraederkanten entstehen. Line solche Gruppirung lisst 
sich aus den 24 Geraden, die von den 27 bleiben, wenn man die dre 
in einer Ebene A gelegenen fortnimmt, nur einmal bilden, und darin 
liegt der Beweis. 

Diese Gruppirung ist niimlich folgende. Die drei Kanten, welche 
durch einen Knoten hindurchgingen, ergeben bei der Auflésung eine 
Doppelsechs. Je drei Linien aus jeder Sechs derselben haben reelle, 
die drei anderen imaginiire Asymptotenpunkte. Die vier Doppelsechsen, 
welche den vier Knotenpunkten entsprechen, haben je vier Geérade 
gemein, darunter zwei und nur zwei mit reellen Asymptotenpunkten. 





*) Eine Fliche mit vier Knoten ist, wie leicht zu sehen, vollstiindig bestimmt, 
wenn ihr Pentaeder bekannt und eine Entscheidung dariiber getroffen ist, welche 
Pentaederebene die isolirten Geraden enthalten soll. Zu einem Pentaeder gehé- 
ren also fiinf Flichen mit vier Knoten. 








Die I 
beriih 
Nihe 
nicht 


legen 


aus, 
sechs 
zeich 
Diag: 


gen 
Zahl 
sech 
vers 


80 g 


und 


Wei 








* mit 
heile 
urch 
( der 
eren 
‘hei- 
echs 


rei- 
wie 
oten 


llen 
hat 
hei- 
der 
ich, 
mit 
mut 
nag 
den 


en, 
nk- 
isst 
rei 
rin 


ine 
lle, 
en, 


de 


nt, 
he 
15- 





Ueber Flaichen dritter Ordnung. 





573 


Die Linien einer Doppelsechs, welche reelle Asymptotenpunkte haben, 
beriihren unter den 6 Ovalen der parabolischen Curve, welche in der 
Nahe der Ebene der isolirten Geraden entstehen, solche drei, welche 
nicht (auch nicht annihernd) in gerader Linie liegen. 

Sondern wir aber aus den 27 Geraden drei in einer Ebene A ge- 
legene, etwa 

12, 34, 56, 

aus, so lassen sich die tibrigen 24 nur in einer Weise in vier Doppel- 
sechsen gruppiren, welche diesen Forderungen geniigen. Bei der Be- 
zeichnung der Geraden, die ich an dem Weiler’schen Modelle der 
Diagonalfliche angebracht habe, sind dies die folgenden: 


1 38 5 46 62 24 

% 5113 FF £ € 

1 4 6 36 52 2 

46 61 14 2 3 8 

2 3 6 4 51 14 

36 62 23 VY 4 8 

“2 4 6 Bu B 

45 52 24 1 38 6 
Die Doppelsechsen, welche in dieser Weise bei den 5 Riickleitun- 
gen einer Fliche mit 27 Geraden auftreten, sind iibrigens nicht in der 
Zahl 20, sondern nur in der Zahl 10 vorhanden, indem jede Doppel- 


sechs zweimal benutzt wird. Bezeichnet man die eben genannten (in 
verstiindlicher Weise) durch: 


135, 146, 245, 236, 
so giebt es ausserdem die folgenden sechs: 
123, 124, 156 
256, 345, 346 


und dieselben vertheilen sich auf die finf Ebenen A in der folgenden 


Weise: 
Ebene 
12 - 34.- 56 | 1385 - 146 . 245 - 236 
13 - 25-46 124 - 156 - 236 - 345 


14 - 26 - 35 | 123 - 156 - 245 - 346 
15 - 24-36 123 - 146 - 256 - 345 


16 - 23 - 45 | 124 - 135 - 256 - 346 
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§ 13. 
Von den ebenen Schnitten der Fliche mit 27 reellen Geraden. 


Auf Grund der bisherigen Erérterungen wird es méglich, die Ge- 
sammtheit der ebenen Schnitte, welche eine Flaiche mit 27 Geraden 
zeigt, zu classificiren. Ich muss mich freilich darauf beschrinken, 
hier die Resultate einfach anzugeben, da eine genaue Herleitung der- 
selben ohne die durch ein Modell erméglichte concrete Anschauung 
zum mindesten sehr weitliufig scheint. 

Der ebene Schnitt einer Fliche dritter Ordnung zeigt als Curve 
dritter Ordnung entweder nur einen zusammenhiingenden Curvenzug 
(mit 3 Wendungen) oder er besitzt ausserdem ein Oval. Die Ebenen, 
welche die Flache nur nach einem Zuge schneiden, bilden nun, wie 
sich zeigt, eine zusammenhiingende Mannigfaltigkeit von drei Dimen- 
sionen. Von ihr werden ebenfalls dreifach unendliche Mannigfaltig- 
keiten solcher Ebenen, die in Curven mit Oval schneiden, einge- 
schlossen. 

Diese Ebenen selbst zerfallen zunichst in drei Gruppen, deren 
jede wieder in eine gréssere Zahl getrennter Mannigfaltigkeiten getheilt 
ist. Das Oval wird némlich entweder von keiner Geraden der Fliiche, 
oder von 12 oder von 16 getroffen. 

Dass hiermit in der That alle Méglichkeiten erschépft sind, welche 
eintreten kénnen, wenn man Durchschnittscurven mit Doppelpunkt ete. 
nicht beachtet, ergiebt sich durch folgende Betrachtung aus der ein- 
deutigen Abbildung der Fliche auf eine Ebene. Der ebene Schnitt 
bildet sich bekanntlich ab als Curve dritter Ordnung, die durch sechs 
Fundamentalpunkte hindurchgeht. Er wird iiberdies, je nachdem er 
aus einem Zuge oder aus zwei Theilen besteht, eine ebenso beschaffene 
Bildeurve liefern. Beschrinken wir uns also auf Bildcurven, die aus 
zwei Theilen, aus einem Ovale und einem Zuge mit drei Wendungen 
bestehen. Es liegen dann noch eine Reihe von Méglichkeiten beziig- 
lich der Vertheilung der Fundamentalpunkte auf die beiden Curven- 
theile vor: das Oval kann 0,1, 2---6 Fundamentalpunkte enthalten. 
Man beweist nun zuniichst: Das Oval des ebenen Bildes entspricht dem 
Ovale der riiumlichen Curve oder dem anderen Theile derselben, je nach- 
dem es eine gerade oder ungerade Zahl von Fundamentalpunkten ent- 
halt. Enthalt nimlich das Oval eine ungerade Zahl, so wird es, nach 
Grundsitzen der Analysis situs, von jeder Curve, die durch die 6 Fun- 
damentalpunkte geht, noch in einem Punkte oder in einer ungeraden 
Zahl von Punkten geschnitten; der entsprechende raiumliche Curvenzug 
wird also von jeder Ebene einmal oder eine ungerade Anzal von Malen 
getroffen, d. h. er ist ein Curvenzug mit drei Wendungen, kein Oval. 
Umgekehrt beweist man, dass das Oval des ebenen Bildes und das 
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Oval des riiumlichen Schnittes einander entsprechen, wenn ersteres eine 
gerade Zahl von Fundamentalpunkten enthalt. — Indem man sich. die- 
ser Regel bedient, ersieht man sofort, dass die riumlichen Schnitte 
mit Oval eben in die drei Arten zerfallen, die dadurch charakterisirt 
sind, dass das Oval bez. von keiner Geraden, oder von 12 (die eine 
Doppelsechs bilden), oder von 16 Geraden geschnitten wird. 

Ebenen, welche nach Curven mit Oval schneiden, so dass das 
Oval keiner Geraden begegnet, erhilt man z. B., wenn man das Oval 
ganz auf eine der 10 elliptisch gekriimmten Partieen der Fliche ver- 
legt. Man iiberzeugt sich dann ferner, dass dies die einzigen Ebenen 
dieser Art sind, die bez. Ebenen constituiren also 10 getrennte Mannig- 
faltigkeiten. 

Ebenen, deren Oval einer Doppelsechs begegnet, erhailt man bei- 
spielsweise, wenn man die Fliche zunichst in eine solehe mit Knoten- 
punkt tiberleitet und dann einen ebenen Schnitt legt, fiir den einer 
der Knotenpunkte ein isolirter Punkt ist. Geht man sodann zur ur- 
spriinglichen Fliiche zuriick, so hat man einen Schnitt, dessen Oval 
von den Linien derjenigen Doppelsechs getroffen wird, welche aus den 
drei durch den Knotenpunkt verlaufenden Kanten entstanden ist. Jede 
der 10 im vorigen Paragraphen aufgezihlten Doppelsechsen giebt zu 
solchen ebenen Schnitten*) Veranlassung. Man kann wiederum be- 
weisen, dass diese die einzigen ihrer Art sind, dass also auch die 
Ebenen dicser Art 10 getrennte Mannigfaltigkeiten. constituiren. 

Es giebt ferner 15 Mannigfaltigkeiten von Ebenen, deren Oval von 
16 Geraden getroffen wird. Man iiberzeugi sich hiervon einmal, indem 
man zu den Flichen mit 4 Knoten zuriickgeht. Jede der fiinf Flichen 
mit 4 Knoten, aus denen die allgemeine Fliche entstehen kann, hat 
dreierlei Schnitte, die beim Uebergange Durchschnittscurven der ge- 
wiinschten Art geben: diejenigen Schnitte, welche den elliptischen 
Theil der Fliche mit 4 Knoten so treffen, dass die Knoten in zwei 
Gruppen von zwei zerlegt werden. Andererseits erhilt man Schnitte 
der gewiinschten Art, wenn man, was ersichtlich méglich ist, durch 
jede der 15 Geraden mit reellen Asymptotenpunkten Ebenen hindurch- 
legt, welche Kegelschnitte enthalten, die der bez. Geraden nicht be- 


*) Ein Modell einer Fliche mit 27 Geraden zeigt eine Reihe von ,,Durch- 
gingen“ oder ,,Oeffnungen“. : 
Auf den Partieen der Fliche, welche an diese Durchginge angrenzen, ver- 


-laufen eben die Geraden einer der 10 Doppelsechsen. Jede solche Doppelsechs 


giebt zu einem ,,Durchgange“ Veranlassung; ob derselbe aber in dem Modelle 
ohne Weiteres sichtlich ist, hingt einmal von der Beziehung zum Unendlich-Weiten 
ab, die man bei der Construction des Modell’s zu Grunde gelegt hat, dann aber 
auch davon, welche Seite der im Endlichen gelegenen Partie der Fliiche man als 
itussere, welche als innere betrachten will. 
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gegnen, — und wenn man weiterhin diese Ebene etwas verschiebt, 20 ; 


dass sie eine eigentliche Curve dritter Ordnung enthilt. 


Diese Unterscheidung der ebenen Schnitte liefert die Eintheilung 


der Flachen mit 27 Geraden nach dem Unendlich-Weiten. Sieht man 
von Flachen mit parabolischen Aesten ab (welche die unendlich ferne 
Ebene beriihren), so hat man bei den Flichen mit 27 reellen Geraden 
vier Arten zu unterscheiden. Das Wiener’sche Modell gehért zu der 
Art, welche die unendlich ferne Ebene in einem zusammenhingenden 


Curvenzuge trifft. Ebendahin gehért die Fliche, die man aus der 


Fliche mit 4 Knoten ableiten wird, wie sie auf Tafel I dargestellt ist. 
Das von Hrn. Neesen angefertigte Modell einer Fliche mit 4 Knoten, 
dessen oben Erwihnung geschah, wiirde eine Fliche mit 27 Geraden 


angeben, die das Unendlichferne in einer Curve mit Oval trifft, so, 


dass das Oval von 12 Linien geschnitten wird. — 


§ 14. 
Von den Haupttangentencurven der Fliche mit 27 reellen Geraden. 


Die Aufgabe, auf einem Modelle einer Fliche mit 27 reellen Ge- 
raden die Haupttangentencurven zu zeichnen, ist practisch nicht zu 
schwer auszufiihren, da die 27 Geraden selbst Haupttangentencurven 
vorstellen. In der That ist der Verlauf der bez. Curven innerhalb der 
Vierecke, welche von den Geraden der Fiche eingeschlossen werden, 
durch diese Bemerkung durchaus bestimmt, d. h. schematisch bestimmt. 
Nur bez. der Dreiecke und Fiinfecke, welche an die parabolische Curve 
angranzen, wird eine anderweitige Ueberlegung noéthig. Das Resultat 
derselben, das auf Tafel VI versinnlicht ist, mag hier um so lieber 
mitgetheilt werden, als dasselbe einen Beitrag zur Theorie der Haupt- 
tangentencurven iiberhaupt, noch allgemeiner, zur Theorie der singu- 
laren Lésungen von Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 
zwei Variabeln abgiebt. 


Auf Tafel VI bezeichnet die punktirte Curve eins der 10 Ovale 
der parabolischen Curve; die drei geradlinigen Tangenten stellen drei 
Gerade der Fliche vor, die sechs umschliessenden Geraden repriisen- 
tiren das windschiefe Sechsseit, in welches das Oval eingeschlossen 
ist. Die ausgezogenen Curven, zusammen mit diesen Geraden, sind 
Haupttangenten-Curven. Dieselben haben auf der parabolischen Curve 
(wie das schon sonst bekannt war, vergl. Berliner Monatsberichte 1870 
8. 894) Spitzen; in den Asymptotenpunkten der drei Geraden sind aber 
diese Spitzen in Selbstberiihrungspunkte iibergegangen. Solcher Selbst- 
beriihrungspunkte treten auf der parabolischen Curve einer Fliche 
n'* Ordnung im Allgemeinen eine endliche Zahl auf. Es sind die 
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Punkte, in denen sich die parabolische Curve und die Curve vier- 
punktiger Beriihrung begegnen. 
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§ 15. 


ie Einige allgemeine Sitze iiber die Gestalten algebraischer Curven und 

les Flaichen. 

der Die geschlossenen Curven der Ebene hat man in projectivischem , 
len Sinne in zwei Clossen zu theilen, in paare und unpaare Curven.*) Zu 

ler den unpaaren Curven gehért z. B. die gerade Linie, sowie der Zug 

st. mit drei Wendungen, der bei den Curven dritter Ordnung auftritt. 

es. Als ein Beispiel fiir eine paare Curve mag man jede im Endlichen 

len verlaufende geschlossene Curve betrachten. Man hat fiir diese Curven 

ay und ihre gegenseitigen Beziehungen eine Reihe allgemeiner Sitze (vergl. 


Staudt’s Geometrie), von denen hier nur der eine angefiihrt sein soll: 

Zwei Curven schneiden sich nothwendig, wenn beide unpaar sind, 
und gwar in einer unpaaren Anzahl von Punkten. Ist eine von swei 
Curven eine paare, so brauchen sich die Curven nicht zu treffen; thun 
sie es, so geschieht es in einer paaren Anzahl von Punkten. 


Je Man kann hieran einen Schluss iiber die Gestalten der ebenen 

™ algebraischen Curven ohne vielfachen Punkt oder, wenn man will, der 3 
en allgemeinen durch eine Gleichung zwischen Punkt-Coordinaten gegebe- : 
ler nen Curven kniipfen. Da eben kein vielfacher Punkt vorhanden sein 

on, soll, da ferner die Curve, je nachdem ihre Ordnung gerade oder un- 

nt. gerade ist, von einer geraden Linie in einer paaren oder unpaaren 

ve Zahl von Schnittpunkten getroffen werden muss, so kommt: 

tat Curven gerader Ordnung enthalten keinen, Curven ungerader Ord- 

er nung einen und nur einen unpaaren Zug; die Zahl der etwa vorhan- 

pt ) denen paaren Ziige ist wnbeschriinkt.**) 

yu Entsprechende Ueberlegungen kann man mit Bezug auf geschlossene 

en Fléchen anstellen. Bei ihnen, wie bei den Curven im Raume, hat man, 


nach Staudt, ebenfalls paare und unpaare zu unterscheiden. Eine 
unpaare Fliiche und eine unpaare Curve schneiden sich nothwendig. 


ale 

rei 

n- *) Es ist wohl Staudt’s Verdienst, auf diesen Unterschied zuerst aufmerk- = 
en sam gemacht zu haben (Geometrie der Lage §§ 1, 2, 12 (1847)). Andererseits 
nd geht Mibius von demselben aus bei seiner Untersuchung iiber die Grundformen 
> ~—s der Linien dritter Ordnung (Abhandl. der Siichs. Akademie. Bd. I. 1852). 

“ **) Ist_m die gegebene Ordnung, so kann die Zahl der paaren Ziige, fiir n> 2, 
7 icht m—2-n+1 2 a - n—2-n+1 

er nicht grésser als — —— — Leein. Denn betriige sie ae kénute 
st- man durch ebensoviele beziiglich in deren Innerem angenommene Punkte eine 
he Curve (nm — 2)" Ordnung legen; dieselbe hitte dann » —2-n-+1 Punkte mit 
lie der gegebenen Curve gemein, was unmiéglich ist. 
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Eben dieser Umstand begriindet aber noch eine weitere Theilung der P 
paaren Flichen: in solche niimlich, welche unpaare Curven enthalten, % 


und solche, bei denen das nicht der Fall ist. Fiir die so gewonnenen 
drei Flichenarten: die unpaaren, die paaren mit unpaaren Curven und 
die paaren ohne unpaare Curven, sind etwa Beispiele: die Ebene, das 
einschalige Hyperboloid, das Ellipsoid (oder das zweischalige Hyper- 
boloid). Man findet sofort: 

Unpaare Flichen oder auch eine unpaare Fliche und eine paare 
der ersten Art schneiden sich nothwendig. 

Und hierauf gestiitzt leitet man den Satz ab: 

Fliichen n** Ordnung ohne vielfache Punkte und Curven enthalten, 
wenn n gerade ist, keinen, wenn n ungerade ist, einen und nur einen 
unpaaren Theil. Paare Theile der ersten Art treten nur bei den Fliichen 
einer paaren Ordnung auf und ihre Zahl ist dann beliebig; paare Theile 
der zweiten Art kinnen, unabhiingig davon, ob die Ordnung der Fliiche 
gerade oder ungerade ist, in unbeschriinkter Zahl vorhanden sein. 

Die Flachen dritter Ordnung ohne Knotenpunkt, wie wir sie oben 
haben kennen lernen, bestehen. nur in einem Falle (F’) aus zwei Thei- 
len. Der eine Theil ist, wie er sein muss, ein paarer von der zweiten 
Art, der andere ein unpaarer. Die iiberall zusammenhingenden Flachen 
der vier ersten Arten geben Beispiele unpaarer Flaichentheile. Sie haben 
— thnlich wie die unpaaren Curvenziige der Ebene, die sich nicht 
selbst durchsetzen — die Kigenschaft, den Raum unzertheilt zu lassen, 
ihn nur zu begrinzen. 


§ 16. 
Beziehungen zur Analysis situs. 


Die entwickelten Unterscheidungen bei geschlossenen Curven und 
Flichen beziehen sich auf Eigenschaften derselben, welche ebenso wohl 
bei beliebigen reellen Collineationen als bei stetigen Deformationen 
ungeandert bleiben. Es entsteht durch diese Bemerkung iiberhaupt die 
Frage nach solchen Eigenschaften. Die Fragestellung ist ihnlich, aber 
nicht dieselbe, wie in der gewéhnlichen Analysis situs, und es mag 
hier ausdriicklich auf das Gemeinsame wie auf das Unterscheidende 
aufmerksam gemacht werden. 

Die Analysis situs beschiftigt sich zunaichst nur mit Gebilden, 
die durchaus im Endlichen verlaufen, indem sie bei ihnen allen als 
gleichartig betrachtet, was durch stetige Deformation in einander iiber- 
gefiihrt werden kann. Besondere Festsetzungen sind zu treffen, wenn 
auch von Theilen die Rede sein soll, die sich in’s Unendliche er- 
strecken, und diese mit im Endlichen verlaufenden Theilen verglichen 
werden sollen. 
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Ueber Flichen dritter Ordnung. 
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Man wird ganz allgemein eine solche Festsetzung in der Weise 
treffen kénnen, dass man mit den im Endlichen stattfindenden Defor- 
mationen irgendwelche Transformationen verbunden denkt, welche das 
Unendliche in’s Endliche iiberfiihren, und dann Gebilde als dquivalent 


, das betrachtet, welche durch Verkniipfung dieser Transformationen mit den 

y per- Deformationen im Endlichen in einander iibergefiihrt werden konnen., 
Man hat nun seither bei derartigen Untersuchungen, und zwar 

aare (so viel mir bekannt) ohne die darin liegende Willkiirlichkeit hervor- 


zuheben, das Unendliche so betrachtet, wie es bei einer Raumtrans- 
formation durch reciproke Radii vectores erscheint, d. h. als einen ein- 


ilten, zelnen Punkt. Es entspricht das der Art, nach welcher bei der geome- 
UNeM trischen Interpretation von x + iy in der Ebene das Unendliche 
ichen beurtheilt werden muss, damit sich die geometrische Auffassung an 
“heile die Vorstellung einer complexen Veriinderlichen anschmiegt. Man hat 
liiche es bei dieser Anschauung als eine Zufilligkeit zu erachten, die sich 
immer durch geeignete Transformation vermége reciproker Radien ver- 
oben meiden lisst, wenn sich eine Curve oder Fliche einfach oder mehrfach 
hei- in’s Unendliche erstreckt. Die Unterscheidung der geschlossenen Curven 
piten in zwei, der geschlossenen Fliichen in drei Arten, wie sie fiir die pro- 
chen jectivische Anschauung stattfand, kommt in Weofall. 
aben Die Ergebnisse dieser Art von Analysis situs sind daher nicht 
nicht ohne Weiteres fiir die projectivische Auffassung zu verwerthen. Letz- 
ssen, terer entspricht eine Analysis situs, die das Unendlichferne durch reelle 


Collineationen mit dem Endlichen vergleichbar macht, wobei es als 
Ebene, allgemeiner ausgedriickt, als in eine Ebene ausbreitbare un- 
paare Fliiche erscheint. Fiir sie sind die Theoreme der anderen ein 
erster Beitrag, der unbedingt fiir alle im Endlichen verlaufenden Gebilde 
giltig ist; es treten aber weitere Unterscheidungen ganz neuer Art ein, 


und wie eben die Eintheilung der Curven und Flachen in paare und unpaare. 
wohl Ein Theorem, das auf diesem Standpunkte eben nur als ein An- 
onen fang zur Lésung eines allgemeinen Problem’s erscheint, ist das Rie- 
| die mann’sche vom Zusammenhang der Flichen. Nach Riemann kénnen 
aber | zwei geschlossene Flichen (und nur von solchen mag die Rede sein) 
mag dann in einander durch stetige Deformation iibergefiihrt werden, wenn 
ende die Zahl der geschlossenen Curven, die man auf den Flichen ziehen 

kann, ohne dass dieselben in Stiicke zerfallen, beiderseits dieselbe ist; 
den, das Doppelte der Zahl dieser Curven heisst der (ausserordentliche) Zu- 
als sammenhang. Fiir die von uns geforderte Analysis situs ist das Ueber- 
iber- einstimmen in der Zahl ebenso eine nothwendige aber nicht mehr eine 
yen ausreichende Bedingung. Flidchen verschiedener Classen kinnen niemals 
er- | in einander iibergefiihrt werden, auch wenn diese Zahl stimmt. 
shen Die unbegrenzte Ebene z. B. wird nach dieser Definition des Zu- 


sammenhanges bei projectivischer Anschauung den Zusammenhang 2 
37* 
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bekommen. Denn man kann eine und nur eine geschlossene Curve 

































2, U 
in der Ebene ziehen, ohne dass dieselbe zerfallt, z. B. eine gerade © able 
Linie oder jede unpaare Curve, welche sich nicht selbst durchsetzt; 
zwei Curven aber trennen die Ebene nothwendig. Und doch wird man 
die Ebene nicht iiberfiihren kénnen in eine im Endlichen gelegene 
Ringflache, die auch den Zusammenhang 2 besitzt. 

Der Unterschied der beiden Flichen ist auch nicht darin allein 
begriindet , dass das eine Mal eine unpaare, das andere Mal eine paare 
Curve auf der Fliche gezogen wird. 

Denn ein einschaliges Hyperboloid hat wie die Ringfliche die 
Kigenschaft, dass man auf der Fliche eine und nur eine geschlossene lll 
Curve ziehen kann, ohne dass sie zerfillt, und dass man fiir diese oe 
Curve eine paare Curve wihlen kann. Und doch sind die beiden at 
Flaichen verschieden: das Hyperboloid gehért zur ersten, die Ringfliche * 
zur zweiten Classe der paaren Fliichen. we 

Das Resultat dieser Ueberlegungen ist also Folgendes: Der Zusam- mai 
menhang der Fliichen ist auch fiir die projectivische Anschauung ein auf 
bleibendes Element; es giebt aber nicht mehr das ausreichende Kriterium Cur 
fiir die Transformirbarkeit zweier Flichen in einander ab. Jed 

Zus 


§ 17. 
Der Zusammenhang der Flichen dritten Grades. 


Herr Schlafli hat in dem wiederholt genannten Aufsatze (An- 
nali di Mat. V) den Zusammenhang der Flichen ohne Knoten I, II, 
IlI, IV, V bez. zu 6, 4,2, 0, —2 bestimmt. Diese Bestimmung griin- 
det sich aber nicht auf die projectivische Auffassung vom Unendlich- 
Weiten, sondern auf die andere, die das Unendlich-Ferne als Punkt 
betrachtet. Denn Herr Schlifli setzt den Zusammenhang der unbe- 
granzten Ebene gleich Null, wahrend er projectivisch gleich 2 zu setzen 
ist, wie eben bemerkt wurde. Er gewinnt sodann seine Zah] dadurch, 
dass er die vierte Fliche aus der fiinften, die dritte aus der vierten ete. 
ableitet, indem er zwei bis dahin getrennte Partieen der Flache in 
einem Knotenpunkte zusammenwachsen lisst. Diese Operationen er- 
héhen den Zusammenhang immer um zwei und so entsteht die Reihe 
der jedesmal um zwei unterschiedenen Zahlen — 2, 0, 2, 4, 6. 


Fiir die im vorigen Paragraphen entwickelte projectivische Auffas- 
sung behilt die Operation, welche in dem Entstehenlassen eines Kno- 
tenpunktes und der weiteren Verwerthung desselben besteht, ihren 
Einfluss auf den Zusammenhang. Es sind nur die Zahlen — 2, 0, 2, 4,6 
alle um zwei zu erhdhen. Denn z. B. die Art IV, die sich in eine 
unbegrinzte Ebene ausbreiten lisst, erhilt fiir uns den Zusammenhang 
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2, und daraus folgt (in derselben Weise, wie Schlafli seine Zahlen 
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ableitet) : ; ; 
II 6 
lil 4 
IV 2 
,.. 


In der That kann man auf diesen Flichen 4,3, 2,1, 0 geschlos- 
sene Curven ziehen, ohne dass sie in Stiicke zerfallen, wenn man sich 
der Entstehung aus der Fliche mit vier Knoten erinnert. Bei I, II, 
Til, 1V haben sich bez. die Flichentheile, die in 4, 3,2, 1 Knoten an 
einander stiessen, mit einander vereinigt. Um 3, 2, 1, 0 der so ent- 
standenen diinnen Stelle der Fliaiche lege man geschlossene Ovale. Man 
ziehe ferner auf dem urspriinglichen hyperbolischen Theile der Flache 
mit vier Knoten einen geschlossenen unpaaren Curvenzug, als welchen 
man z. B. eine der isolirten Geraden wihlen kann. Dann hat man 
auf den Flachen I, Il, 111, IV, V bez. 4, 3, 2, 1, 0 geschlossene 
Curven gezogen, ohne dass ein Zerfallen der Fliche eingetreten wire. 
Jede weitere geschlossene Curve fiihrt aber ein Zerfallen herbei. Der 
Zusammenhang ist also bez. 8, 6, 4, 2, 0. 


Erlangen, den 6. Juni 1873. 











Zur Staudt-Schréter’schen Construction des reguliren 
Vielecks. 


Von Fr. G. ArroLTer zu SoLoruurn. 


Die Constructionen des reguliiren Siebenzehnecks, welche v. 
Staudt im 24. Bande und Herr H. Schréter im 75. Bande des 
Crelle-Borchardt’schen Journals niedergelegt haben, lassen sich 
auf alle reguliiren Vielecke, die sich mit Zirkel und Lineal construi- 
ren lassen, ausdehuen. Es ist die Aufgabe der nachfolgenden Zeilen, 
dies zu zeigen. 


I, 
Ich erlaube mir die trigonometrische Lésung in ihren allgemeinen 
Umrissen anzudeuten. 
° ° 22 ° : 
Bezeichnen wir den Werth cos (i mr) mit C,, so dass: 
9 


(1) C. = Cra at® 41 +4) und 2 C, Cy = Ch» =e Cyn 


ist, wo « jeder ganzen Zahl gleich sein kann, so ergeben sich zwi- 
schen den 24"-! Werthen 
C,; CZ, C;, C, coos Gree C,in-1 

eine Menge von Relationen, durch welche zuniichst gewisse Verbindungen 
von ihnen, sowie schliesslich sie selbst als Wurzeln von quadratischen 
Gleichungen bestimmt werden. 

Bezeichnen wir die Summe der obigen C, mit S, so ist ihr Werth 
S durch die Gleichung tee 
(2) s -= ind 
gegeben. 


. oa os . , 
Sammtliche C, lassen sich in 7 =" | — Gruppen von je 4 Gliedern 


zusammenstellen. Der allgemeine Repriisentant einer solehen Gruppe ist 
Gi, = C13 Con3 C2245 C23, +++ Cok, +++ Cytn—1y. 


Bilden wir das Product TT simmtlicher Glieder dieser Gruppe, 80 
erhalten wir 
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d. h. da TT von h unabhingig ist: das Product aller Glieder einer jeden 
Gruppe ist gleich ars 

Setzt. man an die Stelle von h den Werth 2’h, so erhalt man 
einer gewissen Reihenfolge nach dieselben Glieder der behandelten 
Gruppe. Ersetzen wir aber durch ht**), so erhalten wir simmtliche 
Gruppen, welche sich aus den C, tiberhaupt bilden lassen; dabei hat 
hat man k alle Werthe von 0 bis ¢ — 1 durchlaufen zu lassen. 
Wiirde man k die folgenden héheren Werthe beilegen, so wiirden sich 
die Gruppen einer bestimmten Reihenfolge nach wiederholen. Die 
Gruppenreihe lisst sich symbolisch darstellen durch 


Gens Gens Gen +++ Gin +--+ GeO,. 


Wir diirfen h = 1 setzen, da, welchen Werth auch h annehmen 
mag, diese Gruppen sich nur einer bestimmten Reihenfolge nach wie- 


. derholen. 


In Betreff der obigen Gruppen G gelten die zwei nachfolgenden 
allgemeinen Siitze. 

(4) Je zwei der obigen Gruppen sind einander in der Weise zuge- 
ordnet, dass, wenn man den Zeiger der einen Gruppe mit 2° (22 — 1) 
multiplicirt, man den Zeiger der andern Gruppe erhdlt. Dieser Factor 
ist fiir alle einander zugeordneten Gruppen derselbe. r selbst kann 
jeden ganzen positiven Werth, 0 mit inbegriffen, haben. 

(5) -Hat man fiir die allgemeine Gruppe G,, irgend welche Relatio- 
nen und Eigenschaften, so erhdlt man die entsprechenden Relationen 
und Eigenschaften irgend einer andern Gruppe, indem man den Zeiger 
der ersten Gruppe mit der, dem Zeiger der andern Gruppe entsprechen- 
den Potenz von t multiplicirt. Insbesondere erhdlt man zu den Eigen- 
schaften einer Gruppe die entsprechenden der zugeordneten Gruppe, m- 
dem man den Zeiger der ersteren mit 2” (22™— 1) multiplicirt. 

Bezeichnen wir die Summe der Glieder einer jeden Gruppe allge- 
mein mit S,, so erhalten wir die Reihe von Summen 


Si; Seay Sens Sea sss Seta +++ Sh, 
wo h = 1 gesetzt werden darf. 


Bezeichnen wir die Summe aller ungeraden S, mit X, und die 
Summe der geraden mit X,, so finden die Gleichungen statt: 


*) wo t eine primitive Wurzel der Primzahl 24" + 1 bedeutet, so dass z. B, 
= 8 wird fiir n= 2. 
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; _ 
dha a) X+X,=8, - ~% 


b) X,X, = 24-35 — — gan, 


Es lassen sich also die Werthe X, und X, als Wurzeln der Gleichung 


zweiten Grades 
I. X? — SX — 24--4+— () 
darstellen. Setzen wir in X, 


Yii = S + Sy + Sy + eee 
Yo.1 = So + Sy + ee 
und in X, 
Yi2 = Sp -4 Sii -{- ay eee 
Yo2= Sis -|- Se + ercee 
so hat man 
a) Vie + Yor= X, 
b,) Yin - Yo; = — Qin—s. 
folglich ergeben sich die Y; als die Wurzeln der Gleichung 
Il. Y,;2? — X, ¥, — 249-6 ox 0, 


so dass, wenn k = 1 und 2 genommen wird, man die 4 Werthe 
Y erhilt. 

Bilden wir also in den Summen X; selbst wieder die Summen der 
ungeraden und geraden Glieder — die Gilieder nach den steigenden 
Potenzen von ¢ im Zeiger geordnet — so lassen sich diese Summen 
wieder als die Wurzeln einer quadratischen Gleichung darstellen. Auf 
diese Weise weiter gehend, erhalten wir die simmtlichen Summen S, 
berechnet. Es ist jedoch zu bemerken, dass die Producte der zusam- 
mengehérenden Summenaggregate der S, sich nicht immer allein durch 
S ausdriicken lassen, sondern dass sie vielmehr von S und einer be- 
stimmten Anzahl vorher berechneter Gréssen abhingen. 

Aus den nun berechneten S, lassen sich die C, in iihnlicher Weise 
bestimmen wie die S, selbst aus S. Wir haben allgemein 


Si = Con + Con + Cra t--- + Cota + +++ Cytn—ty. 
Setzen wir hier die Summe der ungeraden Glieder gleich U, und die 
Summe der geraden gleich U,, so ist 
U,+ U,=S%, ? 
U, U, = Aj. 
A, selbst ist die Summe einer gewissen Anzahl vou den S, und so- 


mit bekannt. Die Werthe U, und U, ergeben sich also als die 
Wurzeln der Gleichung 


lll. U2—S,U+ 4, <0. 
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Ueber die Constraction des reguliren Vielecks, 


Bestimmen wir in den berechneten U die Summen der ungera- 
den und geraden Glieder und setzen sie beziiglich gleich V;,, und 
Vo,., 80 ist 

Vi, x + V2, % — Ui, & 

Vix + Vox = Bie 


bekannt. Es bestimmen sich also die Werthe V aus der Gleichung 
IV. Vix? — Uije> Vige + Bax = 9.- 


Hier sieht man, in welcher Weise man weiter zu gehen hat, um 
die Werthe C, zu bestimmen. Man bestimmt in jeder berechneten 
Summe einer bestimmten Anzahl der C, die Aggregate der ungeraden 
und geraden Glieder — die Glieder nach den steigenden Potenzen 
von 2 im Zeiger geordnet. — Ihre Summe ist berechnet, ihr Product 
aber immer der Art beschaffen, dass es sich durch die bereits berechne- 
ten Groéssen ausdriicken liisst. Es ist somit klar, dass sich die simmt- 
lichen C, mittelst Gleichungen zweiten Grades berechnen lassen. 


Il. 


Wenden wir das angegebene Verfahren auf die Berechnung der 
C, des reguliren 257-Ecks an. 

Der allgemeine Repriisentant einer der 16 Gruppen von je 8 Glie- 
deru ist 

G, = Ci3 C2, } Chi ; Csr ; Ci6r 3 Cs2n5 Coan 5 Cwsa- 
Ersetzen wir h durch 3*, geben & alle Werthe von 0 bis 15, und be- 
achten die Relation (1), so erhalten wir die Gruppen: 


Gp = C,; C3 Cys Cys Cres Coo; 


Cos 3 
Gs = Cy; Cys Cros Crys Cis3 Coes Coss Cros 
Gy = Cy3 Ces Cops Cres Crrss Cars Coo Cio 
Gay = Cy 3 C545 Cross Cars Coes Coss Car Ci15 
Gi = C3 Cory Cys Coss Cars Cos Cor 3 C28 
Gy =C,3 Cus Coss Coos Cros Crs3 Coos Cis 
Go = Cys Crs Cars Coos Cis Coos Gro Cris 
G, = C53 Cys Coos Cros Coos Cors Cosi Cire 
Gis = C153 Coos Coos Cros Cirs Coa Coss Cart 
Gs = Cy33 Coos Cars Cross Cor3 Crores Ossi Cros 
Gis = Cyg3 Cog 3 Coes Cross Cis Cos Cos Cire 
Gaz = Cyr3 Crys Cross Cs93 Cis3 Cros Css Caro 
Gog = Cy33 Cyg3 Cons Cis3 Crs Cys3 Cros Cr41 
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Cio; Cos3 Cres Cross Cars Cons Coos Cro 
C53 Coos Cos Csr3 Cras Cros Css Cr16 
Cis; Coes Cass Corns Ces Cours C53 Cyor- 


ys 
Gis 


Multiplicirt man den Index einer Gruppe mit 2” 15, so erhiilt 
man den Index der zugeordneten. Folglich sind die acht ersten Grup- 


pen den acht letzten Gruppen paarweise zugeordnet. 


Das Product der acht Glieder einer jeden Gruppe ist gleich — (5) 


und allgemein 
(6) TT=—C,- Con- Can: Con Cron + Coons Corn > Cis, = — (3); 
ferner ist nach der Definition: 


S, == C, + Coa + Cn + Csi + Cren + Coon + Corn + Crash - 


Ersetzen wir wie oben h durch 3*, so erhalten wir die 16 entspre- 


chenden Summen 
S,; 833 Sy3 Sos Sy3 S55 Sa S; 5 
Si55  Sys3 Sy3 5 Sgr 5 Says Si93 S55 Sys - 
Setzen wir nun 
Xx, _— S, + Sy + Si, + Sy, + S,; + Si; + Sy3 + 8,5 
X, = S; + Sy, + 8S, +8; + Sy5 + S57 + Sig + Sj; 5 


X,+X,=—S, 
X,X,——16. 


so ist 


Die Werthe X, und X, bestimmen sich somit aus der Gleichung 
I X?—SX—16=0. 
Setzen wir ferner: 
Yi,1 = 8, + 8,, + Si, + 8235 Yai = 8S) +8, +5, + 8, 
Yi2 =S8,+ 8; + Sy, + S193 Yo,2 = Sy +8, +453; + Sis 


so ist 


Yie t+ Yon = X 
Yin + Yor —=—4. 
Es bestimmen sich also die Y aus der Gleichung: 
IW. ¥2— X,Y¥,—4=—0, 


wo, um alle 4 Werthe Y zu erhalten, / = 1 und 2 zu nehmen ist. 


Setzen wir endlich: 
41,4, = S, + Sisa3; Zona Sua + S23 r 3 u. S. W., 


so wird: 
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Ueber die Construction des reguliiren Vielecks. 


11, 2,e + Ze, 1,k = Vie; 
2 Zink * 22, 1,k = 28+ 2 Youre +3 X, = 2 Ay. 


Mithin stellen sich die Z;,, als die Wurzeln der Gleichung 
WI. Zax — Yue Zn + Ane = 0 


dar; und zwar erhilt man fiir Z alle acht entsprechenden Werthe, 
wenn man h = 1,3 mit den Werthen k = 1, 2, und ferner h = 9, 27 
wiederum mit h = 1,2 combinirt. Da nun 


8 +5, = 41,1,1 
2 8,4; =2 (S; + 85) + (Si; + Sys) + 2 (S; + S19) 
+ (Soy + S,;) + 2 (S, + S;3) =2B 
ist, so ergeben sich die Werthe S, und S,, aus der Gleichung 
WV. S—-Awi1S+B=—0. 
Durch Vertauschen der Zeiger entstehen so alle 16 Werthe S,,. 
Aus den berechneten Werthen S, sind nun die C, selbst zu finden. 
Setzen wir zu diesem Zweck: 
Ui, = G, -+ Cra + Cron + Coan; U2,, = Cri + Csi + Coon + Crosa, 
so ist 
Ui,n + Us2.=S:, 
2 Ui. . U2. == §, + Ssa + Soar + S:,=2D,. 
Es bestimmen sich also U;,, und Us,, aus der Gleichung 
V. OP —-S,U,+D,=0. 
Indem wir h alle 16 Werthe geben, erhalten wir die 32 nothwendigen 
Lésungen fiir U. 


Setzt man ferner: 


Vine = Oo+ Cir 3 Vo,n,n = Con + Coan » 
so ist 


Vinge + Veon,% = U;,% » 
2 Via,e . V2,4,4 = Usie + Usa, x == 2 Exx- 


Es ergeben sich also die Werthe V aus der Gleichung 
VI. Vix Sa Ui, x Vi, x + F,,, | eed O - 


Durch entsprechendes Vertauschen von k mit 1 und 2, und von h mit 
seinen 16 Werthen erhalten wir die 64 néthigen Lésungen fiir Vix. 
Da nun 


Cr, + Cisr = Vi, 
2 Ci, , Co, = Vi,=2F,, 


date Sex de) 2 y 
te ST Nl ee ee, ne) hy ee Sal ee err ae ae 
BR nes a) 2 ve Se Wee He Ee 
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so bestimmen sich die 128 Werthe C, aus der Gleichung 
Vil. GFF? —V.64,+F=0, 
indem man / und E, entsprechend vertauscht. 


Ill. 
Geometrische Construction des reguliren 257-Ecks. 


Wenden wir das Princip, welches Herr Schréter zur Construction 
der Gleichungen zweiten Grades angegeben hat, zur Construction der 
obigen Gleichungen an, so ergiebt sich ohne Weiteres nachfolgendes 
Verfahren zur geometrischen Construction des reguliiren 257 -Kcks. 

1. Man errichte in dem Kreise O mit dem Radius r = 1 zwei zu 
einander normal stehende Durchmesser AB und CD. In den Punkten 
C und D ziehe man an den Kreis O die Tangenten. Die positiven 
Hiilften derselben seien mit BA und die negativen mit AB parailel. 
Die Tangenten mit thren Richtungen bezeichnen wir mit +- C, und 
+ D,. (Um die Lage irgend eines Punktes auf der Tangente anzu- 
geben, fiigen wir zu seiner Bezeichnung das Zeichen der Tangente 
hinzu.) 

2. Wir tragen auf — C, die Strecke Cc, gleich dem doppelten 
Durchmesser und auf +- C, die Strecke Cy ebenfalls gleich dem doppel- 
ten Durchmesser ab. Auf + D, tragen wir Dd, gleich dem 32-fachen 
Durchmesser und auf — D, tragen wir Dé gleich dem 8-fachen Durch- 
messer ab. Wir ziehen den Strahl c,d,, welcher den Kreis O in den 
Punkten E,’ und E,” schneidet, und ziehen die Strahlen CE,', CE,’; 
welche D, beziiglich in den Punkten +-e,' und — e,” schneiden. 

3. Wir ziehen die Strahlen DE,’, DE,", welche C, in den 
Punkten e,, und e,” schneiden, und ferner den Strahl yd, welcher CD 
in p schneidet. Die Strahlen e, p und e,"p schneiden den Kreis in den 
4 Punkten F,’, F,"; Fy, F,". Die Strahlen, welche den Punkt C mit 
den Punkten F verbinden, geben auf D, die Schnittpunkte -+- 6,1; 
— 13 + ¢,2; — Ge. 

4. Wir construiren auf D, die Punkte n{?, deren Abstiénde von 
D durch nachfolgende Gleichungen bestimmt werden: 


1) Dui = —24+35Dei4+2De1 
2) Dns, =—2+4+3 De +2 De: 
3) Dns2=—=—2+ 5 De, + 2 Des 
4) Dnz2=—=—24+3Dej4+2 Dege. 
Diese Punkte verbinden wir mit dem Punkte y auf C, durch Strah- 
len, welche CD beziiglich in den Punkten 9,3 92; 93; 9, schneiden. 
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Verbindet man die Punkte F mit D durch Strahlen, welche die C; in 
den Punkten C{? schneiden, so erhilt man im Durchschnitt von C, mit 
DF, den Punkt Cs,1, mit DF,” den Punkt Cs,, mit DF: den Punkt 
Cy,2 und endlich mit DF," den Punkt Cs‘2. Verbinden wir diese Punkte 
der Reihe nach mit den Punkten g, durch Strahlen, so schneiden diese 
den Kreis O in den Punkten G,’, G,”"; G,’, Gy’; G;', Gy"; G/, G,”. 
Verbinden wir diese Punkte mit dem Punkte C durch Strahlen, so er- 
geben sich im Durchschnitte dieser mit D, die Punkte + 63,1, — e513 
+ 3,2, — 63,23 + ¢3,3, — €3,33 + 63,4, — 64. 
5. Wir bestimmen auf D, die Punkte n,%, deren Lage durch 
die nachfolgenden Gleichungen gegeben ist: 
1) Dn = 2 Dé, + De + 2 Des -t. De,» -$ 2 De5,» 
2) Dng, =? De ate Dé: +- 2 Dé; : -+- Dé, 4 2 De. 2 
3) Dugg = 2 De3,2 + Des +2 Def. + DG 1.+2 De, 
4) Ding‘ s = 2 DE oe Dé, 2 “ie 2 Deé,4 4. De a 2 Des. 
5) Danis = 2 De6,3 + D&3s +2 DeG2+ Des4-2 Des 
6) Dng’s3 = 2 D&3+ Db3+2 D62+ Db.+2 De. 
7) Danis = 2 DG 4.+ DG. t+2D4.+ Db3s+2 De; 
8) Dung, = 2 Deis t+ Db.+2 D&1+ D&s+2 D635. 
Verbinden wir diese Punkte der Reihe nach mit dem Punkte y 
durch Strahlen, so schneiden diese CD in den entsprechenden Punkten 
hy, hoy hg, hy, his, hg, hz, hg. Verbinden wir den Punkt D mit den 
8 Punkten GY, so erhalten wir im Durchschnitt dieser Strahlen mit 
C; die Punkte Ch 1) Cii13 Cy 2) Ci23 CE 3) Cis; Cia; Ch. Verbinden 
wir diese’ Punkte der Reihe nach mit den Punkten hz, so erhalten wir 
auf dem Kreise O die 16 Schnitte: H,; Hj’: H,; H,”; Hy; Hy;’; 
Hy; H,’; H;; Hs’; Hy; Hy’; Hy; H,’; Hy; H,". Die Strahlen, 
welche C mit diesen Punkten verbinden, schneiden D, in den 16 Punk- 
ten e,, wo « und y mit den entsprechenden Zeigern von HW iiber- 
einstimmen. 
6. Wir bestimmen auf der Tangente D, die Punkte n,, deren 
Lagen durch nachfolgende Gleichungen definirt werden: 
1) Dung, = Dé + Dee + Deis + Dei, 
2) Dns,» = Dé, -- Deis -{- Des, 4 -{- Dé,7 
3) Dns3= DG3+ Dai.t+ Des+ Des 
4) Dungy = Deir + Des + Dee + D&1 
5) Duss = Des + Daeg + Desi + Ders 
6) Dns, ¢ = Dé, 6 oh Dé, 7 -|- Dé, s -- Dé,,s 
7) Dng,7 aS Dei,7 -- De, s -{- De. ++ DE 4 
8) Duss = Des + Dei + Der + Desc. 
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Stelle der obigen Dei, .; De{.. beziiglich die Strecken De, und Dé, 
setzt. Wir verbinden diese Punkte n,“ mit y durch Strahlen, welche 
den Durchmesser CD in den 16 Punkten Sir das Jn ** Sue schucidéll 
Wir bestimmen die Strahlen DH, welche von der Deneine C, in den 
Punkten C, geschnitten werden. Wir verbinden allgemein den Punkt 
CY mit domjenigen Punkte j,, der auf dem Strahle yn, liegt. 
Diese 16 Strahlen ji, C schneiden den Kreis O in 32 Punkten: 
Ji J, Js Ji Js Ji Ty IS Sy Iw Ty Fix) Dis Si Ass) Due 
J,” J,” J,” J,” J; J, J,” J,” J,” J ‘dy "dis "dis" Ji" Ji5" Jig 

1 wo ae eS — ie 
Die unter einander stehenden J,’ und J," liegen auf demselben Strahle. 
Die vier J, welche iiber derselben Klammer m stehen, haben ihren 
Ursprung von den Punkten C, und n,© her, von denen die letzteren 
durch die Gleichungen bestiount sind, die ‘die Nummer m tragen. Ver- 
binden wir ferner den Punkt C mit den Punkten J, so erhalten wir 
im Durchschnitt dieser Geraden mit D, die Punkte e,. 

7. Wir bestimmen auf der Tangente D, die Punkte n,, deren 
Lagen durch die folgenden Gleichungen definirt sind. 


1) Dngs = DG,o + De 16. 2) Dngs = DG, 0 + DG, 15 





3) D ngé,s = Deut Deu. 4) D nb 4 = Dé, 12 + Deé,13 
5) D ng, s = Déi+ De... 6) D né,6 = Déu+ Deu 
7) Dné,7 = Dé,1s + Dew. 8) D ng, s = Dé, 6+ D&,» 
9) Dngg = DE,1 + Dee. 10) Dné w= Deé,¢ + Des 
11) Dngu = Des + DG. 12) Dngir=— Des + Des 


13) Dng is = Des + Des,«. 14) Dngiu = Des, + Des 
15) Dné.is = De, 4 + Dé,s. 16) D 6,16 = De 2 + Dé&,:. 
Die iibrigen Punkte erhdlt man durch analoge Gleichungen, indem man 
statt der Strecken De;,, die Strecken DeZ,, einfiihrt. Verbinden wir 
die Punkte JY” mit dem Punkte D durch Strahlen, so schneiden diese 
die Tangente CG, in den Punkten C,%. Es entsprechen sich somit die 
Punkte C,Y und n.™. Verbinden. wir die 32 Punkte n,) mit dem 
Punkte y y der Tangente C; durch Strahlen, so schneiden diese den 
Durchmesser CD in den 32 Punkten k,’ ky) «++ Keyes Wey’ Bey” + + + Begg” 
Verbinden wir diese Punkte der Reihe nach mit den entsprechenden 
Punkten C, durch Strahlen, so schneiden diese den Kreis in den 64 
Punkten K, und K,". Verbinden wir diese Punkte mit C durch 
Gerade, so schneiden diese die Tangente D, in den Punkten &,2 
und 6, x. 





Die iibrigen 8 Punkte nz. ergeben sich durch Gleichungen von der- 7 
selben Form wie die obigen. Man erhiilt sie, indem man an die — 
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8. Wir verbinden die 64 Punkte e,% mit dem Punkte y durch 
Strahlen. Diese schneiden den Davehausen CD in 64 Punkten . 
Verbinden wir ferner den Punkt D mit den Punkten K™ durch Strah- 
len, so schneiden diese die Tangente C, in den Punkten C{%. Diese 
Punkte mit den entsprechenden Punkten 1 verbunden, geben Strahlen, 
welche den Kreis O in 128 Punkten L, schneiden. Diese stimmtlichen 
Punkte L, liegen auf der Hiilfte des Kreises, auf’ der der Punkt D 
selbst liegt. Verbinden wir die Punkte L, mit C, so schneiden diese 
Strahlen den Durchmesser AB in 128 Punkten M,. Errichten wir in 
diesen Punkten M, die Normalen zum Durchmesser A.B, so schneiden 
sie den Kreis in 256 Punkten. Diese Punkte endlich bilden mit dem 
Punkte A die Ecken des reguliiren einbeschriebenen 257-Ecks. 


Pisa, den 9. Januar 1873. 











Construction des reguliren Sieben- und Dreizehn-Kcks. 


Von Fr. G. ArroLuTeR zu SoLOTHURN. 


Die Construction der reguliiren 7- und 13-Ecke, iiberhaupt aller 
derjenigen reguliren Vielecke, welche mittelst Construction von Glei- 
chungen dritten Grades gefunden werden, lisst sich sehr leicht aus- 
fiihren, sobald man die Construction der cubischen Glejchungen mit- 
telst der Trisection des Winkels bewerkstelligt. Der tibrige Theil der 
Construction ist wesentlich tibereinstimmend mit der Construction der 
reguliren Vielecke, welche sich mittelst des Zirkels und Lineals aus- 
fiihren lassen. Da die Trisection eines Winkels*) mittelst der Fuss- 
punktcurven des Kreises elegant und leicht ausgefiihrt werden kann, 
so halte ich die Construction der reguliren Vielecke (dritten Grades) 
mittelst Trisection fiir die einfachste. 


I. 


Da unsere Constructionen auf der Construction der Gleichung 
dritten Grades mittelst Trisection beruhen, so gebe ich diese Con- 
struction zuniichst an. Haben wir die cubische Gleichung mit drei 
reellen Wurzeln 


(1) w+ a,2?-+a,x-+a,=—0, 

so erhalten wir durch Wegschaffen des zweiten Gliedes die neue Glei- 
chung 

(2) > —3pa,+2q=0, 


wo der Werth von p wesentlich positiv ist. LErsetzen wir 2, durch 
R cos a, so ergeben sich bekanntlich R und e@ durch die Gleichungen 
3 R=2yp, cs3a=—14. 
(3) VP ? Vp 

Die Werthe R und 3a lassen sich nun leicht geometrisch be- 
stimmen. Wir theilen den Winkel 3 @ in drei gleiche Theile mittelst 
der Trisection und erhalten dann fiir 2 die drei Werthe 


*) H. Hippauf, Lisung des Problems der Trisection. Leipzig, Teubner. 1872. 
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3 ? 
Die Wurzeln der Gleichung dritten Grades erhilt man also, indem 
man die Gleichungen (3) und (4) constructiv ausfiihrt. Da durch die 
speciellen Werthe von p und g in unseren spiiteren Fiillen die Con- 
structionen sich iindern, so unterlasse ich hier die weitere Angabe der 
Construction der Wurzeln. 


(4) Reos a —“! — R cos (« —60) — 4; — R cos («+60)—% 


II. 


Trigonometrische Lésung der Construction des reguliren 
7- und 13-Ecks. 


a, Das reguliire Siebeneck. 


. 2x e P ‘ 
Setzen wir cos (h . 2*)= ¢,, so ergeben sich zwischen den drei 


Werthen ¢,; ¢,; ¢, die Relationen: 


(1) C+ +e = — f- 
(2) Cy Cy + C,€3 $F C3¢, = — f. 
(3) CyCyl3 = + f- 
Die Werthe c, bestimmen sich also aus der Gleichung 
( O+4—fo—f—0. 
Setzen wir 2c = x, und x = y — 4, so ergiebt sich die Gleichung 
(5) y—ty—a7=9. 
Wir haben somit 
(6) R=3V7; cosBa—$Vt; 


_ und daher schliesslich 


(7) 2¢,=Reosa—4; 
2 c, = — Ros (a — 60) —4; 
2c, = — Ros (a + 60)—}4. 


b. Das regulire Dreizehneck. 


‘ 2 : : 
Setzen wir cos (h . **) = c,, so sind die sechs Hauptwerthe 
C13 Cg} C33 Cy; 53 ¢g zu bestimmen. 
Wir setzen 
Cte =yi, QtE=Mmsy YG =%- 
Zwischen diesen Werthen existiren die folgenden fiir uns wesent- 
lichen Relationen: 


(1) t+ %, + %3 = — 4. 
(2) ,@y + MyH, + 43x, = —1. 
(3) Wy LyX == —$- 


Mathematische Annalen. VI. 
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Die Werthe x ergeben sich also als die Wurzeln der cubischen 
Gleichung 


(4) ; e@+ia2?—axr+i=—0. 
Ersetzen wir 2 durch y — 4, so folgt 
(5) y— Yyt t=O. 
Wir haben also: 
(6) R+3Y13; cos 3a — — $V. 
Es bestimmen sich somit die Werthe « durch die Gleichungen 
(7) 22, = Reos a—}; 
2 2, = — R cos (a2 — 60) — 4; 
2 x, = — Ros (a + 60) —4. 


Aus den Werthen 2 2 ergeben sich die Cosinuswerthe ¢, durch 


die Gleichungen : 


2 (¢, + 6) = 2 a, , 2 (¢, + ¢) = 2a, 
(8) { fe camas ~ PD" £6 etn 
(10) { 2 (c, + ¢) = 2 a, 


4¢,°€=22,. 

Die Werthe c¢, folgen somit aus der quadratischen Gleichung 
(11) (2c)? —24,-(2c)+2u1=—0, 

wo h die Werthe 1, 2, 3 annimmt. 


III. 
Geometrische Construction des reguliren 7- und 13-Ecks, 


" Indem wir die obigen Gleichungen constructiv lésen, ergeben sich 
fiir das reguliire 7- und 13-Eck die folgenden Resultate. 


a. Das reguliire Siebeneck. 


1. Man errichte in dem Kreise O mit dem Radius r zwei zu 
einander normal stehende Durchmesser AB und CD. Man trage-in 
der Richtung CD iiber D hinaus die Strecke DE gleich dem dreifachen 
Durchmesser ab. 

2. Wir schlagen tiber CE als Durchmesser den Halbkreis, wel- 
cher den Durchmesser AB iiber B hinaus in dem Punkte F  schneidet. 
Wir sziehen die Gerade CF und errichten zu ihr die Norinale CG im 
Punkte C, welche AB in dem Punkte G schneidet, wnd bestimmen auf 
AB die Punkte H und J, so dass OH =} OF und OJ = 5 OG. 

3. Wir errichten in J die Normale zu AB, welche den Kreis in 
dem Punkte K schneidet. Wir theilen den Bogen AK nach der Me- 
thode der Trisection, wodurch wir die drei Punkte L,, L,, L, erhalten. 
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Es ist also AL, = 4 AK <}a, AL,=AL, +432 wid AL, = 
AL, +42. Wir ziehen die Radien nach den Punkten L,; L,; L,. 

4. Wir schlagen um O als Mittelpunkt den Kreis mit dem Radius 
OH. Dieser Kreis schneide obige Radien in den Punkten L,’, L,', Le’. 
Von diesen Punkten fallen wir auf AB die Normalen, deren Fusspunkte 
l,; l,; 1, seien. In der Richtung AB tragen wir von diesen Punkten 
die Strecke 1,1 = 1,1, = 1,1, =4,47 ab, wodurch die Punkte 1’; 1; 
1, festgestellt werden. 

5. Wir bestimmen die Punkte p,; p.; p,, durch welche die Strecken 
Ol’; Ol,; Ol, halbirt werden. Errichten wir nun in den Punkten p,, 
~P»., p, die Normalen, so schneiden diese in 6 Punkten den Kreis O. 
Diese Punkte sind 6 Punkte des einbeschricbenen 7-Ecks. Der 7” Eck- 
punkt liegt im Punkte A. 


b. Das regulire Dreizehneck. 

1. Wir construiren im Kreise O zwei zu einander normal stehende 
Durchmesser AB und CD und ziehen in den beiden Punkten C und D 
die Tangenten. Wir unterscheiden die positiven und negativen Seiten 
der Durchmesser und Tangenten, und zwar sei die positive Richtung 
mit BA resp. DC und die negative mit AB resp. CD parallel. 

3. Wir tragen auf dem Durchmesser DC die Strecke + DE = 
6 Durchmesser ab und schlagen iiber der Strecke DE als Durchmesser 
den Halbkreis, welcher AB iiber A hinaus in dem Punkte F schneidet. 
Wir zichen FD und errichten im Punkte D die Normale zu FD, 
welche AB auf der negativen Seite OB im Punkte G schneidet. 

3. Wir bestimmen die Punkte Hund J, so dass OH = 32 0OF und 
OJ = 3 OG wird, und errichten in dem Punkte J die Normale zu AB, 
welche den Kreis O in dem Punkte K schneide. Den Bogen AK thei- 
len wir nach der Trisection in den Punkten L,; L,; L, und ziehen 
die Radien OL,; OL,; OL, in geniigender Verlingerung. 

4. Wir schlagen wm O als Mittelpunkt den Kreis mit dem Radius 
OH, welcher jene Radien in den Punkten L,’; Ly’; L,, schneide. Wir 
fallen von diesen Punkten zur Tangente in dem Punkte D die Norma- 
len, deren Fusspunkte beziiglich 1,; l,; |, seien. Wir tragen von diesen 
Punkten in negativer Richtung je 4 Radius ab, so dass wir die Punkte 
€13 3 €, erhalten. Ls ist also l,e, = 1,e, = le; = — 47. 

5. Wir verbinden die Punkte e,3 ¢,; ¢, mit dem Punkte C durch 
Gerade. Diese schneiden den Kreis O zum zweiten Male in den 
Punkiten ¢,/; es; es. Wir ziehen die Geraden De’; De; De;’, welche 
die Tangente im Punkte C in den Punkten ¢,; ¢,; ¢3 schneiden, 
Wir tragen in positiver Richtung Cy=4r ab und verbinden den Punkt 
y mit den Punkten e,, e,, e; durch Gerade. Diese schneiden den 
38* 
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Durchmesser CD in den Punkten n,; n.; »,. Wir zichen die Strah- 
len 6,223 CoN; CN. Diese schneiden den Kreis O in den Punkten 
ear os ae vee 
Ter ”. , ”. , aud 
Hy, 33 My, Ny; By, 2, 


und zwar liegen alle Punkte auf demselben Halbkreise, wo der Punkt 
D selbst liegt. Wir zichen die Strahlen CN, welche den Durchmesser 
AB in den Punkten 


, 0. , r, , ” 
M,, M, 3 M,, My 5 Ms, Mz 






schneiden. Lrrichten wir in diesen Punkten m“ die Normalen zu AB, . 
so schneiden diese den Kreis O in 12 Punkten. Diese sind 12 Eckpunkte K 
des einbeschriebenen reguliren 13-Ecks. Der 13 Punkt liegt in dem B 
Punkte A selbst. i 
Bemerkung. Es halt nun nicht schwer, das Constructionsverfah- 8 

ren fiir alle reguliiren Vielecke (dritten Grades) herzuleiten. Die Con- 

structionen der niichstfolgenden Vielecke (z. B. fiir 19, 37) sind aber 

schon so weitliiufig, dass ich mich enthalte, dieselben hier anzugeben. 
Das Verfahren bei diesen wie bei allen andern, also im allgemeinen = 
Falle aufzustellen, bietet keine Schwierigkeiten mehr. k 
el 


Pisa, den 20. Januar 1873. 










































Ueber das Malfatti’sche Problem. 


unkt Von Fr. G. Arrourer in SoLornurn. 
sser v 
Steiner hat in Band 1 des Crelle’schen Journals eine sehr 
elegante Construction dieser Aufgabe gegeben. Weder von Steiner 
‘a ’ selbst noch von einem Andern ist mir ein Beweis fiir den Fall des 
— Kreisdreiecks bekannt. In dem Nachfolgenden soll zuniichst ein solcher 
dem 


Beweis mitgetheilt werden. Alsdann fiige ich noch die Liésungen zu 
zwei weiteren, dem Malfatti’schen Problem verwandten Kreisauf- 
Pah. gaben hinzu. 


/on- : 

haa Beweis der Steiner’schen Construction. 

ren: Diese Construction beruht auf zwei ebenso einfachen, als interes- 
ae santen und der mannigfaltigsten Erweiterung faihigen Satzen iiber den 


Kreis und die Gerade, Wir geben diese Siitze unter dem Namen des 
ersten und zweiten Hauptsatz. 

Erster Hauptsatz: ‘ 

Triigt man von dem Scheitel S eines Winkels je auf dessen Schenkeln 
a und b die Punkte A und B ab, so dass SA=SB und man legt 
durch irgend einen Punkt N in der Ebene des Winkels zwei beliebige 
Transversalen t, und t,, welche die Schenkel des Winkels beziehendlich 
in den Punkten a,, b,; a,, b, schneiden, und man beschreibt um diese 
Punkte beziehungsweise Kreise mit den Radien a,A, b,B; a, A, b,B, 
so schneiden sich je die zwei ersten und je die zwei letzten Kreise in 
Punktepaaren n,', n;""; 24’, 22”, so dass alle diese Punkte von dem Punkte 
N gleiche Entfernung haben. Construirt man also zu jeder durch N 
gehenden transversalen t, die Punkte nz’ wnd nz" so liegen diese Punkte 
auf einem Kreise N mit dem Mittelpunkte N. 

Sind alle Transversalen mit einander parallel, so geht der Kreis 
N in eine Gerade G(V) iiber; die normal ist zur transversalen Richtung. 
Diese Gerade G(NV) geht durch den Punkt 0, in dem sich die Normalen 
zu den Schenkeln des Winkels schneiden, die durch die Punkte A und 
B gehen. 

In Betreff der Kreise N hat man nachfolgende Sitze. 

1 Alle Kreise N, deren Mittelpunkte auf einer Geraden G liegen, 
gehen durch zwei feste Punkte n’ und n’, welche die Punkte n sind, die 
der Geraden G als Transversalen t entsprechen und umgekehrt. 





*) Anm, d. Red. Vgl. indess Binder: Das Malfatti’sche Problem. Tiibingen 
1868; iiberhaupt Fortschritte der Mathematik, Bd. 2, S. 358 ff. 
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2. Alle Kreise, welche durch zwei Punkte n’ und n” gehen, sind 
Kreise von der Natur der Kreise N. 

3. Alle Kreise N, welche durch einen beliebigen Punkt gehen, gehen 
noch durch einen zweiten, dem ersten zugeordneten Punkt. 


4. Durch zwei beliebig gewdhlte Punkte geht immer ein und nur 


ein Kreis N. 

Durch weitere geeignete Betrachtungen ergeben sich eine Menge 
einfacher, schéner Resultate, welche in der Theorie des Kreises un- 
bedingt massgebend sind. Wir machen hier nur die folgende Anwendung. 

Sind irgend drei beliebige Kreise gegeben und man schneidet das 
durch ihre Mittelpunkte gebildete Dreieck durch irgend eine Trans- 
versale und beschreibt aus den Schnittpunkten als Mittelpunkten die 
Kreise, welche je zu der Kreisschaar gehéren, die bez. durch die zwei 
Kreise bestimmt wird, deren Mittelpunkte auf derselben’ Seite liegen 
wie der Schnittpunkt, so schneiden sich diese drei Kreise in demselben 
Punktepaar. Lassen wir nun jene drei Kreise sich beriihren, so folgt 
jetzt ohne weiteres, wenn wir diese drei transversalen Kreise Potenz- 
kreise und ihre Schnittpunkte »’ und n” Potenzpunkte nennen: 

5. Die Potenzpunkte zu allen Potenzkreisen, deren Centrallinien 
oder Transversalen durch denselben Punkt gehen, liegen auf einem Kreise 
N, dessen Mittelpunkt mit diesem Punkte zusammenfillt. Und die 
Potenzpunkte aller Potenzkreise mit parallelen Transversalen liegen auf 
einer, durch den Punkt gleicher Potenzen jener drei sich beriihrenden 
Kreise gehenden Geraden G(N). 

Liegen in der Ebene jener sich beriihrenden Kreise k,, k,,k, irgend 
drei Kreise m,,m,,m, vor, so bilden diese zu je zweien genommen 
drei Kreisschaaren. Beachten wir die Siitze 2 und 4, so erhalten wir: 


6. In jeder der drei durch die drei Kreise m, bestimmten Kreis- . 


schaaren giebt es einen Kreis von der Natur der Kreise N. Die Mittel- 
punkte dieser drei miglichen Kreise N,, N., N, liegen auf einer Ge- 
raden G(N). 

Zweiter Hauptsate. 

Haben die zwei Kreispaare k,, k, und k,’, k, dieselbe Potenzlinie 
P und beriihren sich k, und k,’, wie k, und k,’ je in den Punkten b, 
und b,, so sind die Tangenten des iiussern oder innern gemeinsamen 
Tangentenpaares des einen Kreispaares beziehendlich parallel mit den 
Tangenten des diusseren oder inneren gemeinsamen Tangentenpaares des 
andern Kreispaares, je nachdem k,’ und k, die Kreise k, und k, gleich 
und ungleichartig beriihren. Die Radien k,b, und k,b, schneiden sich 
in einem Punkte k,, welcher der Mittelpunkt eines Kreises ist, der die 
Kreise k, und k, in b, und b, beriihrt. 

Dieser Satz lisst sich durch das Princip der reciproken Radien ver- 
allgemeinern. Transformiren wir zweimal, indem wir das erste Mal 
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das Transformationscentrun auf der Potenzlinie P, das zweite Mal 
jedoch anderswo beliebig aunehmen, so folgt: 


sind 


ehen 7. Haben wir irgend zwei Kreisschaaren mit dem gemeinsamen 
Kreise K. Wird jeder der Kreise k, und k, der einen Schaar von 
nur je einem Kreise der zweiten Schaar beriihrt, 2. B. k, von k, und k, 
von k,’, und beschreiben wir einen Kreis m,, welcher k, und k, in gleicher 
nge Weise beriihrt wie k, und k,', so giebt es allemal einen und nur 
un- einen bestimmten Kreis u,, welcher die Kreise k,', ko und m, beriihrt 
ing. und zwar m., in dem einen oder dem andern der Punkte p,, in welchem 
das der Kreis m, von dem Kreise K, der beiden Schaaren gemeinsam ist, 
ans- geschnitten wird. 
die Lassen wir die Kreise k, und k, sich bertihren und nehmen wir 
wei den oben definirten Kreis /, hinzu, so folgt: ‘ 
gen 8. Haben wir irgend drei Kreise k,,k,,k,, die sich zu je zwei in 
ben den Punkten b,., bys, by, (von aussen) beriihren. Schneiden wir das 
olgt durch die Mittelpunkte der Kreise k gebildete Dreieck durch eine beliebige 
onz- Transversale t, in den Punkten k,', k,', ky’ und beschreiben wm diese 
Punkte die Potenzkreise zu jenen drei Kreisen ky, ka, ks, 80 schneiden 
rien sich diese in den zwei Potenzpunkten n,', n,". Beschreiben wir ferner 
ise die Kreise m,, m,, m,, welche die Kreise k,,k.,k; zw je eweien beriih- 
die ren (von aussen), so schneidet der Kreis m, den Kreis k,’ im dem 
auf Punktepaar p,. Ebenso erhalten wir die Punktepaare p, und ps durch 
den die andern Kreise. Es giebt nun allemal einen und nur einen Kreis 
u,, welcher die Kreise ky’ ,k, und m, beriihrt und zwar den letzteren in 
end dem einen oder andern der Punkte des Punktepaares p,. Ebenso erhal- 
nen ten wir Kreise w,. und uy. 
wir: Betrachten wir von diesem Satze den speciellen Fall; wo wir nur 
Cis- den Kreis m, nehmen und ihn in eine Gerade, in die gemeinsame 
Hel- Tangente der Kreise k, und k, tibergehen lassen. Es ist alsdann ohne 
Ge. weiteres Nachfolgendes klar. 
Zu jeder Transversalen ¢, gehéren zwei Kreise w,*, und auch wenn 
wir nur von dem Mittelpunkte w,* sprechen, so gehéren zu jeder 
nie Transversalen zwei Punkte w,* und umgekehrt zu jedem Punkte pg, 
Oy, eine Transversale ¢,. Die gegenseitigen Beziehungen zwischen ¢, und 
nen u,* sind also festgestellt und wir haben, wie sich aus der Figur ohne 
len weiteres ergiebt, folgenden Satz: 
des 9. Dreht oik die Transversale t, um einen beliebigen Punkt Ny, so 
ich durchlaufen die zugehirigen Punkte w,* eine Parabel x,, deren Axe durch 
ich N geht und zu der Tangente m, normal steht. Die Kreise u,* beriihren 
die ausser der Tangente m, noch einen bestimmten Kreis S, und endlich lie- 
gen die zu den Transversalen gehiirenden Potenzpunkte n auf dem Kreise 
ere N, dessen Mittelpunkt in N liegt. Die Parabel x,, die Kreise S, und 





N schneiden sich in denselben zwei Punkten n,', n," der Tangente m,. 
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die Parabeln x, aller Punkte der Geraden G durch den Mittelpunkt 
ut, des Kreises, der dieser Geraden G als Transversalen entspricht. Die 
Kreise S, beriihren diesen Kreis. Die Kreise N gehen durch die zwei 
Potenzpunkte, welche diesen Geraden G entsprechen. 

Verlegen wir den Punkt N auf die Gerade G®, so gehen die 
Kreise N und S,, so wie die Parabel 2, in Gerade iiber, die wir mit 
G(N), G(S,) und G(z,) bezeichnen, und wir haben: 

10. Die Kreise w, aller Transversalen t, welche einer bestimmten 
Richtung parallel sind, haben ihre Mittelpunkte auf der Geraden G (x3), 
sie beriihren die Gerade G(S,), und die Potenzpunkte der zugehirigen 
Potenzkreise liegen auf einer Geraden G(N). Welches auch die Richtung 
sein mag, der die Transversalen parallel sind, die Gerade G(x,) geht 
immer durch den bestimmten Punkt us’; die Gerade G(S,) beriihrt immer 
den bestimmten Kreis ws? und endlich G(N) geht immer durch den Punkt 
0 gleicher Potenzen der drei Kreise k. Der Kreis ws? mit seinem Mit- 
telpunkt ws ist der Kreis u,, welcher der Geraden G™ entspricht. Die 
drei Geraden G(N), G(S,) und G(x) schneiden sich in demselben Punkte 
n, der Tangente m,. 

Die Gerade G (N) bestimmt also die andern Geraden G(S,) und G(z,) 
vollstindig. Nehmen wir jetzt die Tangente m, hinzu, welche die Kreise 
k, und k, beriihrt, so haben wir hier zu jeder Graden G(N) entsprechend 
die Geraden G(S,) und G (z,), die in Bezug auf die Tangente m, die gleiche 
Bedeutung haben wie G(S,) und G(z,) in Bezug auf die Tangente m,. 

Lassen wir beziehendlich die Geraden G(S,) und G(S,) wie G(z,) und 
G (x,) einander entsprechen, welche zu derselben Geraden G (N) gehéren, 
so folgt sowohl direkt aus den projectivischen Eigenschaften der Figur, 
als auch wenn man die bewiesene Construction fiir das geradlinige Dreieck 
voraussetzt, dass G(S,) und G(S,) in einem Durchmesser der Kreise k;, 
zusammenfallen, sobald G(N) durch den Schnittpunkt S, der Tangente 
m, und m, geht. Es geht auch dieser Durchmesser D durch den 
Punkt S,. Transformiren wir die Figur nach dem Princip der reci- 
proken Radien, und zwar so, dass der Kreis k, die Kreise, welche nur 
den Tangenten m, und m, entsprechen, gleichartig bertihrt, so geht 
der Durchmesser D in den fiussern orthogonalen Potenzkreis iiber und 
wir haben den Lehrsatz: 

11. Legt man durch die Schnittpunkte der Kreise m, und m, den 
Kreis N von der Natur der Kreise N, so beriihren alle Kreise w, wnd 
Uz, welche zu den Transversalen gehiren, die durch den Mittelpunkt des 
Kreises N gehen, den dusseren orthogonalen Potenzkreis der Kreise m, 
und m,, sobald diese zwei von dem Kreise k, gleichzeitig beriihrt werden. 

Nehmen wir den Kreis m,, der die Kreise k, und k, (von aussen) 
beriihrt, hinzu, so erhalten wir ebenso zu m, und m, den Kreis N,; 





Léisst man den Punkt N eine beliebige Gerade G durchlaufen, so gehen 
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Zum Malfatti’schen Problem. 


zu m, und m, den Kreis N, und zu m, und m, den Kreis N,. Die 
Mittelpunkte N,, N,, N, liegen auf derselben Graden G(N). (Satz 6.) 
Die Kreise w,, "., , dieser Geraden G (NV) beriihren also nach dem vor- 
hergehenden Satze zu je zwei die drei ausseren orthogonalen Potenz- 
kreise der drei Kreise m,,m,,m,. Fiihren wir die Construction zu 


‘dieser Thatsache aus, so haben wir die Steiner’sche Figur, die sich 


durch seine Construction ergiebt. 


II. 
Behandlung einiger verwandter Aufgaben. 


Aus dieser Darstellung sieht man ohne weiteres, wie man vor- 
zugehen hat, um die entsprechende Aufgabe auf der Kugel und fir 
Kugeln im Raume zur Liésung zu bringen. Fiir jetzt gebe ich noch die 
Lésungen zu zwei Specialfiillen in der Ebene, jedoch, da die Beweise 
leicht zu fiihren sind, ohne Beweis. 

Erste Aufgabe. Es sind drei Kreise m,, m., ms beliebig in der Ebene 
gegeben. Man soll drei Kreise k,, k,, k, so finden, dass sich diese alle 
drei je zu zweien rechtwinklig schneiden und dass ferner k,, ky, ky je 
die Kreispaare m,, m,; ™m,, M,; m,, m, rechtwinkelig schneiden. 

Lisung. Man construirt die Potenzlinien p,., P.3, Ps, 2U je zwei 
der drei Kreise. Sie schneiden sich in dem Punkt 0. Man construirt die 
Pole P,,, P,, der Potenzlinien p,, und p,, in Bezug auf den Kreis m, 
und zieht die Gerade P,, P,,, welche die Centrale m,m, in dem 
Punkte a, schneidet. Ebenso construirt man die Punkte a, und ay. 
Es liegen dann diese Punkte auf einer Geraden A. Die Gerade 
P,, P,, oder die Polare der Potenzpunkte o in Bezug auf den Kreis m, 
schneide p,. in dem Punkt b,. Die Polare B, dieses Punktes in Bezug 
auf den Kreis m, schneidet p,, in dem Punkte b,’. Wir verbinden 
a, mit b,’ durch die Gerade, welche p,, in dem Punkte 0b,’ schneidet, 
ziehen ferner oP,, und errichten zu dieser Geraden die Normale, 
welche durch den Mittelpunkt m, geht. Diese schneide p,. in dem 
Punkte o’. Die zwei Punktepaare b,, b,’ und 0, o’ bestimmen, je als 
zugeordnete Punkte eines jeden Paares betrachtet, eine Involution 
2. Grades. Dessen Doppelpunkte seien i, und k,’, so sind dies die Mittel- 
punkte der gesuchten Kreise k,. Verbinden wir a, mit k, und k, 
durch Gerade, so schneiden sie p,, in den Punkten k, und k,’. Ziehen 
wir die Geraden a,k,, a,k,/ und a,ks,a,k, so schneiden sich diese paar- 
weise in den Mittelpunkten /, und k,’ der dritten Kreise. Die Kreise 
k,, ky, ks geben die erste und die Kreise k;,’, k,’, k,’ die zweite Lésung. 

Fiir das geradlinige Dreieck folgt: 

12. Beschreibt man iiber den Seiten eines Dreiecks als Durchmesser 
Kreise, so schneidet jeder Kreis die zugehirige Hihe des Dreiecks in 





Fr. G. Arrourer. 


zwei Punkten. Von diesen drei Punktepaaren liegen dreimal je swei 


auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt in der nicht zugehdrigen Ecke des 
Dreiecks liegt. Diese drei Kreise schneiden sich rechtwinkelig. 

Zweite Aufgabe. Es sind drei Kreise m,, m.,, m, gegeben; man soll 
drei Kreise k,, k,,k, so finden, dass sich diese gegenseitig zu je zweien 
beriihren, und dass insbesondre k. die Kreise m, und m,; k, die Kreise m, 
und m, und endlich k, die Kreise m, uni m, rechtwinkelig schneidet. 

Auflisung. Man beschreibt die acht Kreise R, welche die drei 
Kreise m,, m,, m, beriihren. Es beriihre z. B. der Kreis R, in den 
Punkten b,, b,, b,. Man zieht in diesen Punkten die Tangenten an die 
Kreise, so sind die Ecken des dadurch gebildeten Dreiecks die Mittel- 
punkte fiir drei Kreise k,, k,, k,. 


Bemerkung. Fiir irgend drei Kreise, welche durch denselben Punkt 
gehen, ergeben sich bei jeder Aufgabe, welche verlangt, jene drei Kreise 
durch andre Kreise unter bestimmten Winkeln nach gewissen Gesetzen 
zu schneiden, halb so viele Auflésungen als wenn die drei Kreise 
nicht durch denselben Punkt gehen, sondern allgemeine Lage haben. 
Findet nimlich Letzteres statt, so sind je zwei Lésungen einander 
so beigeordnet, dass die eine die polarreciproke Figur der andern ist, 
in Bezug auf den Orthogonalkreis der drei Kreise als Transformations- 
kreis. Ist der Orthogonalkreis imaginiir, so iindert dies an der Sache 
nichts, indem an seine Stelle alsdann ein anderer Kreis & tritt, der 
von jenen drei je iiber einem Durchmesser geschnitten wird. Bezeich- 
nen « und # die Centralabstiinde zweier entsprechender Punkte und r 
den Radius des Orthogonalkreises (falls dieser imaginir, so soll r 
der Radius des Kreises k sein) so hat man im ersten Falle die Relation 
a-8=—~vr? und im zweiten Falle a - 8 = — 7°. 

Das heisst: im ersten Fall liegen die Punkte vom Mittelpunkt des 
Transformationskreises in gleicher Richtung, im zweiten Fall in ent- 
gegengesetzter. 

Gehen die drei Kreise durch denselben Punkt, so wird der Ortho- 
gonalkreis gleich Null, und ebenso reduciren sich die Kreise je der 
einen von zwei einander entsprechenden Liésungen auf Null, d. hb. 
fallen in jenen gemeinsamen Punkt. 

Kigenschaften, die zwischen den Loésungen existiren, die zu drei 
Kreisen durch einen Punkt gehend gehéren, lassen sich nun jedesmal 
sehr leicht auf die Lésungen zu drei Kreisen in allgemeiner Lage 
iibertragen, nur diirfen von diesen letztern keine zwei einander ent- 
sprechende sein. 

Aehnliches gilt von vier Kugeln im Kaume. 

Pisa, den 27. Januar 1873. 















Da 


je 


dic 





drei 
den 
1 die 
ittel- 


unkt 
reise 
tzen 
reise 
iben. 
nder 
| ist, 
ions- 
ache 

der 
eich- 
nd r 
ll x 
ation 


; des 
ent- 


rtho- 
der 


drei 
smal 
Lage 
ent- 








Darstellung des Quotienten zweier Thetafunctionen, deren Argu- 
mente sich um Drittel ganzer Periodicititsmoduln unterschei- 
den, durch algebraische Functionen. 


Von J. Tuomar in HAtte. 


Unterscheiden sich in einem Quotienten zweier #-Functionen die 
Argumente der Zihlerfunction von denen der Nennerfunction um ratio- 
nale Multipla der Periodicitiitsmoduln, so kann man nach Riemann 
(Crelle’s Journal Bd. 54, 8. 154) den Ziahler so mit einer einfachen 
Exponentialfunction multipliciren, dass der Quotient eine Wurzel einer 
einwerthigen Function derjenigen Riemann’schen Fliche T wird, 
welcher die in die $-Functionen als Argumente eingesetzten Integrale 
algebraischer Functionen entnommen sind. Dass man bisher solche 
8-Quotienten nur in dem einzigen Falle durch algebraische Functionen 
dargestellt hat, in welchem die Wurzeln Quadratwurzeln sind, riihrt 
wohl daher, dass die Darstellung in jedem anderen Falle ausserordent- 
lich complicirt ist. Dies ist selbst dann der Fall, wenn die Fliche 
nur dreifach zusammenhiingend ist; also wenn diejenigen zweiwerthigen 
Functionen derselben, deren Quadrate einwerthige sind, die sogenann- 
ten elliptischen Functionen sind. Es ist deshalb von Interesse, wenig- 
stens fiir den Fall einer dreifach zusammenhingenden Fliche T die- 
jenigen dreiwerthigen Functionen, deren Cuben in T einwerthige sind, 
algebraisch darzustellen. 

Die Aufgabe, welche hier gelést werden soll, ist niher pricisirt 
die folgende. 

Ist eine Riemann’sche Fliche T wie die Function 
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als eine algebraische Function von 6 und & dargestellt werden, wenn 
h und g beliebige ganze Multipla von 4 sind. 

Da sich die Functionen, in denen h,g bez. nur um ganze posi- 
tive oder negative Zahlen von einander verschieden sind, nur durch 
einen constanten Factor (eine Wurzel der Einheit) unterscheiden, 
so giebt es im ganzen nur acht wesentlich von einander verschiedene 
Functionen, welche in vier Paare geordnet werden kénnen, so dass 
in jedem Paare die Indices h und g bez. entgegengesetzte Vorzeichen 
haben. Es bilden also y,,° und y,,, dann ein Paar, wenn h' = —h, 
und g =—g,, oder auch wenn h’ +h, und g' +g, ganze Zahlen 
sind. Aus der Darstellung der Function x als 0-quotient ergiebt sich, 
dass die eine Function eines Paares dadurch aus der andern erhalten 
wird, dass man in ihr 6 durch — 6 ersetzt. Verschwindet demnach 
die Function y,,, im Punkte (6,, §,), so verschwindet y,-,, im Punkte 
(—o,, &,). Zerschneiden wir, was nachher geschehen wird, die Flache 
T so in eine einfach zusammenhingende T’, dass u in iibereinander- 
liegenden Punkten von T’ genau entgegengesetzte Werthe annimat, 
und hat dann « im Punkte (6,, &,) den Werth g,2K + (4 + h,)2iK, 
so hat w im Punkte'(—o,, §&,) den Werth — g,2K — (4+ h,)2iK’. 

Setzt man in y,,,(6,&) fiir (6,§) den Werth (—<a,, &,) ein, s0 
erhailt man, wenn man beriicksichtigt, dass die Q-Function gerade ist 
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Xh,9, (— 6,, g,) = gana Oo (9, 2K-+G+2h,) 27K’) 
ePhea+h le.) 4 (g,2K-+(4+h,) 25K’ —(1-+4+3h,) 21K’) 
ite 01 G, 2K-+ G+) 20K) ; 
und hieraus liefert das Periodicitatsgesetz der 0-Functionen 
(2) Ba.0,(— 5 &) = (— + « entrsnizia, 


welcher Ausdruck eine sechste Wurzel der Einheit ist. 

Da nun 7°, (o,&) eine in T einwerthige Function ist, die fiir 
— = oo unendlich gross in der dritten Ordnung wird, also, da der un- 
endlich ferne Punkt in T ein Verzweigungspunkt ist, wie &# unendlich 
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wird, die ferner da, wo sie verschwindet, unendlich klein in der drit- 
ten Ordnung wird, weil y,,, (6,§) unendlich klein in der ersten Ord- 
nung wird, die endlich’, wenn sie im Punkte (6,, &) verschwindet, 
der Gleichung (2) Geniige leisten muss, so folgt: 








(3) Ui, (6,6) = + 1,6,6 > | 1, §,, —o, | 
1. os 1 ee 
io | 1 ce 
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worin noch £ so bestimmt werden muss, dass y* nicht blos in der 
zweiten, was fiir jedes & geschieht, sondern in der dritten Ordnung fiir 
§=£, o =<, verschwindet. Es muss also (6,, §,) so gewihlt werden, 
dass dort ausser y,°, und d(z°,) auch noch d?(y3°) verschwindet, 
oder dass 


(4) «(; + 4th) —26(,+ amin + “> 0 
oder 

(4°) 3x?&4 — 4x(1+ x«)& + oxt? —1=—0 

werde. Die quadratische Invariante dieser Gleichung ist Null, und sie 
lisst sich deswegen fiir eine Gleichung vierten Grades verhiltnissmissig 


leicht auflésen. Die vier Wurzeln dieser Gleichung &’, &”, &”, &/" lie- 
fern die acht Punkte der Fliche T 


(o°, 8), (6, 8"), (6, 8"), (@", 8”) 
7.8) —- ¢, 8) , 5), (— 67", 8"); 
substituirt man diese acht Puukte fiir (6,, §&), so erhiilt man acht 
Functionen y,,,, (6, &); und zwar bilden diejenigen Functionen, welche 
je zwei unter einander stehenden Punkten entsprechen, immer ein 
Paar, wie wir ein solches oben definirt haben. 


Um die Gleichung (4°) aufzulésen, machen wir (nach der Schlé- 
milch’schen Methode) die Substitution 


r 
eres Vi—38xr4+ «(1 +x) ~~ 1 et? 


worin zur Abkiirzung 
VY 1—3er?+ «(1+ 4)? =e 
gesetzt ist. Durch diese Substitution erhailt man fiir ¢ die Gleichung: 
3x°rt — 4x(1 + x)r3(1 + of) + 6x(1 + ot)? — (1+ et)'=0 
und nach Potenzen von ¢ geordnet 
— of t'— 40° P+ 6? (xr? —1)—40°t —1+ 6xr? — 4x (1+ x%)r° 
+ 3x7r' = 0 
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wtp gitar py tpg 1a Serpe ta) — sett _ 9 “a 
@ @ @ @ 
Die Wurzeln dieser Gleichungen sind paarweise die reciproken (6) 
Werthe von einander, wenn + so bestimmt wird, dass das von ¢ freie 
Glied gleich Eins wird, also so, dass 
1 — 6xr? + 4x (14%) 2? — 32274 = ot = 1 — 6x7? 4+ 2x (1+ x) 
+ 9x?rt — 6x?(1 + x)r> + x?(1 + x)? rv? 
wird. Mithin bestimmt sich r aus der Gleichung 
v3. {x2(1 + x)?73 — 6x? (1 + x)0? + 12x2r — 2x(1+x)} =0, 
wofiir man schreiben kann, da die Wurzel +r = 0 nicht zu gebrauchen 
ist, wenn 1 — x =~’ gesetzt wird: 
(x(1-+-x) r—2x)?4+ 8x3—2x?(1 + x)? =(x(1-+-x) r—2x)3—2 x? x? =O, 
Demnach muss 
txt P2028 x’? : 
— e(1-F x) 
gesetzt werden. Dividiren wir nach dieser Substitution die Gleichung 
fiir ¢ durch ¢* und schreiben sie in die Form 
1¥" + 1 » i—xr ; 
(+3) +5¢+;)—-6—* -2-0, wor 
so folgt: driic 
t 1 =—_- 24 V4—6 + 6 ur?+ 298 2+V2x(i+x)r 
+i=- -— 
$ @ @ hg 
und hieraus endlich sehr 
—2— V2x(i+x) rs + V 12x7°—2x(i+x)r+4)V2 *(1-x) r3 oe 
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Ueber den Quotienten zweier Thetafunctionen. 


gesetzt werden kann, wenn @’ eine mit x verschwindende Grosse be- 
deutet. Die iibrigen Wurzeln sind: 





0. pie BOR, 

ken 

freie af eo —— ~ ————— 

— V 2u—}fj/2x?x’? 4/402 —2n)/ Qn C24 j/4x'x'! 

. _-2f/ 046%, : 
1 7 / 13/0 wx’ 2 P 
=) iteeabacdie’ 

: SE 

of. V 2. oe —4V 2x? ad? — 4x? —2n/ Te x 2+ j/4x'x'! 
chen 

—2) a (1+ 0”), 
—=(), 


joni Vath V 20x? 


_V) 2x: —-4 V/222x? — V4 “?>—2x j/2x? “4? + / 4a Pa) 
Lung _of/* aes (1+ a), 


2 V3 
worin @”, w””, w'” mit x verschwindende Gréssen sind. Diese Aus- 
driicke in @’, w” -- werden uns nachher gute Dienste leisten. 


Bei der Untersuchung, wie die Gréssen &’, §”,-- und die Indices 


hg, hg’, - » zasammen gehéren, kann man sich auf den Fall be- 
schriinken, in welchem x positiv reell und kleiner als Eins ist. Denn 
da §,&”, - - algebraische Functionen der complexen Veriinderlichen x 


sind, so erhalt man die Zuordnung fiir andere Werthe von x durch die 
Methoden, durch welche Functionen complexer Variabeln stetig fort- 
gesetzt werden. — Es werde also x positiv reell und kleiner als Eins 
=", vorausgesetzt. — Die Riemann ’sche iiber der §-Ebene zweifach aus- 
~<a gebreitete Fliche T, die wie 6 verzweigt ist, hat die vier Verzwei- 
gungspunkte 0,1, 1:%x, oo. Wir bestimmen die Blatter so, dass sie 
lings einer Geraden zwischen 0 und 1, und lings einer Geraden, 
welche Triger der positiv reellen Zahlen zwischen 1:% und oo ist, 
zusammen hingen. Im oberen Blatte sei o fiir negativ reelle Werthe 
von § positiv imaginiir, im untern also negativ imaginiir. Die Fliche 
T werde in eine einfach zusammenhiingende T’ dadurch zerschnitten, 
dass wir den Theil der positiv reellen Achse zwischen 1 und co sowohl 
im oberen als im unteren Blatte als Begrenzung von T’ ansehen. Der 
Theil zwischen 1: x und co wird gleichzeitig als die Uebergangsstelle 
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werden, und gehdrt als solche beiden Bliattern an. 

Die Fliche T’ theilen wir in vier Halbebenen, welche durch die 
Linie der reellen Zahlen begrenzt werden. H, sei die Halbebene, welche 
die positiv imaginiiren Zahlen enthilt, H, die, welche die complexen 
Zahlen mit negativ imaginiiren Theilen enthilt. H, sei die unter H,, 
H, die unter H, liegende Halbebene von T. Durch das iiberall end. 
liche Integral « wird die Halbebene H, auf das Innere und den Rand 
eines Rechteckes R, conform abgebildet. Die Ecken (in der w-Ebene) 
sind0,K,K-+7K’,iK’, und entsprechen bez. den Punkten 0,1, 1: x, oc. 
Die Halbebene H, wird auf ein Rechteck R, abgebildet mit den Ecken 
0,—K, —K-+ ik’, iK’, welche in H, den Punkten 0, 1, 1: %, c© bez. 
entsprechen. Die Halbebene H, bildet sich auf ein Rechteck FR, ab, 
dessen' Ecken 0, — K, — K — iK’, — iK bez. den Punkten 0, 1, 1:%, 0 
entsprechen, und H, wird auf ein Rechteck R, mit den Ecken 0, K, 
K — iK’, — iK’ abgebildet, dessen Ecken bez. den Punkten 0, 1, 1 : x, o¢ 
entsprechen. Die ganze Fliiche T’ wird auf das Rechteck mit den 
Ecken K + iK’, — K+ iK’, — K—iK’, K—iK’ conform abgebil- 
det. Da nun y, fiir w= g2K + ($+ h) 27K’ verschwindet, so yer- 
schwinden in dem Rechtecke FR, und folglich in der Halbebene H, die 
Functionen 

20,45 Z—1,1> 
in R, und folglich in H, 
X—1,-1, %-1,0) 
in R, und folglich in H, 


X1i,—1> X0,-—1> 
in R, und folglich in H, 


Ait» Zi,0- 


Fiir sehr kleine x ergeben die Ausdriicke (5) und (6) in @, @,” 
dass & positiv reell ist, &” negativ reell, & aber einen negativ ima- 
giniiren, €/” einen positiv imaginiiren Bestandtheil hat. Mit o’, 6”, 6”, 
o'” bezeichnen wir die Punkte im oberen Blatte von T, mit — ¢, 
— o’,--im unteren Blatte. Daraus ergiebt sich, zuniichst wenigstens 
fiir hinreichend kleine x, dass 


4o,1y %-1,1 und die Punkte (o’, &’), i g7") 

%—1,—1) %—1,0 und die Punkte (o”, &”), (6, &”) 

41,—1, Yo,—1 und die Punkte (— o’, &), (— o’’, &/") 

41,1, Y1,0 und die Punkte (— 6”, &”), (— o””, &”) 
bez. zu einander gehéren. Da aber die Functionen &’, §” ~~ als Func- 
tionen von x sich nur fiir x 0, 1, co verzweigen, so findet diese 


Zusammengehiérigkeit nicht blos fiir kleine x, sondern fiir alle zwischen 
0 und 1 gelegenen ~ statt. 





aus dem oberen Blatte von T ins untere und umgekehrt angesehen 
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Ueber den Quotienten zweier Thetafunctionen. 


Um die Zusammengehérigkeit der Punkte (o’, &) -- und der In- 
dices hg vollstiindig zu bestimmen, benutzen wir den Ausdruck 





—_ x x&2 
(8) Xa,9,(0,0) = + eng, ° V3 “9 os ea eery 














1 
ae : FS Silay 
mts Vt i— 3 “i: p= > Ge: ty ‘ i ’ 
(1-+ x) &,-+% &, gi— (+x) e+e 





in welchem «&,,, eine dritte Wurzel der Einheit bedeutet. Setzen wir 
hierin fiir £, den Werth &' aus (5) ein und zwar fiir ? den gefundenen 
Nihrungswerth }(1-+’), so erkennt man, dass y,,, (0,0) fiir ab- 
nehmende x gleich Eins wird, wenn + &,, — — 1 gesetzt wird. 
Von den Ausdriicken 

—h,g,2in+hZ7legq . ur 
(9) : SAK AMEE) 1,0; 0) 

01\Y) 

in 0-Functionen bleiben fiir abnehmende x nur die, in denen h =O 


ist, von 0 verschieden und nihern sich beide der Kins. Mit Riicksicht 
auf die unter (7) aufgestellten Resultate folgt hieraus: 


(10) 101 (8) = (8 —8) shoe + SS 


- 3 : cer > = 
p,-(6,8)—=)/ € —8 shop — SEF, 














(1) 1-11(,)—V (6-8) Seat Sa 





| ee 
»(4)=) @— 3) 2 


ao!" det 261! 





In (10) sind die dritten Wurzeln so zu nehmen, dass man fiir § = 0 
und f: positiv reelle x kleiner als Eins, positiv reelle Gréssen erhilt. 


ky (11) aber ist die dritte Wurzel so zu nehmen, dass sie fiir abneh- 

2in 
mende positiv reelle x sich immer mehr einer positiv reellen mit ¢ ® 
multiplicirten Zahl nihert. 


Ist in (9) g, =0, h, =-++ 1, so convergirt dieser Ausdruck fiir 
abnehmende x, da g bekanntlich gleich = . (1 + o) gesetzt werden kann, 
wenn @ eine mit x verschwindende Grosse bedeutet, wie die positiv 

spas 
reelle neunte Wurzel re gegen Null, wahrend der Ausdruck unter 


(8) in derselben Weise gegen Null convergirt, wenn &” fiir &, gesetzt 
Mathematische Annalen. VI. 39 
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wird und + 41,9 =1 genommen wird. Mit Riicksicht auf (7) folgt 





















daraus : ( 
6 de” o ae, 
(12) 1.6(6,8) = E— 8) gee + 
3 vi a wes 
1-10(6,8)—=/ & — 8) oo + ess - 
welche Ausdriicke fiir § — 0 positiv reell zu nehmen sind. End- 
lich ist: 
(13) 21,1 (6,§) = —Ve- §” eae + s ee 
ast ll Psy Ps — 
n-1,-1(6,8)—= VW E—E arn dé” +5 oo “ 
worin fiir § —0 die dritte Wurzel so zu nehmen ist, dass sich die d 
—iz Si 
Ausdriicke mit abnehmenden x wie eine positiv reelle mit ¢ ° 
multiplicirte Zahl der Null nihern. x 
Die dritten Wurzeln in (11) und (12) lassen sich einfacher noch . 
dadurch bestimmen, dass ‘ 
t 
(14) w—11(—o'", B") = 1, moo", &) = 1, g 
41,-1(67", F7") = 1, 4—-1,0(— 6", &") = 1 ii 
, Ty 
zu nehmen ist. p 
Um noch ein numerisches Beispiel zu haben, setzen wir x = — l, 
welcher Fall besonders leicht zu behandeln ist, weil dann j/2x?x ?=2 g' 
ist. Die Formeln (5) und (6) oder die directe Auflisung von (4), V 
welche Gleichung in diesem Falle eine quadratische fiir §* ist, liefert 
dann fiir (6,, &,) die acht Punkte ‘i 
| ap, —— a. 
aje—| Yi-v4 , -—VWi-¥4 , VYitvs .-Vi+4e GC 


6—|+)/ 40-7), $i 10, +5 104-79. +0 


Setzen wir dann 


VAI 
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fiti=n, fit- iK, Igq=—z, be 
é (1 
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O(u) =1 + 2 Eom q cos ae 9 sl 
































Ueber den Quotienten zweier Thetafunctionen. 


r) :  14V5 6 + 40479) 
(16) ecu) VV +74 ) gt oV4(t4+V) 2VyatV§) ” 


olgt 


°F) secre - 
oe ae ES TLWa __2+¥3 o—j sa4V 9) 
sae VeryityD WitVs * Via’ 


o(+F) Se tis ms yo 
O(0) 4V 4 4 


End- 


Nachdem so das vorgesteckte Ziel erreicht ist, sei es noch ge- 
stattet, eine Bemerkung tiber die dreiwerthigen Functionen zu machen, 
deren Cuben einwerthige Functionen einer zweiblittrigen Riemann’ 
an schen Fliche von beliebig vielfachem Zusammenhange sind. 

p 9 Ist eine zusammenhiingende Riemann’sche Fliche T iiber der 
x-Ebene iiberall dreifach ausgebreitet, und hat sie 2p + 2 einfache Ver- 
zweigungspunkte, die tiber den Punkten /, , k,, -- kop +42 der «-Ebene liegen, 
so ist die Fliiche 2p—1-fach zusammenhiingend. Um eine einwer- 
thige Function s in ihr zu construiren, welche in p Punkten unendlich 
gross erster Ordnung wird, kann man die durch @-Functionen und die 
iiberall endlichen Integrale einer zweibliittrigen 2p + 1-fach zusam- 
menhiingenden Riemann’schen Fliche T, mit den Verzweigungs- 
punkten k,, k,, -- kep42 dargestellten dreiwerthigen Functionen benutzen. 
— Die Function s werde in den p iiber k,, k,, - - k, liegenden Verzwei- 
%H9 gungspunkten von T unendlich gross erster Ordnung, so ist sie die 
(4), Wurzel einer Gleichung von der Form 


3 Pf 
icfert F (s, x)= as° +3-+¢+a,s? + 3a,s + 2a, =0, 


worn dy = (« — k,)(a — k,)-++(@—k,) und ¢ eine Constante ist, 
r a, und a, aber ganze Functionen von 2 vom p'" Grade sind. Der 
+h: Coefficient von s? ist a,, weil sich s in den Punkten, in welchen ay 
F| verschwindet, s also unendlich wird, verzweigen soll. Es enthilt aber 
s noch gwei willkiirliche Constante, von denen die additive dazu be- 
nutzt werden kann, den Coefficienten von s? in F'(s, 2) verschwinden 
zu lassen. Dies geschieht, wenn man fiir:s die Substitution s—e¢ macht. 
Da wir also ¢=0 annehmen kénnen, so ist s durch die Gleichung 
bestimmt : 
(17) F(s,2)=a,8°+3-as+ 2a,=0. 
Die Bestimmung der Coefficienten in a, und a,, wenn die k gegeben 
sind, ist ausserordentlich complicirt, weil sie sehr vieldeutige Funcetio- 
nen der k sind. Die Cardanische Formel ergiebt fiir s 
$9* 
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Setzen wir nun 
(19) r= V (4374) + a,*) ay, 
so verzweigt sich s in Punkten; in welchen r verschwindet, so dass 
=Const. (c—k,) - (a—k,) -- (v—kep42) sein muss, Die 2p-+- 1-fach 
zusammenhiingende Filiiche, welche wie r verzweigt ist, werde mit T, 
bezeichnet, und die in (18) unter der Cubikwurzel stehende in T, ein- 


werthige Function werde mit y°(r,x) bezeichnet. Da wo sie ver- 
schwindet muss sie unendlich klein in der dritten Ordnung werden, 




































weil im andern Falle sich um einen solchen Punkt die Fliche T drei- I 
mal herum winden miisste, was im Allgemeinen in keinem Punkt der b 
F.dche stattfindet. Demnach ist z(r, 2) eine solche dreiwerthige fiir r 
dice Verzweigungspunkte k,k,--k, in T, co gross erster Ordnung wer- u 
“3 dende Function, deren Cubus eine einwerthige ist, und umgekehrt, wenn a 
+ 4 (7,2) eine solche Function ist, so ist in 


S=4(7, 2) + 2(—?, 2) u 
wie eine Flache T verzweigt, deren Verzweigungspunkte tiber k, k, - - kep42 : 
liegen. Diese Verzweigungspunkte sind je nach der Wahl von x (fiir 
p = 1 giebt es acht verschiedene xy) verschieden zwischen die Blatter 
vertheilt. 8 

Sind nun u, (7,7) u(r, 2) -+u,(r, x) die iiberall endlichen Integrale . 
der Fliche T,, so wie sie von Riemann in Crelle’s Journal Band P 
54 S. 143 bestimmt sind, so erhilt man, wenn man sich der von : 


Riemann am a. 0. eingefiihrten Bezeichnung bedient, fiir s den Ausdruck 


” er tutu), OL, (7, t) + nim + Eh, ¢ Muy? *'] 
s= - Fa 
( ) Du, (1, 2), ue(r, x), > +] 
er tuty(—r 2), [uy ( —1,2)+gin+ Eh, ast +] 


[uy(—1,x), Ue(—7,x) + +] : 


_—_<o— 
a, fs 





= 
~~) 





= - 


wenn / und g ganze Multipla von 4 sind. 


Halle, April 1873. 
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Zum Problem des Apollonius. 


Von Srott in Bensuerm an der Bergstrasse. 


Die Anregung zu der folgenden Arbeit empfing ich von Herrn 
Professor Dr. Sturm, welcher mich darauf aufmerksam machte, dass 
bei dem allgemeinen Problem des Apollonius die zwei conjugirten Be- 
riihrungskreise nicht immer, wie man gewohnlich anzunehmen scheine, 
ungleichartige Beriihrungen eingingen, sondern hiaufig auch gleich- 
artige, und dass ferner merkwiirdigerweise die Zah] der Lésungen 
ieimer entweder 8 oder 4 oder 0 sei. Er forderte mich auf, den Grund 
und die Gesetze dieser Erscheinungen zu untersuchen und gab mir 
auch bei der Ausfiihrung manchen Wink, welcher der Arbeit zu gute 
kam und wofiir ich demselben dankbar bin. 

Bekanntlich sollen bei dem Problem des Apollonius in seiner all- 
gemeinsten I"orm 3 yegebene Kreise von einem vierten zugleich be- 
riihrt werden. Um die Aufgabe zu lésen, d. h. Radius und Mittel- 
punktscoordinatrn dieses 4'" Kreises zu finden, nehme man den Mittel- 
punkt des ersten der gegebenen Kreise zum Anfangspunkte der Coor- 
dinaten; die Gleichungen der gegebenen Kreise werden dann sein: 


(1) a? + yr =r", 
(2) (7 —@)? + (y— B, = 1,’ , 
(3) (w — as)? + (y — B,)? =4,’, 
und die des gesuchten: 

( (— a) + y— Br =r 


Der letzte Kreis soll nun vorerst die drei ersten entweder alle 
ausschliessend beriihren, d. h. so, dass die Fliche des beriihrenden Krei- 
ses ausserhalb der Fliche der beriihrien liegt, oder alle einschliessend, 
d. h. so, dass die Flache des beriihrenden Kreises in die Flaiche der 
beriihrten hineinfallt oder umgekehrt. Damit die eine oder die andere 
Art der Beriihrung stattfinde, miissen folgende Bedingungen erfiillt 
sein, wobei da, wo doppelte Zeichen stehen, hier und im Folgenden 
das whee fiir die ausschliessende, das untere fiir die einschliessende 
Beriihrung gilt: 
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(5) a? + B= (r+ r,)?, 
(6) (a — a)? + (B — B,)? =(r +7)’, 
(7) (a — as)? + (B — B;)? =(r +7;)°. 


Um hieraus a, 6 und r zu bestimmen, ziehe man die Gleichungen 


(6) und (7) nach einander von (5) ab und erhiilt so: 


2 ae, +2 BB, F 2 (1, — 1a) 7 = a? + Be + (1, +1) — 1) 
2 aa, + 2 BB, + 2 (r, — 73) r = @,? + By? + (7, + 173) (71 — 15), 


oder 


(2 ery + 2 BB, F 2 (ry —y) (7 Fy) = a? + By? — (1, — 7)? 


(7") (2 «a, + 2 BB; + 2 (7, — 13) (r¥ +17) = @? + Bs? — (7, — 13)? 


Wenn man nun zur Abkiirzung 


(8) a,” + B,? — (r, — 2)?’ =p, 
(9) a, + B,? — (r, — 13) = q, 
(10) r+ry=y, 
(11) r—r,=82 


setzt, so erhalt man aus diesen 2, beziiglich 4 Gleichungen fiir die 


ausschliessende Beriihrung 


7B. — pp; +2 y [Be (1% — 13) — B; (7 1 — %2)) 


2a=— 


3B, = a8 ? 
2 B a Pa, — Ga%+2y [as (1% — 12) — W ("— 1's) | 
3B, — a8; 5. 


und fiir die einschliessende Beriihrung 
se aaa GBs — PBs — 2 & [By (7, — 73) — Bs (v7) — r)) 
et By a eB, 
26 = P&y — Og — 22 [os (7) — 12) — ee (1) — 75) ] 


&;3 Bz — a8, 


und wenn man wiederum zur Abkiirzung setzt 


(12) pes—qa—A, = (14) a (r, 74) —@ (7, — 7) = 4’, 
(13) 9b, — pp; = B, (15) By (7, — 73) — B; ("%) — 1%) = B’, 
(16) «8. — «,B;=D, 
fiir die ausschliessende Beriihrung 

r ‘ B+ 2B’z ¢ A+ 2A’, 
(17) 2a = StS : 26= ~s y, 


und fiir die einschliessende Beriihrung 


‘ B—2B', A—2A’z 
8 eT .seas y ¢ ne a? 
(18) 2a= D ; 268 = D 
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Problem des Apollonius. 


Die Substitution dieser Werthe in die Gleichung (5) giebt fiir die 
ausschliessende Beriihrung 
(B42 By)? +(A+2A'y) 4 Dey’, 
oder ' 
(19) 4y¥ (A? +B? —-D)+4y(AA'+ BB)4+ A244 BR=0, 
und fiir die einschliessende Beriihrung 
(20) 422 (A’?+ B?— D*?)—42(AA'4+ BB) 4+ 44 BR=0. 
Durch diese beiden Gleichungen ist die Aufgabe gelést, indem y 
und 2, d. h. r+ 7, und r —r,, also auch r durch lauter bekannte 
Gréssen ausgedriickt sind und man mit Hiilfe der Werthe von y und 
z auch die betreffenden « und # aus (17) und (18) finden kann. Da- 
bei wohl zu bemerken, dass, wenn fiir + é¢in reeller Werth gefunden 
ist, auch « und £ reell sein miissen, wie ein Blick auf die Gleichungen 
(17) und (18) lehrt. Nun haben aber die Gleichungen (19) und (20) 
dieselbe Discriminante, d. h. sie haben zu gleicher Zeit entweder reelle 
oder complexe Wurzeln, und iiberdies sind die Wurzeln der Gleichung 
(20) entgegengesetzt gleich denen der Gleichung (19); ergiebt sich also 
aus (19) fiir r+ 7, ein Werth m, d. h. fiir r ein Werth m —r,, so 


ist der aus (20) gefundene Werth von r — 1, gleich — m, woraus 
r == — (m— 1) folgt, so dass auch die Werthe von r, die von die- 


sen beiden Gleichungen geliefert werden, entgegengesetzt gleich sind. 
Giebt also die Gleichung (19) unter der Voraussetzung reeller Wur- 
zeln 2 positive Werthe fiir 7, so giebt Gleichung (20) 2 negative von 
derselben absoluten Grésse; giebt die erste ein positives und ein ne- 
gatives 7, so giebt die zweite ein negatives und ein positives r von 
derselben Grésse, und liefert endlich die erste Gleichung 2 negative r, 
so liefert die zweite 2 positive ry, Da aber r seiner Natur nach immer 
positiv sein muss (eine Ausnahme, die sich durch das Lagenverhiltniss 
rechtfertigt, werden wir weiter unten kennen lernen), so folgt, dass 
unter der Voraussetzung, die Wurzeln obiger Gleichungen seien reell, 
entweder 2 ausschliessende Beriihrungen méglich sind, oder eine aus- 
schliessende und eine einschliessende oder 2 einschliessende. Manche 
Schriftsteller scheinen angenommen zu haben, es kénne nur der mitt- 
lere Fall stattfinden, d. h. einer ausschliessenden Beriihrung sei immer 
eine einschliessende conjugirt; dass dies nicht so ist, kann man schon 
an dem einen Beispiel sehen, wenn zwei der gegebenen Kreise inner- 
halb des dritten liegen, ohne sich selbst zu schneiden, denn hier sind 
2 Kreise méglich, welche die 3 gegebenen zugleich einschliessend in 
dem hier gebrauchten Sinne beriihren. Genau die naimlichen Schluss- 
folgerungen ergeben sich, wenn man die Aufgabe von vornherein so 
stellt, dass der gesuchte Kreis den ersten gegebenen einschliessend 
und die beiden andern ausschliessend oder den ersten ausschliessend 




























<a 


und die beiden andern einschliessend beriihre; man hat dann nur in 4 


den Gleichungen (5), (6), (7) r, negativ und r,, r, positiv, oder r, (22) 
positiv und r,, r, negativ zu setzen und die Rechnung in derselben 
Weise wie oben durchzufiihren. Setzt man r, negativ und r,, 7, po- anit 
sitiv oder umgekehrt, so erhalt man das dritte Paar conjugirter Kreise, a 4 
und wenn man r, negativ und r,, 7, positiv macht oder umgekehrt, = 
das vierte Paar. Jedesmal ergeben sich 2 Gleichungen, ihnlich den welc 
be (10) und (20), von derselben Determinante und entgegengesetzt glei- . a 
f chen Wurzeln, und jedesmal kénnen die Kreise eines Paares nicht blos ws 
ungleichartig, sondern sie kénnen auch beide gleichartig die gegebe- 1°68 
nen Kreise beriihren. mu 


Um die Bedingungen zu finden, unter denen die Kreise eines Os 
Paares mit den gegebenen gleichartige oder ungleichartige Beriihrungen 
eingehen, beachte man, dass in der Gleichung (19) 

4y(A?+B?—D)+4y(A4'4+ BB)4+ 44+ BR =0 
die Grésse A? + B* nie negativ werden kann, dass daher nach der 
Zeichenregel des Cartesius die Gleichung eine positive und eine nega- 
tive Wurzel hat, wenn 4’? + B'? — D? negativ, 2 positive oder (23) 
2 negative, wenn A’? + Bb’? — DP? positiv ist, natiirlich voraus- 
gesetzt, dass die Gleichung iiberhaupt reelle Wurzeln hat; im 1' 

Falle beriihren die conjugirten Beriihrungskreise die gegebenen Kreise 
ungleichartig, im 2'" Falle in gleicher Art. Es kommt jetzt nur dar- 
auf an, den Ausdruck 4’? + B’*? — D? so umzuformen, dass er einer 
geometrischen Deutung fihig ist. Es ist aber, wenn wir aus (16) und so 
(15) die Werthe von A’ und B’ substituiren 





(24 
A’? + B’?=(a,?+ B,”) (7, —13)?+ (e5?+-B3”) (7; —Yy)’—2 (a, ¢,-+B, Bs) (7;—12) (r,t) 
= (a3?-+ Bs”) (1;—12)°— aes tee (";—12)* + A 
3 \ und 
BE Ce 2 t+ BBM) HEB 
ae Bie ets-+ Be Bs)? (7; —12)? + wo 
aa 2 telp 
nabs 1, —1.2)—Va,? +B," -(r, —*)] ? aus: 
oder, wenn man die Grosse in der eckigen Klammer mit J’ bezeichuet, — 
»r9 D? (r, — 7 
A’? 4 BY? = Se + BP. (25) 
: Daraus folgt: 
21 A’ 2__ I? a F? 2 vor 
( ) + B D ¥ tials oO" + Be z0g' 
Nun sind die Gleichungen der 2 fiusseren gemeinschaftlichen Tan- lieg 


genten an den ersten und zweiten Kreis in der Normalform 








(r,—1 


ry 
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ee (1% — 2) F Be Fe] [és (ry tele) 
@) 2 [ge 2] +o a? ]—n =o. 

Durch Substitution der Mittelpunktscoordinaten a, und B, des 
dritten gegebenen Kreises gehen die linken Seiten dieser Gleichungen 
in die negativ genommenen Liingen P,; und P,’ der Senkrechten iiber, 
welche man vom Mittelpunkte des dritten Kreises auf die gemein- 
schaftlichen iiusseren Tangenten der 2 ersten gefillt hat, vorausgesetzt, 
dass dieser Mittelpunkt auf derselben Seite der iiusseren Tangenten 
liegt, wie der Anfangspunkt der Coordinaten. Addirt man dann noch 
zu jeder dieser Senkrechten den Radius r,, so hat man 


a P, +r. — (23 + Be Bs) ("1 — 12) — (a* + B®) | (7 — 1) — (ese 026) Vp 





a,® + B 


ome P,' + r= (ey es + By Bs) ("1 — 12) — ee — 1x) + (#382 — @e8s) Vp 


oder mit unserer obigen Bezeichnung 








FV(a? + 62 —DV>p 
— P, + 13: as 2 WP te 
(23) 





: FViege + be +D 
—PJ+r,— ot Ps Vp, 


Durch Multiplication dieser Gleichungen erhilt man endlich 


(a? + p,*) (P,; — 13) (P’ — 3) = F? — D?: 
so dass folgt: 
(24) A” + B’? — D? = (P; — 15) (Ps — 15) (a2? + B,”)- 
Ganz ebenso ist natiirlich auch 

A’? + BY? — DP? = (P, — ry) (Pi — 12) (a3? + Bs?) 
und 

A”? + B? — D? = (P, — 7,) (Py — 1) [(@2 — @ )? + (B. — Bs)7] 5 
wo P,, P,, P,, P,’ die Senkrechten bedeuten, welche man vom Mit- 
telpunkte des zweiten oder ersten Kreises auf die gemeinschaftlichen 
fiusseren Tangenten des ersten und dritten oder des zweiten und drit- 


ten gefillt hat. Bezeichnet man die Mittelpunktsentfernungen beziig- 
lich mit ¢,,, ¢,3, C3, so ergiebt sich die merkwiirdige Beziehung 


(25) (P,—1,) (P;’—") €93°=(P,—1) (Po —12)€43?=(P3—15) (Ps'—1"g) €49?. 


a,” FHF B;? ‘ 


Die P haben wir seither immer positiv angenommen, aber dabei 
vorausgesetzt, dass der Mittelpunkt des Kreises, von dem aus sie ge- 
zogen sind, auf derselben Seite der betreffenden ‘usseren Tangenten 
liege wie der Anfangspunkt der Coordinaten; liegt er nun aber auf 
der entgegengesetzten Seite wie dieser, so muss man sie negativ neh- 


618 Srout. 


men. Die Gleichung (24) lehrt uns jetzt, wann 4A’? + B’? — D? po- 
sitiv und wann es negativ ist. Positiv ist es 

1) wenn P, und P,' zugleich positiv und zugleich > oder < 7, 

sind, 
2) wenn ein P negativ und das andere positiv, aber < r, ist, 
3) wenn beide P negativ sind. 

Findet einer dieser 3 Fille statt, so muss nach Gleichung (25) 
einer dieser Fille auch bei den P, und P, eintreten. 

Negativ ist A’? + B’? — D® dann, wenn 

1) beide P positiv sind, aber das eine >, das andere < r, ist, 

2) das eine P negativ und das andere positiv, aber > r, ist. 

Einer dieser Fiille muss dann gleichzeitig auch bei den P, und 
P, stattfinden. 

Nach diesen Auseinandersetzungen ist es leicht, sich ein Bild von 
der Lage zu machen, welche die gegebenen Kreise haben miissen, um 
von dem ersten Paar conjugirter Kreise gleichartig beriihrt zu werden. 
Nehmen wir vorerst an, es sei méglich, an 2 der gegebenen Kreise 
fiussere gemeinschaftliche Tangenten zu legen; man denke sich dann 
den Mittelpunkt eines von ihnen als Anfangspunkt der Coordinaten, 
Liegt nun der Mittelpunkt des dritten Kreises in dem Winkelraum 
zwischen den iiusseren Tangenten und liegt der Kreis selbst entweder 
ganz in diesem Winkelraume oder schneidet er beide Tangenten zu- 
gleich, so hat man den ersten Fall, wo A’? + B’? — D® positiv ist. 
Der zweite Fall findet statt, wenn der Mittelpunkt des dritten Kreises 
sowohl ausserhalb des Winkelraumes der iiusseren Tangenten, als auch 
ausserhalb des Winkelraumes liegt, welcher von den Verlingerungen 
derselben iiber ihren Durchschnittspunkt hinaus gebildet wird, der 
Kreis selbst aber diejenige Tangente oder ihre Verliingerung schneidet, 
welche von seinem Mittelpunkte nach derselben Seite hin liegt, wie 
von den Mittelpunkten der 2 ersten Kreise. Im dritten Falle liegt der 
Mittelpunkt des dritten Kreises in dem Winkelraume, welcher von den 
Verliingerungen der Tangenten gebildet wird; der Radius desselben 
ist beliebig, der dritte Kreis kann also entweder ganz in diesem Win- 
kelraume liegen oder eine der Tangeuten oder beide schneiden. In 
allen iibrigen Lagen hat man ungleichartige Beriihrungen,. 

Wir wollen jetzt einmal annehmen, A‘? + B’? — D? sei positiy, 
dann hat die Gleichung (19) 2 negative Wurzeln, wenn AA’ + BB 
positiv, 2 positive, wenn es negativ ist. Im ersten Falle hat man 2 
einschliessende Beriihrungen , im andern 2 ausschliessende. Um diese 
Bedingung geometrisch zu interpretiren, miissen wir den Ausdruck 
AA’ + BB’ woformen. Durch Substitution der Werthe von 4, A’, 
B, B’ aus den Gleichungen (12) bis (15) erhilt man nach Ausfiihrung 
der angezeigten Operationen: 





pe sh ey eT Ns 
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AA'+ BB =p (es?+ Bs) (11— 12) — (G2 + BBs) (P(11— 3) + 9 ("1 — 2) J 
+4 («,?+ B,*)(r;—75), 
oder, anders geordnet, 
A A'+ BB’ = p[(a,? + Bs”) (7) — 2) — (a2; + BBs) (7%) — 73)] 
+ g[ (a? + Bq”) (7, — 3) — (#23 + BBs) (7; — 79)]- 






























25 

) Setzt man nun, ahnlich wie oben, 

t (26) f (ee; + By By) (7; — 12) — (e,?+B,”) (1; — 13) = F Va.? + B,?, 

U (eye + Be Bs) (M73) — (03? + Bs?) (M1 — 72) = F VFB 
und so erhailt man 

AA’ + BB’ =— pF Vas? + B,? — qF a, + B,*. 

‘a Aus den Gleichungen (23) ergiebt sich aber durch Addition und : 
den Subtraction 

reise a je a!) ee, ee 

lane Vox? + 8. pha P, + P; ars) (cto? + B®)? (P; 3) : 

aten, Ebenso ist 
— 99 ~- 4 q DI ; 
eder Vee+ 62 P,+ Py —2r,, (at pe? (P, — Py)’. 
| ZU 
- Damit wird aus obiger Gleichung 
e1ses (27) A A+ BP =. (a,* + B,*) (esPF B;?) 

auch 8 D 
ngen ((P;—P;')? (P+ P,'—2r,) (ct,?-+B,*)+-(P,— Py’)? (P+ P; —215) (a3’+-B;”)]. 
_der Da der Factor auf der linken Seite voy der Klammer positiv ist, 
ridet, so hat man nur néthig, das Zeichen des Ausdrucks in der Klammer 
be. zu beriicksichtigen. Im Allgemeinen ist es nothwendig, den Werth 
t der dieses Ausdrucks auszurechnen. Doch giebt es einige Fiille, in denen 
1 den man vermittelst desselben sofort an der Figur erkennen kann, welche 
elben Art von Beriihrungen statt hat. Nimmt man nimlich fiir die P in 
Win- der Klammer solche Werthe an, welche den Ausdruck A’*?+ B’?— D? 
In positiv machen, so wie sie oben angegeben worden sind, so sind ent- 

E* weder 
sity, 1) P, und P,’ zugleich positiv und zugleich > r,, dann muss auch 
BB entweder 
= : a) P, und P,' zugleich positiv und zugleich > 7, sein und dann 
— ist 4A’ + BB’ positiv, oder 
“a b) P, und P,' sind zugleich positiv und zugleich < r,, oder 
: ; ein P, ist negativ und das andere positiv aber < r,, oder 
run 


beide P, sind negativ, dann wird der erste Posten in der 
Klammer negativ und der zweite positiv, und es kommt dann 


Sroii, 


auf die absoluten Werthe beider Posten an bei Entscheidung ~ 
der Frage, ob AA’ + BB’ positiv oder negativ sei; 

2) oder P, und P,’ sind zugleich positiv und zugleich <r, oder 
ein P, ist negativ und das andere positiv aber < r,, oder beide 
P, sind negativ, dann ist der zweite Posten immer negativ; ist 
nun 

a) P, und P,' zugleich positiv und zugleich > r,, so kommt 
es auf die absoluten Werthe beider Posten an; sind aber 

b) P, und P,' zugleich positiv und zugleich < r,, oder ist ein 
P, negativ und das andere positiv, aber < r,, oder sind 
beide P, negativ, so ist auch der zweite Posten negativ und 


deshalb auch A A’+ BB’ negativ. 


In ahnlicher Weise, wie wir im Vorstehenden die Rechnung durch- 
gefiihrt haben fiir das erste Paar conjugirter Beriihrungskreise, lisst 
sie sich fiihren, wenn man finden will, ob die conjugirten Kreise des 
zweiten Paares die gegebenen Kreise gleichartig beriihren oder nicht. 
Man hat dann nur iiberall statt +, zu setzen — r,, wodurch die Glei- 
chungen (22) iibergehen in die Gleichungen der zwei inneren gemein- 
schaftlichen Tangenten, und man findet endlich, dass die Beriihrungen 
gleichartig oder ungleichartig sind, je nachdem der Ausdruck 


(Ps + 15) (Ps + 13) (a2? + 8,7) 

positiv oder negativ ist, wo aber hier P, und P, die Senkrechten 
von dem Mittelpunkte des dritten Kreises auf die gemeinschaftlichen 
inneren Tangenten des ersten und zweiten Kreises bedeuten. Das 
Nimliche bedeuten die P fiir das dritte Paar conjugirter Kreise in 
dem fiir diese geltenden Ausdruck (P, — r,) (P,’ — r) (a? + B,”), 
wahrend in dem Ausdrucke (P, + 1) (P;’ + r3) (@,? + 8,7), welcher 
fiir das vierte Paar gefunden wird, die P wieder die Senkrechten auf 
die gemeinschaftlichen iiusseren Tangenten sind. Dass man in diesen 
3 Fallen Beziehungen finden kann, iihnlich der oben (25) aufgestell- 
ten, ist klar, ebenso, dass, wenn gleichartige Beriihrungen sich erge- 
ben, man wieder, gerade wie oben, mit Hiilfe des Ausdrucks AA’+ BB’ 
bestimmen kann, ob dieselben beide einschliessende oder beide aus- 
schliessende sind. 

Bemerkenswerth ist es, dass die fiusseren oder inneren gemein- 
schaftlichen- Tangenten auch imaginiir werden kénnen, und zwar ge- 
schieht das erste, wenn a,” + £,? — (r, — r,)* negativ ist, d. h. wenn 
der erste und zweite Kreis ineinander liegen, das zweite, wenn «,? + 8,” 
—(r, +,r,)* negativ ist, d. h. wenn sie sich schneiden oder ineinander 
liegen. In diesen Fiillen sind auch die Senkrechten vom Mittelpunkte 
des dritten Kreises imaginir, aber wie aus den Gleichungen (23) her- 
vorgeht, sind dann P, +r, und P,' ++ r, conjugirte complexe Grossen, 
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das Product derselben und in Folge davon auch A’? + B’? — D? ist 
also immer positiv, oder in Worten ausgedriickt: Wenn der erste und 
zweite Kreis ineinander liegen, so geht, falls die Beriihrungskreise 
iiberhaupt moéglich sind, was spiter untersucht werden soll, sowohl 
das erste als das vierte Paar derselben jedes zwei gleichartige Beriih- 
rungen mit den gegebenen Kreisen ein, und wenn der erste und zweite 
Kreis einander schneiden oder ineinander liegen, so gilt das Gleiche 
fiir das zweite und dritte Paar. Es ist natiirlich beliebig, welche der 
drei gegebenen Kreise man als ersten und zweiten wihlen will. 


























Eine Ausnahme erleiden die von uns aufgestellten Regeln dann, 
wenn alle drei gegebenen Kreise sich gegenseitig schneiden und dabei 
einer der Durchschnittspunkte der zwei ersten innerhalb des dritten 
liegt. In diesem Falle zeigt die geometrische Betrachtung an der 
Figur, dass ungleichartige Beriihrungen stattfinden, wenn das nach 
unseren Regeln gefundene A’? + Bb’? — D® positiv, gleichartige, wenn 
es negativ ist; beim zweiten und dritten Paare, wo man wegen der 
imaginiiren inneren Tangenten lauter gleichartige Beriihrungen er- 
wartet hiitte, sind dann die Beriihrungen immer ungleichartig, beim 
ersten und vierten Paar entweder gleichartig oder ungleichartig, je 
nachdem das betreffende nach unseren Regeln bestimmte A’?-++- B’? — D? 
negativ oder positiv ist. Hine Erklirung dieses Paradoxons ergiebt 
sich in folgender Weise. Offenbar ist es ein Grenzfall, welcher den 
Uebergang von der Regelmiissigkeit zu den Ausnahmen_ bezeichnet, 
wenn die drei Kreise sich in einem und demselben Punkte schneiden. 
In diesem Grenzfall ist aber fiir alle vier Paare von Beriihrungskrei- 
sen der eine Kreis eines Paares zu einem Punkte zusammengeschrumpft, 
d. h. sein Radius ist Null, was sich geometrisch leicht einsehen lasst, 
analytisch aber folgendermassen bewiesen wird. Sieht man in den 
Gleichungen (1), (2) und (3) die x und y als demselben Punkte ge- 
hérig an, so findet man durch Elimination derselben die Bedingung, 
welche stattfinden muss, damit der Grenzfall eintrete. Zieht man des- 
halb von (2) und (3) nach einander (1) ab, so erhilt man 


2 a,¢ + 2 By =r)? — r,? + a,” + B,’, 
2 a,x + 2-Byy = 1, — ry? + ay” + B,*; 
daraus findet man, wenn man 
ry — ryt + oy? + Be =m, 
ry? — 13? + a? + By? =m 

























































































setzt, 





M Oy — Not 


eg dea: sew. 


n —m 
2a = Mths 








und wenn man diese Werthe in (1) substituirt, 



































Srort. 


(nB, — mB)? + (ma, — nay)? = 4 D?r,”, 





oder y 
m? (,,? + B,?) + n? (a, + B,”) — 2 mn (a,a, + B,Bs) = 4 D*r,’. = 
Nun ist aber nach Gleichung (8) 3 
m=p+(r,— r,)? mr en r,?, di 
d. h. 
m==p+2r, (r, — rp) 
und ebenso ds 
n=@q+2r, (r, —7)-. si 
Die Substitution dieser Werthe in obige Gleichung giebt di 
a , s¢ 
[Ar.2(r — 1)? +4074 (ry) — 12) PEP (0? +B,2) + f 
+ [47 Fy 13) +404 (113) 1+?) (@? +B ,”) — Ww 
—2{4r? (75 — 2) (11-173) +27, [V("1—3) +4(1—72)] + pq} (@,05-+B,B,) =4 Dy, de 
oder, wenn man immer je die ersten, zweiten und dritten Glieder eines d 
oe jeden Postens addirt b 
R m ee Oe : a) Si 
P Ar? | (ry — 12)? (@s* + Bs") + (% — 15)? (@2? + By?) — 2 (7, — 12) ("1 — 3) (@o¢,-+FB oy ti 
7 +41, {p(r;—12) (5? +B ,”)+-9 (7 —13) (@2?+- By”) —[p (1-13) +9112) (cc,0es-+ Bopp V 
+[p?(«,? + B,”) + 9 (a.?+ B,?) — 2pq(a, a; + B, bs)| = 4D?r,?. ii 
Die in den eckigen Klammern stehenden Ausdriicke haben wir e 
aber alle schon oben kennen gelernt; mit unserer abgekiirzten Bezeich- M 
nungsweise wird daher die letzte Gleichung I 
4r? (A? + B%) +47, (AA'+ BB)+ A4 B=—4 Dr, n 
oder, was dasselbe ist, d 
(28) 47,27 (A’?+ B? — DD?) + 47, (AA’4+ BB)4+ AA B=. : 
Vergleicht man diese Gleichung mit unserer Gleichung (19) r 
4y? (A? + B?— D2) 4+ 4y(AA'4+ BB) 4+ 424 B=0, ; 
so ergiebt sich, dass derselben fiir den Grenzfall durch y = r, geniigt 7 
wird; da nun y=r-+yr,, so ist r=0O. Die Mittelpunktscoordina- k 
ten, welche hier die Coordinaten des gemeinschaftlichen Durchschnitts- P 
punktes sind, ergeben sich aus den Gleichungen (17), wenn man in ‘ 
denselben y = 7, setzt, zu ‘ 
B+2B’r P A+2A'r i 
2a = +5 +, 2p = sad 4. , 
Dividirt man die Gleichung (19) durch y — 7,, so bleibt der Rest a 
472 (A? + B?— D2) 444, (AA’ + BB) + 24 B, : 
welcher aber nach (28) gleich Null ist, und der Quotient, gleich Null t 


gesetzt, ergiebt die Gleichung 
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y (42+ B?— DY + AA’ + BB +7, (A? + B?— Dy =0, 


aus welcher man den Radius des dem eben gefundenen conjugirten 
Kreises und dann mit Hiilfe der Gleichungen (17) die Coordinaten 
seines Mittelpunktes finden kann. Aehnlich verfihrt man bei den 
drei iibrigen Paaren conjugirter Kreise. 


Denken wir uns nun den dritten Kreis in einer solchen Lage, 
dass seine Durchschnittspunkte mit der Chordalen der beiden ersten 
sich schneidenden Kreise beide zwischen den Endpunkten dieser Chor- 
dale liegen, und schieben wir ihn stetig gegen den einen Durch- 
schnittspunkt der zwei ersten Kreise vor, so nimmt der Radius des 
einen der beiden conjugirten Beriihrungskreise immer mehr ab und 
wird zu Null, sobald der dritte Kreis den Durchschnittspunkt der bei- 

=4 Dy, den ersten erreicht hat. Fiahrt man mit der stetigen Verschiebung 
des dritten Kreises fort, so dass er jetzt den Durchschnittspunkt der 


a beiden ersten einschliesst, so muss nach einem analytischen Grund- 

satze der Radius des einen Beriihrungskreises, der vorher einen posi- 

+B,p;) tiven und dann den Werth Null hatte, nunmehr einen negativen 

+68) Werth annehmen, ohne dass sich deswegen die Grésse A’* + B’? — D? 

iinderte, d. h. mit anderen Worten: Hier haben wir den einzigen Fall, 

wit wo der Radius des einen der beiden conjugirten Kreise aus der Glei- 

; chung (19), der andere aus der Gleichung (20) gewonnen wird, selbst 
eich- : 

wenn der letztere negativ gefunden werden sollte, und umgekehrt. 

Ist also z. B. A’? + B’? — D? positiv, so miissten nach der allge- 

*; meinen Regel beide Radien entweder aus der Gleichung (19) oder aus 

der Gleichung (20) bestimmt werden, in unserem Ausnahmsfalle aber 

0. wird der eine aus (19), der andere aus (20) bestimmt. Dies hat aber 


eometrisch die Wirkung, dass wir jetzt zwei ungleichartige Beriih- 
5? J 5 5 

rungen haben, wo zwei gleichartige erwartet worden wiiren. In der 

That hat auch nach dem Uebergange zu dem Ausnahmefalle der Ra- 

dius des einen Beriihrungskreises zu den Peripherien der drei gegebe- 

niigt nen Kreise die entgegengesetzte Lage wie vorher. Es kann auch vor- 


dina- kommen, dass der dritte Kreis die beiden Durchschnittspunkte der 2 
nite ersten einschliesst; da hier der Ausnahmefall in derselben Weise um- 
n in 


gekehrt wird, wie er selbst durch Umkehrung aus der Regelmiissigkeit 
entstanden ist, so tritt die Regelmiissigkeit wieder ein. Haben end- 
lich die 3 gegebenen Kreise dieselbe Potenzlinie, so reduciren sich die 
4 Paare von Beriihrungskreisen auf 2 Punkte, niimlich die gemein- 
Rest schaftlichen Durchschnittspunkte der 3 Kreise; dieselben sind reell 
oder imaginiir, je nachdem die gemeinschaftliche Potenzlinie die 3 Kreise 
schneidet oder nicht. Wir werden jedoch diesen Fall noch einmal wei- 
ter unten in einem andern Zusammenhange betrachten. 

Ks bleibt uns jetzt noch iibrig zu untersuchen, unter welchen Be- 





Null 





dingungen jedes der vier Paare von Beriihrungskreisen tiberhaupt — 


mdglich sei. Beschriinken wir die Untersuchung vorerst auf das erste 
Paar, Wir haben dann die gemeinsqhaftliche Discriminante der Glei- 
chungen (19) und (20) zu suchen; ist dieselbe positiv, dann existirt 


dieses Kreispaar, ist sie negativ, nicht. Wird dieselbe mit A, bezeich- . 


net, so ist 
A, = (AA' + BB’) — (42+ B) (A? + B?— D*) 
oder nach der Entwickelung 
A, = D* (A? + B*) — (AB’ + A’B)’. 
Durch Einsetzung der Werthe von A, A’, B, B’ aus (12) bis (15) 


und Benutzung von (16) erhiilt man nach gehériger Reduction 
A? + BP = p? (a,? + Bs?) + @ (a + B,?) — 2 pq (aa, + BB), 
und 
AB’ —A’'B=([p(r, —r;3) —a(r, — 7.)] D. 
Damit wird 
A, = D* [p* (a? + Bs”) + @ (a,” + B,”) — 2 pq (ae + BBs) 

— PM — 132 — PM — 12)? +2971 —12) 11s) 
= D? {p?q + pg? —2 pqla,e;+ B,B;— (1, —12) (75) ("1 — rf, 
= DP pq(p+q— 2 aa, — 2 B,B; + 2 (7, —1,) ("1 —75)] - 

Wenn man die Werthe von p und gq aus (8) und (9) in die eckige 
Klammer einsetzt, so bekommt man nach der Reduction 
4, b- D* pq [(@, Pe a)” + (B, ste B;) ey (", — r)"] ? 
oder endlich 
(29) A,=D* [a,? + By? — (ry —12)*) (a3? + By? — ("1 — 75)"] 
((a@,—a,)? + (B,— B;)’— (r2—15)"]. 
Bezeichnet man die Entfernungen der Mittelpunkte der gegebenen 


Kreise wie oben mit ¢,,, ¢,,, C:3, 0 nimmt diese Gleichung die Form an: 
A, = D* [e42? — (7% —12)"] [e432 — 0% —13)") (623? — (72 — 13)? ] 
oder 
(30) A, = D* [e. + (7% — 72)J [ers + (1 — 73)) [03 + ("2 — 73)) 
[eye — (1% —12)] [C13 — (%, — 73)] [23 — (2 —15)] - 


Der erste Factor D* auf der rechten Seite kann nie negativ, wohl 
aber Null werden, ein Fall, den wir weiter unten betrachten werden; 
er hat also keinen Einfluss auf das Zeichen. Nimmt man an, dass 
r, >, > 7, so sind die folgenden 3 Factoren auf der rechten Seite 
immer positiv und kénnen nie Null werden; sie sind deshalb unter 








(3 


d 


oo 


| J 


— ~*~ Om. Oe Ee St 4D Oe OH BO UL lOO 


es oe | 












































Problem des Apollonius. 





vupt 
rste 
rlei- 
stirt 
ich- 


dieser Voraussetzung unwesentlich zur Bestimmung des Zeichens von 
A, und man kann sie kurzweg mit @,? bezeichnen. Demnach ist jetzt 


(31) A, = D*Q,? [¢1. — 1 — 72)) [413 — (1 — %s)] [ers — (2 — 75)]- 
Das Zeichen dieser Grésse giebt mir Aufschluss, ob das erste 
Paar conjugirter Kreise mdglich ist; will ich eine ahnliche Probe- 
grosse fiir das zweite Paar haben, so muss ich in (30) 7, negativ 
setzen, fiir das dritte Paar r,, fiir das vierte 7,, so dass man hat: 


(32) A, = D?@,? [ey — ("+ 72)] [43 — (71 + 73)] [23 — (v2 — 73)] - 
(33) A, = D? 94? (ey. — (7, + %2)] [43 — ("11 —1s)] [23 — (2 + 73)) - 
(15) (34) A, = D?Q,? [ey — (7; — 72)] [ers — (71 + 73)) [3 — (2 + 75)]- 


Die Gréssen 9,”, @,”, 0,’ in diesen 3 letzten Gleichungen sind der 
) Grésse 9,2 in (31) analog. 

Es lassen sich nun im Ganzen 125 Fille unterscheiden, je nach- 
dem eines der c grésser als die Summe der betreffenden Radien oder 
gleich derselben oder kleiner als die Summe, aber grésser als die Diffe- 
renz oder gleich der Differenz oder kleiner als diese ist, d. h. je 
nachdem die beiden Kreise auseinander liegen oder sich ausschliessend 

rs)) beriihren oder sich schneiden oder sich einschliessend beriihren oder 
I}, ineinander liegen. Von diesen Fallen sind 44 unmdglich, weil bei 
ihnen unter der gemachten Voraussetzung, dass 7, > r, > 13, die 
Mittelpunkisentfernungen der drei gegebenen Kreise kein reelles Drei- 
eck bilden, indem niimlich dann nicht mehr, wie es bei einem reellen 
Mittelpunktsdreieck der Fall sein muss, ¢,, + C3 > C23, Cy2 + Cog > C435 
C13 + Cog > Cy. ist; nimmt man also 7,, 7,, 7; als reell an, so miissen 
in diesen 44 Fiillen die Mittelpunktscoordinaten des zweiten oder drit- 
ten der gegebenen Kreise oder die Mittelpunktscoordinaten beider 
complexe Gréssen sein, und ebenso eins oder mehrere der c. Nimmt 
)7]. man z B. ¢,. > 17; + 25 1) — 13 < Cg << 11 +13) Cog < %2 — 13, 80 


kige 





ail kann kein Mittelpunktsdreieck existiren; denn aus den beiden letzten 

oni Ungleichheiten folgt c,, + ¢., <7, -+ 7), was, mit der ersten verbun- 

: den, giebt c,, + ¢., < ¢,,. Trotzdem ergiebt sich fiir diese 44 Fille 

immer eine gewisse Zahl reeller Berihrungskreise; so ist fiir das 

obige Beispiel A, und A, negativ, aber A, und A, positiv, so dass 

4 reelle Lésungen existiren; die Beriihrungspunkte sind dann natiir- 

lich auch imaginir. Aber auch die 81 iibrigen Fille reduciren sich 

auf eine geringere Anzahl, weil mehrere- derselben wesentlich iden- 

vohl tisch sind, indem sie sich nur durch die Grésse der Radien der dabei 

len; gegebenen Kreise unterscheiden. Lisst man ferner die Fille ausfal- 

dass len, in denen einer oder zwei der gegebenen Kreise mit dem dritten 

seite oder unter sich eine Beriihrung haben, so bleiben nur noch 12 Fille 
nter tibrig, die ich in folgender Tabelle zusammengestellt habe. 
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Zeichen von derLd- 


4, A, A; A, sungen ~ 


1) Cy >17 +12, 3 > +13, G3 >%2 +s siesta 
2) o> Ae, C39 > ATs, Te %3< lag <te$%s + + — — 
3) C2 > +12, 3 > +173, Cog <P2—13 a0 Oe ee 
4) Cy > +12) 1—%3 <3 << +75, 

%— 13 LOg<rye+rs + —— + 
5B) M2 < ye <2, Cg > M+, 3 <M—13 — + + — 
6) 172 < yg <A, My — 13 < 3 < +73; 

: %y— 13 log <a +173 +++ t+ 
Ty <2 LAM, M73 <3 << +73, 
ey <%—tg — — + + 
8) Hyp <SOyg9< AL, C3 <My— 1g, Cog<2— 73 + — — + 
9) Cy2<7y— 2 1 — 73 Ly <M +73; 

%2—13 log <a; — + + — 
10) C)9< 7, — oy Cig <7 — 13 Cog >T2+Ns +++ + 
11) C49 <1 — Toy C43 <7 — 173) To M3< ag <e+73 + + -— — 
12) €<1y— oy Cyg <7 — 13, Cog <P2— 15 “ES ee 


Merkwiirdig ist, dass die Zahl der Lisungen immer entweder 8 
oder 4 oder 0 ist. Dies riihrt daher, dass von den 4 Discriminanten 
(31) bis (34) je 2 abgesehen von D? einen Factor gemeinschaftlich 
haben, der in den 2 andern nicht vorkommt, so dass mit dem Ver- 
schwinden dieses Factors immer 2 Discriminanten Null werden und 
mit ihm zugléich das Zeichen indern. Nun kénnen, wie obige Ta- 
belle lehrt, alle 4 Discriminanten zugleich negativ sein (Fall 3 und 
12). Wechseln zwei von ihnen bei dem gemeinschaftlichen Uebergang 
durch Null zugleich ihr Zeichen und werden positiv, so muss auch, 
da jeder Discriminante 2 Auflésungen entsprechen, die Anzahl der 
letzteren um 4 zunehmen. Wenn fernerhin 2 Discriminanten, welche 
dasselbe Zeichen haben, dasselbe wechseln, so muss die Zahl der Auf- 
lésungen um 4 zu- oder abnehmen. Wechseln dagegen fernerhin 2 
Discriminanten, welche ungleiche Zeichen haben, die Zeichen, so blei- 
ben die beiden anderen, die dann auch ungleiche Zeichen haben, ent- 
weder unveriindert oder wechseln auch ihre Zeichen; was nun aber 
auch geschehen mag, die Zahl der Lésungen muss dann unverindert 
bleiben. Die Fille, wo die gegebenen Kreise Beriihrungen unter sich 
haben, bilden gewissermassen den Uebergang; denn jedesmal, wenn 
dies stattfindet, verschwindet ein gemeinschaftlicher Factor zweier 
Discriminanten. Weil dann fiir jede der beiden Null werdenden Dis- 





-*. 24a @2 Aiwa 26 66lUl.lCOUe) LOY eh lhe eee ettlCC.. CU UU 


Problem des Apollonius. 


criminanten 2 Auflésungen in eine zusammenfallen, so hat man wenig- 
_stens 2 Lésungen. Die 2 iibrigen Discriminanten kénnen nun ent- 
weder beide positiv sein, wo 6 Lésungen, oder beide negativ, wo 2 
Lésungen mdglich sind, oder sie kénnen einzeln oder zusammen ver- 
schwinden. Verschwindet eine und ist die andere positiv, so hat man 
5 Lésungen, ist die andere negativ, 3 Lésungen, verschwinden beide, 
4 Lésungen; wenn nur die eine verschwindet, so beriihrt einer der 
gegebenen Kreise die zwei andern, ohne dass diese eine Beriihrung 
haben, wenn aber beide verschwinden, so beriihren sie sich alle drei. 
Aus dieser Darstellung ersieht man, dass, wenn unter den gegebenen 
Kreisen Beriihrungen vorkommen, als Zahl der Auflésungen nie 1 
oder 7, wohl aber alle Zahlen von 2—6 auftreten kénnen. Jedoch 
kann es geschehen, dass einer der gefundenen Beriihrungskreise iden- 
tisch ist mit einem der gegebenen Kreise, wodurch die Zahl der Auf- 
lésungen um eine vermindert wird. 


Zum Schlusse verdient noch der Fall eine besondere Betrachtung, 
wo der allen 4 Discriminanten gemeinschaftliche Factor D* Null ist, 
wo also, geometrisch interpretirt, der Flicheninhalt des Mittelpunkts- 
dreiecks Null ist oder, was dasselbe ist, die Mittelpunkte der gegebe- 
nen Kreise auf einer geraden Linie liegen; es ist dies derselbe Fall, 
in welchem auch die Gergonne’sche Construction illusorisch wird. 
Ist aber D gleich Null, so verschwinden alle 4 Discriminanten und 
man erhilt also unter allen Umstinden 4 reelle Werthe oder genauer 
4 Paare gleicher reeller Werthe fiir r. Damit ist jedoch nicht gesagt, 
dass es auch immer 4, beziiglich 8 reelle Lésungen der Aufgabe geben - 
miisse; denn die Mittelpunktscoordinaten « und £ des Beriihrungskrei- 
ses kénnen hier nicht wie oben durch die lineiren Gleichungen (17) 
und (18), sondern miissen durch die quadratischen Gleichungen (5), 
(6) und (7) direct bestimmt werden, wodurch sich allerdings unter 
Umstiinden auch complexe Werthe fiir « und B ergeben kénnen. Um 
nun zu erkennen, wann dies stattfinde, setze man in den Gleichungen 


(13) und (15) 6, = 8, -, was nichts anderes ist als D0; dann 
3 


gehen dieselben tiber in 

B=E(qe,—pa), B= [ey (»—1,)— 1-2), 
oder, wenn man die Gleichungen (12) und (14) in Vergleich zieht, in 
(35) _— A ? 
(36) = A’. 


Setzt max diese Werthe in Gleichung (19) und macht darin auch 
-40* 



























D=0O, so erhilt man nach Weghebung des dann in allen Gliedern 


erscheineuden Factors beds 
3 


(37) © 4yA?+4y4A’+ A?=0. 

Hiitte man in ahnlicher Weise die Gleichung (20) behandelt, so 
wiirde man gefunden haben 
(38) 42A’*—42AA + A? =O. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich sowohl fiir y als fiir 2 je ein 
Paar gleicher reeller Werthe, niimlich 


in ane 


i, wh nen 4 
eat F ae 


2A" 

Man muss dasjenige Paar wiihlen, welches fiir r zwei gleiche po- 
sitive Werthe giebt. Daraus ergiebt sich, dass die conjugirten Be- 
riihrungskreise nicht nur gleichen Radius haben, sondern auch die 
gegebenen Kreise gleichartig beriihren. Wir haben jetzt noch die 
Mittelpunktscoordinaten dieser Kreise zu finden. Die zweite Gleichung 
(7*) heisst mit den in (8), (9) und (10) angegebenen Bezeichnungen 

2 aa, + 2 BB, =2(r, —1y)y +9, 
und, wenn man den eben gefundenen Werth von y substituirt, 
2 oe, 4i 2 BB, = gA’ — a r;) A : 
Die Gleichungen (12) und (14) geben dann 


2 aa,+2BB, = $89 (F1— te) — gen 1 te) = eal —to) + 9e% (711s) 


? 


__ ¥(%—12) — p (7, — 13) " 
cms y iT 


Cas 


-_* 


wenn man nimlich zur Abkiirzung 
(39) 9 ("1 — 72) —P(%, — 13) =C 


setzt. Man entwickele aus dieser Gleichung « und setze es in (5) ein; 
dann erhilt man nach einigen Reductionen fiir B die Gleichung 


(40) 4 6?.A’?(a,2-4f,2) — 4 BA’ Ca,B, + (C? — A?) a? =0. 
Dieselbe Gleichung wiirde man erhalten haben, wenn man in 
die Gleichung 
2 aa, -+ 2 6B, =2(r,—1,)e+ 9 
den Werth z = — substituirt hiitte. Nimmt man jetzt die Gerade, 


worauf die Mittelpunkte liegen, zur Abscissenaxe, d. h. macht man 
B, = B, = 0, so liefert diese Gleichung 
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wihrend « gegeben ist durch die Gleichung 





























pe? 
Daraus geht hervor, dass die 2 Beriihrungskreise symmetrisch zur 
gemeinscbaftlichen Centralen der gegebenen Kreise liegen. Um nun 
e ein noch zu finden, wann es méglich ist, unter der Voraussetzung D = 0, 
die Beriihrungskreise zu construiren, bilden wir die Discriminante der 
Gleichung (40); dieselbe ist 


wo 04 koa), 


» po- 
a oder nach der Entwickelung 
ie , 
die 8, — 4, [A* (a? + By?) — C?a;"). 
oa Durch Wiedereinfiihrung der Werthe von A und C aus (12) und 
(39) wird 


A’? 9 9 9 9 9 2 
= a? {p? [e%5?(e¢,?-+ By) —075°(0"—1"s)"] +g? [og"(@?+ Bs”) — 03? ("3 —12)?] 
—2pq[a, a, («,?-+ B,”) —a,?(r,—12) (r,—13))} ’ 
und wenn man in jedem Term der grossen Klammer @,? als Factor 
ausscheidet und die Relation D = 0 beachtet, 


? joy { p? a,” [as? + B,? — (7, — 73)"] + ga? [a? + B.? — (17, —12)") 
— 2pqa,* (a, a; + B,B;— (r;—12) ("1 — rs))} ? 


é,= A” {pq + p97 — 2p alm, @;-+ BBs — (71-12) 1 — rs} 
und endlich ebenso wie oben bei A, 


0, = A’ pq [(@, — a)? + (B, — Bs)? — (% — 13)"]- 
Nach den nimlichen Voraussetzungen und Folgerungen wie oben 
bei A, erhilt man hieraus 


(41) 8, = A’*Q,? [ey.—(%, —12)] [443 —(%1 —13)] [C23 — ("2 — 5) - 


In athnlicher Weise wie oben findet man, dass auch das zweite, 
dritte und vierte Paar conjugirter Kreise aus gleichen, gleichartig be- 
riihrenden und symmetrisch zur Centralen liegenden Kreisen besteht, 
und dass die zugehérigen Discriminanten 0,, 6, 0, bis auf den Factor 
A” identisch sind mit den oben erhaltenen A,, A,, A,, gerade wie 
auch 9, bis auf den Factor A’? identisch ist mit A,. Die Bedingungen 
der Méglichkeit in dem Specialfalle D0 sind also die namlichen 


oder 


ein ; 


in 






ude, 









nan 






wie in dem allgemeinen Falle und es gelten auch hier die nimlichen 
Schliisse wie dort. 

Der Fall D = 0 schliesst auch noch den Fall in sich ein, wo die 
drei gegebenen Kreise dieselbe Potenzlinie haben. Die Gleichungen 
2a,¢ + 2 B,y =r? —1r? +4,’ + BP =2r7,(r,—1) +P, 
2a,” + 2 By =r,? — ry? + a,” + By = 27, (7; — 73) +9, 
welche man erhiilt, indem man von Gleichung (1) nach einander die 
Gleichungen (2) und (3) abzieht und dann die Gleichungen (8) und 
(9) beriicksichtigt, sind die Gleichungen der Potenzlinien des ersten 
und zweiten und des ersten und dritten Kreises. Sollen dieselben in 
eine Gerade zusammenfallen, so miissen folgende Bedingungen erfiillt 

sein: 
$2 _ bs oder D=0 
Qs ms 
und 
8H (n—) +P enim —n)+¢ 


Qe as 


oder 
21, [as (7, — 72) — & (7, — 73)] = — [ep — & 9), 
d. h. nach (12) und (14) 
2r,4°' = —A. 

Die Gleichung (37) nimmt nach Einfiihrung dieser Relation die 

Gestalt an 
y—2ry+r?=—0 

und man erhilt also fiir y zwei gleiche Werthe, deren jeder = r, ist; 
ebenso wiirde man fiir z aus Gleichung (38) zwei gleiche Werthe er- 
halten haben, deren jeder = — r, ist. Daraus tc'gt aber fiir r jedes- 
mal der Werth Null, d. h. die zwei Beriihrufigskreise des ersten Paares 
reduciren sich fiir diesen Fall auf zwei Punkte, deren Coordinaten ge- 
funden werden, indem man obige Relation in (40) einsetzt. Nimmt 
man auch jetzt die gemeinschaftliche Centrale zur Abscissenaxe, so 


folgt 





B — £4724? 2 
2A’ 


wo 
— Ra 


Durch dieselbe Voraussetzung iiber die Abscissenaxe wird aber 
die Gleichung der gemeinschaftlichen Potenzlinie der drei Kreise 
— 2aa=—2r, (7, —1) +P. 


Multiplicirt man diese Gleichung mit 4’ und beriicksichtigt die 
oben gefundene Relation 2 r,A’ = — A, so erhilt man 


a 
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2a,A’x = —A(r,—17,)+p4’, 
oder, wenn man die Werthe von A und A’ aus (12) und (14) sub- 
stituirt,, 
2 et, A’ = — pees (17 — 12) 9% (%— 12) + pees (17, — 12) — pet (1, — 12) 
= Gee (¥, — 12) — PH (7; — 75) 
=a,C, 


woraus, wie oben fiir a, 
ap 
folgt; setzt man diesen Werth von x in die Gleichung (1) ein, so er- 
halt man, ebenfalls wie oben fir , 
_ tVarea?— Ce 
oo 2A” 





Die zu 2 Punkten zusammengeschrumpftun Beriihrungskreise sind 
also identisch mit den 2 Schnittpunkten der gegebenen 3 Kreise. 
Ebenso beweist man, dass die Beriihrungskreise der 3 iibrigen Paare 
in je 2 Punkte sich verwandeln, die mit den eben gefundenen iden- 
tisch sind. 

Wir haben gesehen, dass die Discriminanten d noch einen Factor 
‘A’? bei sich hatten; derselbe ist fiir jedes 0 verschieden, er ist 


fiir 0): [a (%) — 7,2) — & (r%, — 75)’, 
fiir 0,: [— a (7) + 1) + & (1 + 7)); 
io fiir 03: [a3 (7, + 72) + % (r; —75)], 
fiir Oy: [a (7%) — 1%) — &% (7%, + 175))- 
Fiir jedes 6 kann nun das zugehérige A’? gleich Null werden; 
dies geschieht fiir 0,, wenn 
S ao ee 
as Bs %— 13’ 
d. h. wenn die drei Kreise so liegen, dass der tiussere Aehnlichkeits- 
punkt des ersten und zweiten auch der des zweiten und dritten ist. 
In diesem Falle ist y, also auch r unendlich gross und die Mittel- 
punktscoordinaten ebenfalls, und zwar hat a das positive, B das posi- 
tive und negative Zeichen. In der That kann man dann an die drei 
Kreise zwei gemeinschaftliche geradlinige fiussere Tangenten legen, 
die hier als Kreise mit unendlich grossem Radius anzusehen sind. 
Man darf aber nicht glauben, dass jetzt auch die iibrigen 0 Null 
seien; denn, wie oben bemerkt, ist der Factor A’? fiir die verschiede- 
nen @ verschieden. Man hat deshalb ausser den zwei geradlinigen 
Tangenten im Allgemeinen noch 6 Auflésungen. LEbenso verhiilt es 
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sich, wenn das A’*, welches zu @,, 0, oder 6, gehért, gleich Null 
wird. Das erste geschieht, wenn die drei Kreise so liegen, dass der 
innere Aehnlichkeitspunkt des ersten und zweiten zugleich der dussere 
des zweiten und dritten ist, das zweite, wenn der innere Aehnlichkeits- 
punkt des zweiten und dritten zugleich der fiussere des dritten und 
ersten ist, das dritte, wenn der innere Aehnlichkeitspunkt des dritten 
und ersten zugleich der fiussere des ersten und zweiten ist. In allen 
diesen Fallen kénnen an die drei Kreise zwei gemeinschaftliche Tan- 
genten gelegt werden und existiren ausserdem im ‘Allgemeinen sechs 
Lésungen. 


Bensheim a. d. Bergstrasse. 
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Ueber ebene Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt. 


Von B. Icex in Wien, 


Die fundamentale Eigenschaft der ebenen Curven dritter Ord- 
nung, welche einen Doppelpunkt besitzen, dass man ihre Punkte ein- 
deutig auf die Punkte einer geraden Linie oder auf die Strahlen 
eines Biischels beziehen kann, bietet erhebliche Vortheile bei der Un- 
tersuchung solcher Curven und ist zu diesem Behufe mehrfach in 
Anwendung gebracht worden *). | Aber, so viel ich weiss, hat man 
die Betrachtung nicht in dem Sinne durchgefiihtt, dass drei allge- 
meine cubische Formen bei der analytischen Darstellung zu Grunde 
gelegt werden, und in Folge dessen ist der Zusammenhang mit der 
algebraischen Theorie der cubischen Formen nicht erértert worden{ 
Ich will daher im vorliegenden Aufsatze versuchen, gewisse Aufgaben, 
welche bei einer ebenen Curve dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkt auftreten, zu behandeln, indem ich die homogenen Coordinaten 
Z; : L_ : X, des beweglichen Punktes der Curve ausdriicke durch den 
Parameter 4, : A, mittelst dreier Functionen dritten Grades mit allge- 
meinen Coefficienten: 


f(A) = a 4,° + 3 ay A,?A, + 3 a,4,4,? + a; 4,° 
(1) 12(A) wig by 43 + 3 b, A,?a, + 3 by A, A,? + bs A,* 
f(A) = cy 4,8 +2 €, Ay? Ay + 3 6,4, 4,? + Cy AQ%. 


1. Fir die Werthe des Parameters, welche den Schnittpunkten 
der durch die Gleichungen: ; 
(2) %=f(4), %=f(4), % =f, (4) 
dargestellten Curve mit einer beliebigen Geraden 
Uy Ly + Uy Ly + Us X, = O 
entsprechen, hat man die cubische Gleichung 


(3) yf, (A) + Uefa (A) + Ug fg(4) = 05 





*) Vgl. besonders Durége Mathem. Annalen Bd. I. S. 509, Weyr ebendas. 
Bd. Ill. S. 235, und Zeitschr. f. Mathem, u. Phys. Bd. XV. S. 383. 





und es liefert umgekehrt jede cubische Gleichung von der Form (3) | 
solche Punkte der Curve, welche in gerader Linie liegen. Es seien 
Hy tHe, %; 2 Vy, 1, 2%, die drei Wurzeln der Gleichung (3); dann ist, 
wenn der Factor A passend bestimmt wird, identisch: 

Qe Uf (ADA tafe (A)+ tg fy (A) HBA (Ay oo — Ay ty) (4, 22 — A %4) (Ay Hy — QM). 
Durch Vergleichung der Coefficienten von 4,, 4, auf beiden Seiten 
erhalt man vier Gleichungen: 

f- Uy Ay + Udy + yl = A+ 3 Wy Y, MM, 
‘* thy Qs + ty bs + Use; = —A-3 uy, y,%,, 


aus welehen durch Elimination von u,, u., u,, A die Bedingung re- 
sultirt, welche die Parameter uw, v, x von drei in gerader Linie ge- 
legenen Punkten der Curve (2) erfiillen miissen: 


| A by % 3 Ula V_ Hy | 


| Ay by Cy — By Yq Hy — Vy Hy lg — Hy Uy Vy 
| Ay by ey Ha Hy - V%, Uy + Ty Y; | 
| ds bs Cy — 3 wy my 


(4) am @). 


_ Diese Bedingung vereinfacht sich, wenn man fiir die Determinanten 
aus den Coefficienten a, b, c die Bezeichnungen 4 A), A,, A,, $A, 
einfiihrt, und zwar so, dass fiir beliebige Gréssen g: 


(5) 3 Bb db, C93 = Ago — 3 4.9, + 3 Ag, — Ags. 
Die Gleichung (4) nimmt nimlich dadurch folgende Form an: 
(6) Ag thy YH, Ay (Mg My Hy Vy, My PF Wy MyM) 

Ht Ay (hy ¥p Hy FY, MoM, + 7% MgY2) + Au. v,7, =O. 

Wenn nicht die Parameter der drei in gerader Linie gelegenen 
Punkte gegeben sind, sondern die Gleichung, durch welche sie bestimmt 
werden: 

Ke HAP AS IAP + 3 G.A, 42? + 9345 =0, 
so lautet die Bedingung zwischen den Coefficienten g: 
(6°) As 9) — 3 4.9, +3 A\9. — 4g; = 9. 

Man kann noch durch ein anderes Verfahren zur Gleichung (6) 

gelangen. Es ist naimlich 
} Af 4 A | Ay % Uy Ay | | Hy Burro. Soy My? Ue® 
he fo(#) for) fo(%) | = | by B, by, | v> 3v,°r, 3y,0,? v5 

fs(#) f(r) fs) | Cy % 2 C3 m,° 3u,?x, 3,m," 2,5 
Man erhilt also statt der Bedingung (4), wenn man die Bezeich- 
nungen (5) anwendet, die Gleichung: 
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(6) 
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Hy? ty? My My fly” Ma” 
; v,> vrv, 4%," 9,9 
“od a) ;?%, MH,” m,° 
A, es A, A, — A, 
und daraus folgt die Gleichung (6) durch Beseitigung des tiberfliissigen 
Factors / 
A& (Vy Hq — V2 My) (by — Wy My) (Uy %. — H2%)- 

2. Wenn zwei Punkte der Curve (2) durch ihre Parameter u, : u,, 
v,:V_ gegeben sind, so dient die Gleichung (6) zur Berechnung des 
Parameters 2, : z,, welcher dem dritten Durchschnittspunkt der Curve 
mit der Verbindungslinie jener beiden Punkte entspricht. Wird aber 
statt der Parameter uw, : ¢., V7, : V2 die quadratische Gleichung gegeben, 
deren Wurzeln sie sind, etwa 

ve Kyhy? + 2 kaya, + kydy? =0, 
so ergiebt sich folgende Gleichung fiir den Parameter 2, : 2, des drit- 
ten Punktes: 
(7) a, (A,ky — 2A, ky, + Agky) + m2 (Agky — 2A,k, + A, hy) = 0. 

Wir stellen nun die allgemeinere Frage nach der Gleichung der 
Geraden, welche die Punkte (u, : ) und (v,:,) verbindet. Wenn 
man aus den fiinf Gleichungen 
€=f,(u), %2=A(4), %=f(H), 0 = kyuyP+ 2h, uy? bot haus oe”, 

O = Key py? ey 2 Key oy a? + hy * 
die vier Gréssen m,°, u,?U., , Uo”, Mp° eliminirt, so ergiebt sich zwi- 
schen 2, %, %, eine homogene lineare Gleichung. Diese wird sowohl 
vom Punkte (u,:m,) als vom Punkte (v,:v,) erfiillt, folglich repra- 
sentirt sie die Verbindungslinie der zwei Curvenpunkte. Sie lautet: 
|, My My a, ay | 
Hy by by b ds 
(8) | By Cy Cy Cy Cy | =O. 
10 3h 2k, k 0 
0 0 ky, 2k, 3k, | 
Man wiirde dasselbe Resultat finden, wenn man die Gleichung 


}% A) A) 
t fr(u) f(r) | =9 
ts f;() f(r) 


durch u,v, — u,v, dividirt; denn es ist 





= ; 





IT iy = Hy, 2K, = — Wy — My, ky = HY. 
Wenn man diese Werthe einsetzt, so wird die Gleichung (8) vom 

















































zweiten Grade sowohl in Bezug auf u,, , als auf v,, »,. Es ent-— 
springt daraus die Gleichung der Tangente, welche die Curve (2) im | 


Punkte (uw, : wu.) beriihrt, indem man v, = u,, v, = mw, setzt: 





Z, Me a, a, a; 
ZL, by b, b, b, 
(9) fy % C Cy C5 = (), 
0 3y,? —2u,H, 4” Oo 
|0 0 Hp? —2uj,m, 3,’ 


Sie ist vom vierten Grade in Bezug auf u,, uw, und lisst sich ein- 
facher schreiben: 


(9*) x, FP, (u) + 2, F,(u) + 2, F;(u) = 0, 
wenn man folgende Bezeéfhnungen einfiihrt: 


Aha) 4 f(2) | afd) 4 af) | 











| 
| Ody Oa | ¥ 0a Om 
—) P(t) 4 Of(2) i 2@)= Ofs(a) , af,(a) |? 
: hr a i a a 

Of(2) 4 hh) 
Ou Oa 

(10) P;(4) = agp Bf (2) 
4 $31, 





In der That kann man die mm Seite der Gleichung (9) auf die Form 
bringen: 





ef) , ete) | 
x : ir i=—_— a, a 
1S Om * Obs , ar, 4 OF) 4 hw) | 
a, 4 2h) 4 hw) b. bs Ou $ Ouse 
28 Om * Obs F * |g le 42h) 4 hw) 
wi" | a, 4 Ofte) 4 Oh(w) fe ee SE 2 
34 Oi — Cs | 
” Pe P 4 2h) 4 2helw) 
0 0 O° p, 0 35 Om Olle 
7-9 0 —2u,H, 34,’ 








3. Um den Punkt (x, :,) zu finden, in welchem die im Punkte 
(u, = #,) gezogene Tangente der Curve nochmals begegnet, den Tan- 
gentialpunkt von (u,:,), hat man nur néthig, in Gleichung (7) 

ky = oy, ky =— My, hy = By,” 

zu setzen, wodurch man erhilt: 
(11) (Ag my? + 2Ay My Mp Ay fa”) + 2 (Ay Hy? 2 Ap Uy HoF As My”) =0. 

Wenn (x, :2,) gegeben ist, so hat man (11) als eine quadrati- 
sche Gleichung zu betrachten, welche fiir (u,:m,.) zwei Werthe lie- 


fert, entsprechend den Beriihrungspunkten der beiden Taugenten, 
welche vom Punkte (x, : z,) aus an die Curve gezogen werden kénnen. 
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Die drei Inflexionspunkte der Curve dritter Ordnung ergeben sich 
jetzt ohne Weiteres aus (11), indem man annimmt, dass der Tangen- 
tialpunkt mit dem Beriihrungspunkte zusammenfillt. Sie geniigen der 
cubischen Gleichung: 


é. gp (4)=0, 
wenn man mit g (A) die fiir unsere Untersuchung sehr wichtige Form 
(12) Ay A,> + 3 A, a,?A, + 3 AA, A,? + A, Ag? = @ (A) 


bezeichnet. 





n- Die Coefficienten dieser Form befriedigen, an Stelle ‘von g, - - + gs 
eingetragen, die Bedingung (6°). Daraus folgt der bekannte Satz, 
dass die drei Inflexionspunkte einer Curve dritter Ordnung, welche 
einen Doppelpunkt besitzt, in gerader Linie liegen. Es ist leicht, 
gy (4) = 0 auf die Form (3) zu bringen; denn nach (5) ist 


2+ ab,c,A, =O, also | f(A) ay a, a, 

Feld) bb, by 
[3(A) % &| 
g(a) Ay A, A, 


==(), 





und indem man diese Determinante ausfiihrt, resultirt eine Beziehung 
von der Form 


m1 (12) 1, (4) + vef,(A) + %3f3(4) = Ap (A) . 


Die Grdssen v,, v,, v, sind die Coordinaten der Verbindungslinie der 
drei Wendepunkte. 

Die Gleithungen (6), (7) und (11) enthalten die Coefficienten der 
drei gegebenen Formen (1) nur in denjenigen Verbindungen, welche 
Coefficienten von g(A) sind, und lassen sich daher zu dieser Form in 
einfache Beziehung bringen. Um die Beziehung zwischen einem 











Punkte (Uy = Ue) und seinem Tangentialpunkte auszudriicken, bildet 
man durch Differentiation die Function: 
te , - git, 0p (u) 
mf 13) 9 mma fm FO + a OY 
09 (x) 0*@ 
=} {u,? nt) +2 Hy; Me ie hey + 2 eS} ? 
dies ist die linke Seite der Gleichung (11). Fir die linke Seite der 
P Gleichung (7) folgt daraus sofort der Werth: 
K ‘ _ g(a) 829 (n) 8% (m) 
= a é {ho “jar 2 * noe, +O “aeg SF 
verschwindet dieser Ausdruck, so liefert die Gleichung 


P hy Ay? + 2 ky Aya, + ky d.? = 0, 


Ca 





B. Ieet. 


die Parameter von zwei Punkten, welche mit (x, : 2,) in gerader Linie 
liegen. Bildet man endlich durch nochmaliges Differentiiren die Function — 


G4) Xone. 2) 4 {r, 280" +», 29Om}, 


so ist p(u,v,x)=O0 die Bedingung (6) fiir drei Punkte in einer @ 

Geraden. ; 
4. Die Function g(d) kann in drei lineare Factoren zerlegt — 

werden: 

Qe (A) = (4, —A, ) (4, Bp — 2 By) (A:72—4g7;) = A+ B-C, 
wo (a,:a@,), (B,:B.), (y;: 72) den drei Wendepunkten entsprechen. 
Die Gleichungen : 
AS=(4,a,—A,,)'=0, BP=(A,p,—A p= =0, CP=(A,7.—4,7, 2 =0 
reprisentiren alsdann die den einzelnen Wendetangenten entsprechen- — 
den Systeme von Schnittpunkten mit der Curve und miissen daher auf 
die Form der Gleichung (3) gebracht werden kénnen; d. h. es existiren 
solche Constanten p, q, 7, dass 


| A* = pif (A) + Pafr(A) + Psfs (A) 
Be = af, (4) + Qfhr(4) + asfs (4) 
CO = rif, (A) + ref (4) +13 ()- 
Die Grossen (p,, 9,3), (G+ 42> %3)> (Yt. 72) %3) Sind nichts An- 
deres als die Coordinaten der Wendetangenten der Curve (2). 
Die Gleichungen (15) wollen wir in Bezug auf f,(4), f,(4), f(A) 
auflésen. Dann kommen Relationen von folgender Gestalt heraus*): 


ic = §, A’ + 9, BY + 60° 


(15) 


(15) f(4) = & A® + 9, B® + §,C° 
—— f3(A) = & 4° + 93 B* + §C%. 

Hierin sind (&,, bo, 3), (Mis Ne» Ms)» (£1 &, &s) die Coordinaten der 
Ecken des von den Wendetangenten gebildeten Dreiecks. 

Halt man die Gleichung (12*) mit (15*) zusammen, so gelangt 
man zu dem interessanten Resultat, dass auch die Function g(a) sich 
aus den Cuben der linearen Factoren A, B, C zusammensetzen lisst. 
Denn es nimmt dann (A) die Form an: 

re p(t) = aA? + BB? + 70. 

Durch die Gleichungen (15) wird es nahe gelegt, auf die Coor- 
dinaten 2,, Z,, Z, eine lineare Transformation anzuwenden, und zwar 
seien die neuen Coordinaten y,, ¥., Ys: 


*) Es ist dies nur ein specieller Fall eines ganz allgemeinen Satzes, welchen 
Herr Rosanes in Borchardt’s Journal, Bd. 75, 8. 172, aufgestellt hat. 


Gu) Ayfh Te 2h pypreh Alege, + opps Bethel” Dap 
hr ( 
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Ordnung mit einem Doppelpunkt. 


Y; =P, %, + poh, + Pgs 
Ce Yo = GX + GX, + Is hy 
Ys = 1, Hy + 12%, + 13H. 

Die Darstellung der Curve (2) in den neuen Coordinaten hat dann 
eine sehr elegante Gestalt, indem statt der allgemeinen Formen (1) 
die Cuben von drei beliebigen linearen Formen auftreten. Es wird 
(16) %4= 44, w= BD, y=—C. 

Jedoch werden alle diese Schliisse illusorisch, wenn die Factoren 
der Function (A) nicht simmtlich von einander verschieden sind. Es 
wiirde dieser Ausnahmsfall eintreten, wenn die Curve nicht einen Dop- 
pelpunkt, sondern einen Riickkehrpunkt besitzt. 

5. Der Doppelpunkt der Curve (2) ist dadurch vor ihren iibrigen 
Punkten ausgezeichnet, dass ihm zwei verschiedene Werthe des Para- 
meters 4, : 4, entsprechen. 

Sind w,: "4, ¥,:¥%_ diese beiden Werthe, so entstehen die Glei- 
chungen: 

— 4) :?hM:he) =A) :h@) :h@- 

Aus einem Systeme von solcher Art hat Herr Haase*) fiir ratio- 
nale Curven »'* Ordnung in Form einer Determinante die Gleichung 
(m — 1) (wn — 2)" Grades hergestellt, von welcher die Parameter der 
4(m — 1) (n — 2) Doppelpunkte abhingen. In unserem speciellen 
Falle handelt es sich nur um eine quadratische Gleichung, wobei ein 
einfaches Verfahren eingeschlagen werden kann. 

Denkt man sich nimlich einen Punkt (x, :2,) auf der Curve fest- 
gehalten und eine Gerade um ihn gedreht, so schneidet dieselbe die 
Curve in einer Reihe von Punktepaaren. Ist 


oa ky ay? + 2h,A,A, + kd.” = 0 


die Gleichung fiir die Parameter eines solchen Punktepaares, so erfiil- 
len die Coefficienten k die Relation (7): 

m,(A,ky—2A,k,+ Agk,) + 2, (Aghky—2 A,k, + A, ky) = 0. 

Es giebt nun immer eine Lage des Strahles, in welcher das Punkte- 
paar durch den doppelt zu ziihlenden Doppelpunkt der Curve vertreten 
wird. Diese Lage tritt ein, wenn die Coefficienten k den beiden Wer- 
then, welche der Parameter fiir den Doppelpunkt annimmt, entsprechen. 
Alsdann wird die Gleichung (7) immer erfiillt, welche Werthe auch 
%,: 2%, haben mag. Dadurch aber zerlegt sie sich in folgende zwei 
Gleichungen fiir die Gréssen k: 


LY Agky —2A,hy + Ayky = 0, Aghy—2A,k, +A, hy = 0. 


*) Mathem. Annalen, Bd. LU, S. 526, 





AP dls: 





Aus dieser Betrachtung ergiebt sich sofort die Gleichung, welcher q 
die Parameter des Doppelpunktes geniigen miissen, in Form einer Deter- — 
































minante: 
fh a? AA, A? di 
al A, —A, 4,|=0, d. i.: 
A, —A, A, 
(A, A,— 4,’) a,’ + (A) 4,—A, A,)Ay dy + (A, A, — 4,”)d,? = 0. un 

Die linke Seite ist offenbar die Hesse’sche Determinante, von 

(4), welche ich mit A(A) bezeichnen will: 
\+% OP \ 4 Oy (a) 
(17) A(a)=8,4,2-+20, 4,2, +84, = he ae ot Di 
|+§ +2 dae | Ti 
Ayd, +A, A, A, 4, + A,A, (1 
Ady Agd, AA, + Ag Ay 

Es mag noch eine andere Betrachtung erwihnt werden, welche 
zu dem vorstehenden Resultat fiihrt. Wir fanden, dass g (u, v, x) 
verschwindet, wenn die Punkte (u,:m.), (v,:%), (@,:2,) in eimer 

s Geraden liegen. Dies ist aber stets der Fall, sobald pw, : u,, v,: v, die 
& Parameter des Doppelpunktes sind, welchen Werth auch z, : x, haben 7, 
hd mag. Folglich ergeben sich fiir den Doppelpunkt, da » (u, v, x) in be 
Bezug auf w, v, x symmetrisch ist, aus (14) und (13) die Gleichungen: de 
pa 
ep(u,r) __ p(w) Ap (w)| __ s 
L ir ih ( out Sard ial =, ns 
- Op(u.) _ O p(w) Few) ire “ 
i Ouse 411 om TY 2 Cu," }=9, ™ 
und hieraus folgt, indem man »,, v, eliminirt: A(u) =O. Es sind sp 

also die dem Doppelpunkte entsprechenden Parameter diejenigen, fiir 

welche die Hesse’sche Determinante von g (A) verschwindet. 

Die drei Wurzeln der Gleichung g (4) = 0 bilden mit den beiden un 
Wurzeln der Gleichung A(4)—0 ein ,,cyclisch-projectivisches System“ *). W 
Nun ist es bekannt, dass man den Parameter 4, : 4, geometrisch deuten 
kann als den Parameter eines um den Doppelpunkt der Curve (2) sich 
drehenden Strahles, welcher durch den entsprechenden Punkt der 
Curve geht. Demnach ergiebt sich der Satz: ,,Die Strahlen, welche 





vom Doppelpunkte nach den Wendepunkten gehen, bilden mit den 
Tangenten im Doppelpunkte ein cyclisch-projectivisches System.“ ; ve! 

6. Von einem beliebigen Punkte (x, : x,) der Curve kénnen zwei die 
Tangenten an dieselbe gezogen werden. Nennen wir my, : U., 4 : % 





*) Clebsch Theorie der biniren algebraischen Formen. 8S. 133 und 361. 


























as Canoes 4 = ations . ; 
die Parameter der Beriihrungspunkte, also die Wurzeln der Gleichung 
(11) oder @ (u, x) = 0, und vergleicht man in der Identitiat: 
p (Am) = (Ay My — Ay My) (Ay 7, — 42%) 
die Coefficienten von 4,, 4, auf beiden Seiten, so kommt: 
My Vq = %, Ay + MA, § (My % + Hy) = — (4, A, + 2, A), 
v=, A, + 2, As, 
und daraus durch Elimination von 2,, z,: y 
as: HY FM Mo MM) He M2 | 
| A, Sr A, A, 
| A, —A, A, 
Dies ist die Relation zwischen zwei Punkten mit gemeinschaftlichem 
Fangentialpunkt, welche offenbar auch so geschrieben werden kann: 
(18) Bye 7% +9, (4, M% + Hy) +92 My, =O oder $ eras vy, aie 
i ‘2 
= (), 


er 7 


== (). 








— Man findet dieselbe auch, indem man aus den Gleichungen 
09 (u) Op (u) 0g (v) Og (vr) 

die Spy tS on oo ee 

hen m,, 2, eliminirt und die entstehende Gleichung von dem Factor uw, v,—, v, 

‘ai befreit. Durch die Gleichung (18) werden die Punkte der Curve einan- 

en: der paarweise zugeordnet, und ihre Form sagt aus, dass die Strahlen- 
paare, welche vom Doppelpunkte nach solchen Punktepaaren hingehen, 
eine Involution bilden, deren Doppelstrahlen die Tangenten des Doppel- 
punktes sind.*) Wenn die Tangente im Punkte (u, : w,) durch einen 
Wendepunkt («, : @,) hindurchgeht, so sind (@,:@,) und (uw, : w,) ent- 

ind sprechende Punkte. Dann hat man: 

5 AN OA ) uw 

fiir a, oe 4 a. nee 2m 0, a, oe 4 at, oor) __ 0, 

‘den und man erhiilt “er fiir die drei Punkte, deren Tangentialpunkte die 

cc), Wendepunkte sind, a. Gl.: Q@(4) = 0, wenn man bezeichnet: 

aten te , @A() 4 dA(A) | 

sich ‘oi 2 Oh 

der re 4 29.) “o> 

Iche zi, Ode 

den Die Strahlen, welche diese drei Punkte mit dem Doppelpunkte 
verbinden (die harmonischen Polaren. der Wendepunkte) werden durch 

zwei dieselbe Gleichung bestimmt, und es folgt daraus nach der Theorie 

Vy | EES 

*) Vgl. Weyr, Ztschr. f. Mathem. und Phys., Bd. XV., S. 383. 
51. Mathematische Annalen, VI, 
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der cubischen Formen*) unmittelbar der Satz: ,,Construirt man zu den ~ 
drei Strahlen, welche den Doppelpunkt mit den drei Inflexionspunkten 
verbinden, den vierten harmonischen Strahl, welcher einem bestimmten 
conjugirt ist, so erhilt man die entsprechende harmonische Polare.“**) 
; Auch die Modificationen, welche eintreten, wenn die Discriminante 
von (a), d. i. die von A(A), verschwindet, wenn also der Doppel- 
punkt zu einem Riickkehrpunkt wird, folgen unmittelbar aus den Eigen- — 
. schaften der cubischen Formen. Doch mag eine weitere Verfolgung 
des Gegenstandes fiir eine spiitere Veréffentlichung vorbehalten bleiben. 


Wien, den 13. Januar 1873. 
*) Clebsch, a. a. O. S. 352. 
**) Vgl. Durége a. a. O. S. 518. 


Verbesserungen. 


. Zeile 1. Statt ,,Hilfe von f(x) —0 noch . eliminirt 


und den Grad...“ lies: ,, Hilfe von f(y) =O die Coordinaten 
von y aus p(xy) = 0 und g' (xy) = 0 eliminirt, aus der so ent- 
stehenden Gleichung und f(x) = 0 noch x, climinirt, und den 
Grad...“ 

. Zeile 15. Statt ,,y’ mal“ lies: ,,y’n mal, wo n der Grad von f ist“. 

. Zeile 22. Statt: ,,so scheide man den Factor entsteht“ lies: 
,80 scheide man den Factor (xx), welcher in der Gleichung, 
die durch Elimination der y entsteht“. : 

. in der Formel Zeile 9 von unten fiige rechts das Glied zu: 
2p(p—1)-4. | 

. in der Formel Zeile 6 von unten fiige rechts das Glied zu: 7 
2p(p—1)-4-4. ; 

3. in der Formel letzte Zeile statt: 3 p(p — 1) lies: »(p— ) 


. in der Formel Zeile 27 statt: + 3-56 = 154 lies: + ® = 14. 


: Zeile 20 von oben zu lesen: 66. 
. Zeile 11 von unten ist zu lesen: 2 (nv + @ — 2). 
. Zeile 13 von oben statt: ,,de toute“ liess: ,,d’une“. 
. Zeile 4 von oben statt: ,,--+2kx2y+2laz+.-.“ 
liess: ,,+2ka,y+2la,2+ ---“ 
. Zeile 28 von oben statt: ,,y = 1 less: ,y = 0“. 
. Zeile 30 von oben statt: ,,donne“ liess: ,,donnent“. 
. Zeile 5 von oben statt: ,,Surpasser“ liess: ,,étre inférieur“. 
. Zeile 5 von oben statt: ,,inégalités“ liess: ,,identités“. 
. Zeile 7 von oben statt: ,,y=—1, t= 0 liess: ,y = 0, t= 1%. 
. Zeile 21 von oben statt: ,,sont“ liess: ,,ont“. 
. Zeile 7 von oben statt: ,,sont“ liess: ,,ont“. 
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Taf. I. 





Fig. 2. 


























Taf. V. 




















